
Respostas do Estudo Dirigido  Cap. 11 - Image Transform

1. Para que serve transformar as imagens para outros Domínios ? Fale sobre algumas Formas de
Transformada e suas aplicações. (0.5)

As transformadas são maneiras alternativas de mostrar a mesma informação, elas buscam usar as
características que a imagem deixará mais evidente em determinado domínio e assim facilitar a
análise da imagem.

A transformada de Fourier (ou de senos e cosenos) passa a mostrar a imagem decomposta em suas
componentes de freqüência, o que permite identificar os aspectos mais freqüentes e comuns da
imagem, suas texturas, por exemplo. Ele representa em cada ponto a informação daquela freqüência
da imagem inteira. Isso permite filtrar, eliminar ou ampliar mais facilmente uma faixa específica de
freqüência.

A transformada de Cosenos decompõem a imagem em séries de cosenos, sendo muito usada para
compressão de dados.

As transformadas de Wavelets passa a representar a imagem como coeficientes que serão
multiplicados por diversas funções de base (Haar, Daubechies, etc) . São usadas para filtragem e
compressão de dados.

A transformada de Distancia, substitui uma região por sua distância a um ponto. Serve como passo
intermediário em diversos outras técnicas.

A transformada de Hough leva a imagem para o domínio dos parâmetros que descreveria as figuras
que você gostaria de achar nas imagens.

2. O que é Transformada de Fourier de uma função contínua de duas variáveis? O que é
Transformada Inversa de Fourier de uma função contínua de duas variáveis? Porque essa
transformada descreve a função no domínio da Freqüência? Porque se diz que neste domínio a
função tem uma parte Real e outra Imaginária. O que é amplitude e angulo de fase ?  O que é
espectro de amplitude ou espectro de Fourier de uma função? O que significa largura de banda?
Onde geralmente se concentra a maior parte da informação no domínio da freqüência? Fale de
propriedades importantes da Transformada de Fourier (separabilidade, mudança de escala,
linearidade, mudança de origem 0,0  etc.). O que é par de Fourier? (3.0)

Transformada de Fourier ,                 ,   de uma função contínua de duas variáveis f(x,y) é a nova
função também de duas variáveis F(u,v) obtida pelo cálculo de :

Na expressão acima :

 - exp[ . ] , significa a função exponencial, ou  e[. ] , sendo e o número Neperiano. Esta
expressão no fundo é uma forma abreviada de combinar senos e cosenos de [.] em uma só
expressão. Já que se relaciona com estas expressões por:



- j representa o número imaginário, ou seja a raiz de menos 1:

Pelas identidades de Euler:
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Transformada Inversa de Fourier de uma função contínua de duas variáveis é a função original. Ou
seja a função contínua  f(x,y) . Ela pode ser obtida de F(u,v) pela expressão:

A Transformada de Fourier descreve a imagem no domínio da freqüência porque  exp[ . ] ,
significa combinar senos e cosenos de [.] em uma só expressão (a expressão da Identidade de Euler
faz isso) . Já estas funções senos e cosenos são na realidade ondas, como as luminosas mostradas na
figura abaixo (obtida de http://computacaografica.ic.uff.br/erratas.html)

Nos fenômenos ondulatório a freqüência é a quantidade de ondas que passam em uma região em um
determinado tempo. Ou seja a freqüência depende do comprimento da onda e de sua velocidade.
Assim se T for o tempo para passar um onda inteira , 1/T é a freqüência desta onda. As ondas
senoidais e cosenoidais tem exatamente a mesma aparência. As senoidais e cosenoidais com mesma
amplitude (altura) e comprimento de onda, diferenciam-se apenas por estarem defasadas uma das
outras de um angulo reto (90 graus ou π/2 ). Cada onda senoidal e cosenoidal se repete a cada  360
graus ou 2π. Assim o que acaba caracterizando a freqüência destas ondas são os valores que estão
sendo multiplicados a 2π, ou seja o u e o v na expressão da transformada de Fourier  acima.



Neste dominio a função tem uma parte Real e outra Imaginária porque passa a ser descrita como um
número complexo. Ou seja um número que tem duas partes: uma real e outra imaginária (
multiplicada por j ). Como o mostrado na figura abaixo.

A parte real é a representada como função ou série de cosenos e a imaginária como função ou série
de cosenos. As figuras abaixo mostram os gráficos de cos(t/3),  cos(t), e sen(t). Repare com o
número de ondas e demais características das expressões de cos(t), e sen(t) são iguais.  Repare que
em cos(t), e cos(t/3) o número de ondas que estão entre 0 e 10, não são o mesmo. Em um deles
vemos praticamente meia onda. No outro praticamente 3 meias ondas podem ser contadas. Ou seja
a freqüência da função coseno variou quando o número que multiplicava o parâmetro t mudou.



Amplitude de um número complexo é o seu módulo, o r no gráfico acima. O ângulo de fase é o
ângulo que o ponto, no plano complexo, faz com a horizontal, ou eixo real, o θ  no gráfico acima..
No caso da Transformada de Fourier essa amplitude e esse angulo de fase são dados por:

Se for o caso de se calcular a transforma de Fourier de uma função de uma variável, ou pelas
expressões abaixo para a Transforma de Fourier de duas variáveis.

De modo que conhecendo a Amplitude e o ângulo de fase a Transformada de Fourier também fica
completamente caracterizada pela expressão:

se for o caso de se calcular a transforma de Fourier de uma função de uma variável.

Espectro de amplitude ou espectro de Fourier de uma função é o gráfico de sua amplitude
versus cada freqüência. Ou seja a descrição de qual é a amplitude |F(u)| para cada freqüência u , em
funções de uma variável ou o gráfico de |F(u,v)| para cada par de freqüência (u, v), para duas
variáveis. Neste ultimo caso o gráfico deve ser representado em 3D ou em 2D com tons de cinza.
Por exemplo na figura abaixo é mostrado uma função de duas variáveis e seu espectro de Fourier de
duas formas: em 3D e em 2D em escala de cinza, onde a posição mais alta será mais clara.

Largura de banda:
No exemplo acima o espectro tem valores que vão de mais a menos infinito em todas as

direções. Mas há caso em que se estende apenas entre um conjunto de freqüências mínima e



máxima: umin e umax, ou (umin,vmin) e (umax,vmax). Esta diferença entre os valores máximos e mínimos
é que se chama largura de banda: umax - umin   ou  (umax - umin , vmax - vmin )  .

No exemplo acima o espectro tem valores teve uma banda infinita em todas as direções, mas
longe da origem (0,0) a intensidade de |F| decaiu rapidamente. Este resultado é bastante típico de
modo que é na origem dos eixos de freqüência onde geralmente a maior parte das informações
se concentra. Principalmente em imagens.  Assim se A na figura acima representasse o tom de uma
imagem formada por todos os pixels de uma única cor, por exemplo A=255, seu espectro de Fourier
seria a forma mostrada. Como a intensidade de |F(u,v)| decai exponencialmente seria visto apenas
um ponto na origem. Por essa razão muitas vezes na representação em 2D em tons de cinza usa-se
transformar o valor da Intensidade por alguma função logarítmica, de modo a haver diferença entre
imagens.

Algumas propriedades da Transformada de Fourier estão resumidas na tabela abaixo (obtida
de www.ic.uff.br/~aconci/AI.html), observe que a segunda coluna representa no domínios do
espaço/tempo e que a terceira coluna representa na freqüência. Estas propriedade ocorrem mesmo
se as funções forem contínua, discretas de uma ou duas variáveis. São decorrência direta das
definições.
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Nesta tabela não se encontra propriedade de separabilidade, que só ocorre em transformadas de
Fourier de mais de uma variáveis. Essa propriedade permite fazer a integração das variáveis de
forma independentes em uma e depois em outra direção.

A mudança de escala ou escalonamento (terceira linha da tabela) relaciona a multiplicação do
parâmetro no domínio do espaço/tempo pela divisão do parâmetro no domínio da freqüência. A
linearidade indica que a transformada de Fourier da função oriunda a soma de duas função tem sua
transformada igual a soma das transformadas dessas funções, Além disso a multiplicação de uma



função por uma constante, faz sua transformada ser multiplicada pela mesma constante. A mudança
de origem 0,0 no domínio do espaço/tempo é tratada nas linhas da tabela que consideram o
deslocamento no espaço/tempo e na freqüência

É chamado par de Fourier o conjunto de expressões f(x),F(u) de uma mesma coisa (função ,
conjunto de números discretos ou de uma imagem),  que permite descrever a mesma coisa nos dois
domínios. As expressões deste par são:

para funções continuas de uma variável.

para funções continuas de duas variáveis.

Para funções discretas de uma variável

Para funções discretas de duas variáveis de mesmo número de elementos N

Para funções discretas de duas variáveis de número de elementos N e M.

3. O que é convolução? O que é o teorema da convolução? O que ele tem a ver com a transformada
de Fourier? (0.5)

Convolução entre duas funções f(x) e g(x) é a operação entre elas definida por:



Essa operação pode ser descrita no domínio do espaço ou da Freqüência. Isto é existe uma definição
idêntica se for usado F(u) e G(u).

O teorema da Convolução diz que a convolução de duas funções no espaço é igual a multiplicação
de suas transformadas inversas na freqüência : g(x,y)=h(x,y)*f(x,y) ⇔  G(u,v)= H(u,v)F(u,v)

O teorema da Convolução diz também que a convolução de duas funções na freqüência é igual a
multiplicação de suas transformadas inversas no espaço:G(u,v)= H(u,v) *F(u,v)     ⇔
g(x,y)=h(x,y)f(x,y)

A transformada de Fourier facilita a convolução de funções , transformando a integração acima em
um domínio em multiplicação no outro domínio.

4. Como podem ser calculadas os pares transformados para Imagens Digitais, isto é como as
expressões da questão 2 ficam na forma digital?
Imagina que você tenha uma imagem mínima  descrita pelos valores abaixo:
 f(x,y) = { f(0.0)=0,  f(0.1)=0, f(0.2)=0, f(0.3)=0,
                 f(1.0)=2,  f(1.1)=3, f(1.2)=4, f(1.3)=4,

   f(2.0)=0,  f(2.1)=0, f(2.2)=0, f(2.3)=0 }
Como fica a Transformada de Fourier: F(u,v) desta imagem?
Identifique a parte Real e a Imaginária de F(u,v) destes valores da imagem.
Quais o valores do espectro de Fourier desta imagem e da Energia ou potencia?
Como você poderia mostrar graficamente estes valores , isso é |F(u,v)|2   como uma função de u e v?
Se os incrementos em x e y , isto é no domínio espacial, forem de 0.25, como ficam os incrementos
no domínio da freqüência?
Como a partir destes cálculo feitos acima você poderia escrever um algoritmo que calculasse o
espectro da transformada de Fourier de uma imagem ? (3.5)

As expressões dos pares transformados na forma digital são as já apresentadas na resposta
naquele item para funções discretas, de mesmo número de parâmetros ou não.

Para o caso de duas variáveis discretas teremos, Para : u=0,1,2,...M-1 e v= 0,1,2,...N-1  e
x=0,1,2,...M-1 e y= 0,1,2,...N-1

Para funções com “grid” 2D quadrado, M=N e 1/N aparece em f( x , y) e F( u , v );

Considerando a separabilidade na função f(x,y) dada, podemos considerar que temos:



3 funções discretas em x : f1(x) = { f1(0)=0,  f1(1)=0, f1(2)=0, f1(3)=0 }
f2(x) =  { f2(0)=2,  f2(1)=3, f2(2)=4, f2(3)=4}
f3(x) =  { f3(0)=0,  f3(1)=0, f3(2)=0, f3(3)=0 }

4 funções discretas em y :  f4(y) = { f4(0)=0,  f4(1)=2, f4(2)=0,}
f5(y) =  { f5(0)=0,  f5(1)=3, f5(2)=0,}
f6(y) =  { f6(0)=0,  f6(1)=4, f6(2)=0,}
f7(y) =  { f7(0)=0,  f7(1)=4, f7(2)=0,}

Fica mais fácil calcular estas transformadas separadamente e depois combina-las por
multiplicação. Cada uma delas sendo dada  por:

Para  f1,f2 e f3 , N=4 e x no somatório varia de 0 a 3.

Para f1 e f3 f(x) = 0  para todo x, de modo que F1=F3=0 para todo u

Para f2 temos:

Para  f4,f5, f6 e f7 , N=3 e x no somatório varia de 0 a 2.

Como f(0) e f(2) = 0  para todas, só precisamos calcular a parte exponencial para x=1 para todas as
f4,f5, f6 e f7:

F(u) = 1/3 f(1) exp[ -j2π u/3 ]

Para f4 teremos:

F4(u) = 2/3  exp[ -j2π u/3 ] de modo que : F4(0)=2/3

F4(1) = 2/3  exp[ -j2π /3 ]



(2π /3 = 120 graus , assim  pela identidade de Euler:
θθθθ θθ sencossencos ieeie ii −=+= − )

F4(1) = 2/3  exp[ -j2π /3 ]=2/3( cos [2π /3 ] - j sen [2π /3 ]) =
2/3( cos [120 o] - j sen [120 o])=2/3( -1/2 - j √3/2 )= -2(1+√3j)/6)=
F4(1) =  - (1+√3j)/3

F4(2) = 2/3  exp[ -j4π/3 ]
(4π /3 = 240 graus , assim  pela identidade de Euler:

θθθθ θθ sencossencos ieeie ii −=+= − )
F4(2) = 2/3 ( cos [4π /3 ] - j sen [4π /3 ] ) =
2/3( cos [240 o] - j sen [240 o])=2/3 ( -1/2 - j -√3/2 )= - (1-√3j)/3

Para f5 teremos:

F5(u) = 3/3  exp[ -j2π u/3 ] de modo que : F5(0)=1

F5(1) = 3/3  exp[ -j2π /3 ]
(2π /3 = 120 graus , assim  pela identidade de Euler:

θθθθ θθ sencossencos ieeie ii −=+= − )
F5(1) =   exp[ -j2π /3 ]=( cos [2π /3 ] - j sen [2π /3 ]) =
( cos [120 o] - j sen [120 o])=( -1/2 - j √3/2 )= - (1+√3j)/2

F5(2) = 3/3  exp[ -j4π/3 ]
(4π /3 = 240 graus , assim  pela identidade de Euler:

θθθθ θθ sencossencos ieeie ii −=+= − )
F5(2) = ( cos [4π /3 ] - j sen [4π /3 ] ) =
( cos [240 o] - j sen [240 o])= ( -1/2 - j -√3/2 )= - (1-√3j)/2

Para f6 teremos:

F6(u) = 4/3  exp[ -j2π u/3 ] de modo que : F6(0)= 4/3

F6(1) = 4/3  exp[ -j2π /3 ]
(2π /3 = 120 graus , assim  pela identidade de Euler:

θθθθ θθ sencossencos ieeie ii −=+= − )
F6(1) = 4/3    exp[ -j2π /3 ]= 4/3 ( cos [2π /3 ] - j sen [2π /3 ]) =
4/3 ( cos [120 o] - j sen [120 o])= 4/3 ( -1/2 - j √3/2 )= - 2(1+√3j)/3

F6(2) = 4/3  exp[ -j4π/3 ]
(4π /3 = 240 graus , assim  pela identidade de Euler:

θθθθ θθ sencossencos ieeie ii −=+= − )
F6(2) = 4/3 ( cos [4π /3 ] - j sen [4π /3 ] ) =



4/3 ( cos [240 o] - j sen [240 o])= 4/3   ( -1/2 - j -√3/2 )= - (1-√3j)/6

Para f7 teremos: F7(u) = 4/3  exp[ -j2π u/3 ] e valores idênticos ao de F6(u)

A transformada de Fourier será definida por esse 12 valores resultantes da multiplicação dos
resultados das linhas e colunas.

A Transformada de Fourier: F(u,v) desta imagem fica:
F(x,y) = { F(0.0)=0,  F(0.1)=0, F(0.2)=0,  F(0.3)=0,
 F(1.0)=(13/4)(- (1+√3j)/3),  F(1.1)=[(-2+j)/4][-(1+√3j)/2],

 F(1.2)=[-1/4][- 2(1+√3j)/3], F(1.3)= [-(2+j)/4][ - 2(1+√3j)/3],
   F(2.0)=0,  F(2.1)=0, F(2.2)=0, F(2.3)=0 }

A parte Real de F(u,v) da imagem são  os valores que não estão sendo multiplicados por j .
A parte Imaginária de F(u,v) são os valores que estão sendo multiplicados por j.

As partes reais e imaginários dos primeiro 4 valores e dos último quatro é nula.

Para os valores da segunda linha há parte real e imaginária.

F(1.0)=(13/4)(- (1+√3j)/3), a parte real é: (-13/12) e a parte Imaginária -13√3/12.

F(1.1)=[(-2+j)/4][-(1+√3j)/2]= )= -(-2+j) (1+√3j)/8= (-1/8) [(-2+j)+( -2√3j-√3)]
(lembre-se que j*j= -1)
Assim a parte real de F(1.1)  é ( 2+√3)/8 e a parte Imaginária (2√3-1)/8

F(1.2)=[-1/4]{- 2(1+√3j)/3], a parte real é: (1/6) e a parte Imaginária √3/6.

O espectro de Fourier será obtido achando-se o módulo de cada um dos valores F(u,v) acima. Isso
é elevando a parte real ao quadrado somando com a parte imaginária elevada ao quadrado de cada
(u,v) e depois extraindo o valor deste número.

Os incrementos em u e v se relacionam com os incrementos em x e y por:

Se no domínio espacial com os incrementos em x e y forem de 0.25= 1/4.  Em u serão 4/M e em v
4/N.  No caso em análise M=4 e N=3. Então:  ∆ u = 1 e ∆ v=  4/3.

Um algoritmo que calculasse o espectro da transformada de Fourier de uma imagem faria:

- Decomposição da imagem por linhas com N valores :
Decomposição da imagem por colunas com M valores :



     Definir os valores u e cada linha
para cada linha calcular

 Armazenar estes valores.
     Definir os valores v e cada coluna

para cada l coluna calcular

 Armazenar estes valores.
Multiplicar os valores correspondentes, Obtendo F

Este algoritmo não é nada otimizado. E muito pode ser feito para melhorar sua performance.
Para maiores detalhes de otimização que levam ao FFT, veja no capítulo 3 de Jae S. Lim "Two
Dimensional Signal and Image Processing", referido em detalhes na página do curso:
www.ic.uff.br/ãconci/Ai.html)

5. O que significa filtros rejeita banda e passa banda? Como você poderia projetá-los no domínio da
freqüência?  Na pagina 267 da livro texto é apresentado a imagem "Arcos da Lapa " e seu gráfico
de |F(u,v)|. Usando um esquema semelhante ao da página 270, diga como poderia descrever os
resultados a serem obtidos por um filtro rejeita banda e outro passa banda? (0.5)

Um filtro rejeita banda não deixará passar sinais que forem de determinado intervalo de
freqüências. ou seja transformará para zero os valores que estiverem dentro de um limite definido.

Um filtro passa banda só deixará passar sinais que forem de determinado intervalo de freqüências.
ou seja transformará para zero os valores que estiverem fora deste limite definido.

No domínio da freqüência são projetados a partir da definição acima. Depois são transformados
para poderem ser aplicados no domínio do espaço. Isso é feito pela seguinte operação, para o
rejeita banda:

Para o passa banda o esquema fica:



6. O que é deconvolução ? Sendo conhecida a natureza da "coisa" de degrada uma imagem, como
podem ser tentadas restaurações baseadas na Transformada de Fourier? O que é Filtro de Wiener?
(0.5)

Deconvolução é um processo que é usado para restaurar imagens. Consiste na divisão, no domínio
de Fourier, ou na Multiplicação pela inversa. É também chamada de filtragem inversa.

Se uma imagem I (x,y) for degradada por um sinal ou por uma função h (x,y), ficando g (x,y):

g (x,y) = I (x,y)* h (x,y)

No domínio de Fourier essa convolução ficará: G(u,v) = F (u,v) H(u,v),

se H(u,v), for a transformada de h (x,y)

A filtragem inversa será:  F (u,v) = F (u,v) H(u,v)/H(u,v) = G(u,v) / H(u,v),

Filtros de Wiener são formas de obter a restauração de imagens usando melhorias desta tecnica.
Para maiores detalhes destes veja no capítulo 9 de Jae S. Lim "Two Dimensional Signal and Image
Processing", referido em detalhes na página do curso: www.ic.uff.br/~aconci/AI.html)

7. Considerando as Identidades de Euler como as transformadas de Fourier e de Cosenos se
relacionam ? (0.5)

Transformadas de Cosenos de uma função I(x) é :

onde:
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tomando uma versão simétrica de I(x) pela sua reflexão em torno de um ponto de simetria. depois
obtendo  a DFT em torno do ponto de simetria de -N a N-1. Esse DCT simetria irá geral apenas
termos reais, ligados ao coseno. Ou seja é DCT pode ser obtida da TDF simetrizando a I e
calculando a DFT em 2N pontos.

8. O que é decomposição Piramidal? (0.5)

Decomposição Piramidal são transformadas onde copias múltiplas da imagem em diferentes
resoluções são formadas. São principalmente usada na transmissão de imagens. Existem diversos
tipos desta decomposição.

9. Na transformada de Wavelet que idéia básica é usada? O que são bases de wavelet? (0.5)

A decomposição em outras formas é a idéia básica é usada na transformada de Wavelet. As formas
usadas para descrever as imagens são as chamadas bases. Seria equivalente a dizer que:  na de
Fourier as bases são as funções senos e cosenos em diversas frequencias, e na de Cosenos a bases é
o conjunto de funções coseno em diversas frequencias.
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