P2 -2025 /2 Aluno: matricula:

1- (4,0) Sabendo que: (1.1) - Se for desejado calcular a integral pelo Método de Simpson entre os limites a e b,
[a,b], particionado em 2n intervalos de tamanho h, essa integral sera aproximada pelo somatério de:

h
3 {yo+4y1 +2y2 +4ys + 2ys + ... + 2yon—2 + 4Yon—1 + You}
onde os indices 0,1,2,3,.....2n ajudam a definir os

limites usados no método para esse somatorio e correspondem aos valores dos pares (Xo=a, Yo), (X1, Y1),(X2, Y2),
w..(Xon=b, y2n) , sendo cada y;=f(x;)

(1.2)- O LIMITE SUPERIOOR do erro pelo Método de Simpson é dado por:
ht - (4)
| Es |< 1550 — a)M; My = max | f7(z) |
onde e f @ é a derivada quarta de f(x).

(1.3)- Se for desejado aproximar a integral de f(X) = x°- x*—3x? +4x de -1 até 9 com precisdo de 10 (isto é algo
que pode nunca ocorrer na realidade, mas € apenas para nesta prova ndo se fazer muitas contas).;

Pede-se: (1.a) Uma explicagdo, com suas palavras de como vocé poderia, usando as equagbes do item (1.2) ter uma
aproximacao de nimero de partes que deve dividir o intervalo de -1 a 9.

(1.b) Considerando esse Numero de partes (divisdes), aproxime a integral pelo Método de Simpson .
(1.c) Calcule o erro obtido com esse niimero de divisGes pelo Método de Simpson (i.e. em relagdo a integral
definida correta deste polindbmio).

AVALIACAO: Resolvendo (1.a) da questdo: O aluno ganha 1,5 pontos : 0,5 pela explicagio com suas palavras e 1,0
pelo calculo correto do numero de partes. Esse segue abaixo.

Primeiro vamos ver qual seria o limite superior do erro do método para essa fungdo : f(X) = X°- X3 =3 x%+4x

Considerando a expressao do limite Maximo erro fornecida no enunciado, em especial que esta precisa de M,.
Calculamos as derivadas, e assim chegamos que a derivada quarta de f(x) é f"(x)=5.4.3.2 x =120 x

E essa tem o grafico de uma reta. Considerando a regido de interesse de -1 a 9 tem-se que o maximo é no extremo
(x)=9 => avaliando a reta neste ponto: f(9)=9.5.4.3.2= 1080 ,

Como M, é igual a esse Maximo, M,= fi"(9)= 9.5.4.3.2 =1080

Agora vamos ao numero de intervalos para o erro Maximo admissivel. Neste método ele deve ser calculado por
algumas iteracdes dos critérios do mesmo. Inicialmente usando a igualdade ao invés da desigualdade na equagdo
dada de E; i.e. no item (1.2) & esquerda, acima, tem-se para E;= 10 = (10%),

10 < h*(9-(-1)) M, /180 = h*(10) (8.5.4.3.2) /180 simplificando
10 =(60)h * logo:
h*=1/6 =>h =0,6389431042462

considerando que h = (b-a)/2n se n fosse um numero real se teria 2n= 10/ h = 15,65, mas 2n deve ser inteiro e par ,
logo se escolhe 2n=16eh = 9-(-1) /16 =10/16 = 0,625

Aproximacgao da integral pelo Método de Simpson .

AVALIACAO: Vale mais 1,5 - O aluno montando uma tabela com os x; e f(x;) ja ganha 0,5 ,



Mais 0,5 por atribuir as multiplicagdes pelo peso corretamente.

Os ultimos 0,5 deste item, pelo calculo correto do somatdrio . Essas separacdo é para ajudar os alunos que nado
finalizaram terem alguma nota neste item.

Solugdo da parte (1.b) Considerando 16 divises e dada inicialmente avaliando f(x) = x* - x*~3 x* +4x nos
pontos tabelados abaixo onde xi-x;.; =0,625

i Xi f(x)= x°- X’=3x*+4x | Peso w; f(xi) wi
0 -1 -7 1 -7
1 -0,375 -1,877 4 -7,50623
2 0,25 0,797852 2 1,595703
3 0,875 1,046112 4 4,184448
4 1,5 3,46875 2 6,9375
5 2,125 28,68802 4 114,7521
6 2,75 124,792 2 249,584
7 3,375 378,7787 4 1515,115
8 4 928 2 1856
9 4,625 1971,606 4 7886,424
10 5,25 3781,989 2 7563,979
11 5,875 6716,228 4 26864,91
12 6,5 11227,53 2 22455,06
13 7,125 17876,68 4 71506,73
14 7,75 27343,48 2 54686,97
15 8,375 40438,2 4 161752,8
16 9 58113 1 58113
Tabela 1 > 414563,5

Multiplicando por h/3 = 0,625/3=0,208333 tem-se 414563,5 x 0,208333=86367,4 ou 86.367,4

OBSERVACAO: Como obviamente com h menores, o erro deve ser ainda menor, se aceita h mais simples de calcular x
e outros 2n, como por exemplo 20 (que € par) e pode ser usado no Método de Simpson fornecendo um
h=10/20=0,5

A Solucdo da parte (1.b) Considerando 20 divisGes, uma aproximacao da integral pelo Método de Simpson sera dada
depois das avaliagdes dos diversos valores de X; para esse incremento de Xp=-1a X,=9 de f(X) = X% - X3 =3 x%+ 4x
(‘terceira coluna da tabela seguinte)



i| x | fx)= x°- xX*~3x°+4x | Pesow; | f(x) w
0| 1 -7 1
-2,65625 4
11]-05
0 2
2 0
1,15625 4
3105
4 1 1 2
3,4687 4
5115
6 2 20 2
7 | 2.5 4
8 3 2
9 | 3.5 4
10| 4 928 2
11| 4.5 4
12 5 2945 2
13| 55 4
14 6 2
15| 6.5 4
16| 7 2
17 | 7.5 4
18| 8 2
19 | 8,5 4
20| 9 58113 1
Tabela 2 soma

(1.c) AVALIACAO: Vale mais 1,0 -

Erro obtido com o niimero de divisoes usado pelo Método de Simpson

Analiticamente essa f(x) = x*- xX*—3x? + 4x tem integral

F(X) = (1/6)x° — (1/4) x* = x* + 2X*

Substituido os limites b=9 e a=-1

Aintegral fica 86363,67 (Aluno recebe 0,5 pela integral correta)

Enquanto que por Simpson para as 16 divisOes tem-se: 86367,4

Logo o erro de cada aluno serd o modulo da diferenca entre o somatério de SIMPSON e o valor acima :

Para as 16 divisdes tem-se: |86367,4 - 86363,67|=|-3,72583| = 3,72583 (Aluno recebe 0,5 pelo erro correto)

2- (3,0) Considerando o polindmio interpolador de Lagrange e a ordem da funcéo inicial a ser integrada na equacao
anterior. (2.a) Diga quantos pontos vocé precisaria ter usado para aproxima-la por um polindmio de mesmo grau.
(2.b) Escolha (na sua tabela da questdo anterior) esse nimero de pontos e essas avaliagdes ja feitas de f(x) para



aproximar a funcdo da questdo 1 por Lagrange. (2.c) Escolha 2 outros pontos quaisquer da sua tabela, e calcule o
erro dentre esses pontos aproximados por Lagrange e os originais usando a funcdo f(x) dada . Qual o erro médio
obtido na aproximacédo considerando esses pontos?.

A f(x) = X°- x*—3x*+4x édo grau 5, logo precisa de 6 pontos para ser interpolada por Lagrande.
Quaisquer 6 pontos ja avaliados na questdo 1 podem ser escolhidos para serem usados a montagem do polinémio.

Mas para fazer uma interpolagado os pontos devem estar no interior do intervalo de interesse e o cobrir de forma
mais igualmente espagada possivel para nao ter oscilagdes desnecessarios e diminuir o efeito de Runge.

Assim os pontos distantes de 1,25 (valores pares na tabela anterior) seriam uma boa escolha. Eles fora deixados em
amarelo na tabela que segue.

i X; fx) = X - X°—3x% +4x
0 -1 -7

1 0,25 0,797852

2 1,5 3,46875

3 2,75 124,792

4 4 928

5 5,25 3781,989

6 6,5 11227,53

7 7,75 27343,48

8 9 58113

Tabela 3
Mas desta forma a tabela ficou com 9 pontos e interpolara um polindbmio de grau n=8.

Para se ter um polin6mio do grau n=5 teriam que sair ainda 3 pontos. Para nada mais ser calculado, e se aproveitar
os calculos da questdo 1, quaisquer 3 dos valores tabelados em verde podem ser eliminados.

No entanto como os valores crescem com X, 0 mais adequado seria deixar os valores maiores, por exemplo x=7,75

(xr —x ) x —x5)-.(x — x,)

L,(x) =
Agora se avalia (o = x)(¥o = %2)---(¥o = x.)

Depois se avalia os Li (x), trocando na expressdo dada o 0 por cada um dos i, e usando os indices adequadamente
até n=5, ou seja deve-se substituir os x; das tabelas por

(—x)(x—x) (x-x)(x-x,) (x—x5)

L -
0 (%) (6, =) (% = %,) (% =)0 —%,) (% — %) L3
Lo GG R Gox)
(= x)(x = x,) (x5 = x5)(x —x,) (%, = X5)
L,(x)= (r=X%)(x—x) G—x%)x—-x) (x-xg Ly

(xz _x())(xz _x1) (xz —X )(xz ~x4) (xz _xs) neEes



incluindo-se os valores dos (x;) escolhidos pelos alunos, se tem cada um dos Li(x), i=0,1,2,3,4,5
cada um deles um polindmio de grau 5 em x, pois x aparece em todos 0os 5 mondmios do numerador de cada um .
Usando agora cada um dos y;=f{x;), correspondentes aos x; da tabela usada pelo aluno.

Obtém-se o p(x) =y, Lo +y: L1 + Y, L+ ys L3+ y, Ly + Y5 Ls que depois de simplificacBes serd, a menos de erros de
arredondamento igual afung¢do da questdo 1.

Também para quaisquer 2 outros pontos (x;) da "sua tabela" que o aluno escolher o erro dentre esses pontos
aproximados por Lagrange e os originais usando a fungdo f(x;) = y; deve ser zero ou muito préximos, de modo que a
média obtida também deve ser zero ou isso com alguma aproximacao.

Ainda valores muito quebrados dardao mais trabalho ao digitar os nimeros. Assim, se fossem escolhidos os
numeros avaliados com 20 pontos as contas ficariam mais faceis. Ou alternativamente se escolhidos alguns menos
quebrados como os indicados na tabela abaixo, obtidos eliminando algumas linhas da anterior.

i X; f(x) = X - X°—3 X +4x
0 -1 -7

1 0,25 0,797852

2 1,5 3,46875

3 2,75 124,792

4 4 928

5 5,25 3781,989

6 9 58113

tabela 4

nesta tabela a distancia entre os pontos é 1,25, até o i=5, mas depois tem uma distancia de 9-5,25=3,75 . Também
foram usados 7 pontos, o que fara o polindmio ser do grau 7. Melhor usar exatamente o grau do polinomio a ser
aproximado, quando esse for conhecido. Para evitar efeitos de Runge.

Ent3o essa escolha ndo é boa.

Continuando a solugao, depois de calcular 5 L;, 0 aluno usa os f(x;) = y; correspondentes para montar o polinémio
aproximado do dado por Lagrange. Usando:

p(x)=yolo+yiLi+y Lt ysLs+y,La+ysLs

Para acabar de responder o item ( 2.c), deve escolher 2 outros pontos quaisquer da sua tabela, e calcular o erro
dentre esses pontos aproximados por Lagrange e os originais usando a funcdo f(x). O o erro médio obtido na
aproximacao sera a media entre eles (Se o grau do polindémio foi usado corretamente, isso é se foi usado n=5, espera-
se que a menos de erros de aproximacao esse seja zero!) .



Critério de avaliagdo- O aluno deve fazer todas as etapas, ou Explicar o porque da solucdo apresentada.

Cada erro ou falta de explicacdo tem menos 0,5

3- (3,0) Considere o sistema de equacdes formado pela reta y=x+1 e pela parabola y=4x>. (3.a) Através da atribu-
icdo de alguns pontos destas equacdes, faca um esbogo das duas no mesmo sistema de eixos (X,Y) .

Depois diga: (3,b) Como seriam os passos da busca pelos pontos de interse¢do entre a reta e a parabola pelo
método de Newton-Raphson. (Como a solucdo é muito dependente do ponto inicial do sistema iterativo
responda, fazendo pelo menos algumas iteracdes) (3.c) o sistema nao linear converge para uma das raizes se o
“chute” for x=y=1/2? E se for (3.d) x=y=0?

A_l_[a b]“_ 1 [d—b]_ 1 [d—b}
Cle d]  det(A)|-c a] ad-be[-c a

(3.1) a aplicacdo do método de Newton-Raphson em sistemas de equacdes é uma generalizacdo do método para

f(x)

f'(x)

uma equagado que pode ser escrito como: desde que seja lembrado que o Jaconiano (as

Para isso vale lembrar que:

X1 = X

derivadas parciais das funcdes) substitui f'na equacdo acima.

Solugdo- (3.a) Pontos da reta: y=x+1

X -1 0 1

Pontos da parabola y=4x"

X -1 0 1
y 4 0 4
esbogo

[
I »

Para esse sistema, até é simples se obter a solugdo. Igualando expressdes em y:




1+,/12-4.4.(-1)

x+1 =4x> ou 4x*-x-1=0 ou pela férmula de Bhaskara , a solucdo serd : x = "

x=1/8(1+4,123) ou x=1/8(1-4,123) => x1=0,64 ou x2 =-0,3904

1417 .
=>x ==—-— ouseja:

Com esses valores de x 0s y s30: => para x1=0,64, yl=x1+1=1,64 ouyl=4x12=4(0,64)*= 1,64
x2 =-0,3904 tem-sey2 =1-0,3904 =0,61 ey2 =4x2°=4 (-0,3904 )2 =0,6096=0,61

Assim as intersegGes analiticas sioem : (0,64 ; 1,64) e (-0,39; 0,61)

Avaliagdo no item (3.a) apenas fornecer alguns pontos e fazer o esboco o aluno recebe 0,5
Solugao- (3.b)

(3,b) Numericamente os passos da busca pelos pontos de intersegdo faz:

1- montar o sistema de equacdes dadas como Implicito F(x)=( y-4x*=0

y-x-1=0

2- calcular o Jacobiano J (x,y) =

-8x 1

-1 1

Ainversa deste Jacobiano, pelas expressdes dadas na prova sera (essa inversao é obtativa, o luno pode resolver por
incremento dos x sem inverter a matriz) :

det (J) = 1-8x 1/det(J) x [ 1
1 -8x

3- Montar o sistema iterativo para cada (x;V;).

4- Solucionar o sistema . Aqui o aluno pode inverter o Jacobiano, isto é calcular (J(x;, yi))* ou usar a férmula com ele
para o outro lado da equagdo multiplicada pelo incremento em (x;,y;) = A:

J(%0)A = - F(xo) => a partir dos chutes iniciais sugeridos até o valor do Vetor incremento A ser muito pequeno, ou a
te que a diferenca entre os (x;)= (x;, y;) ser muito pequena. ou seja (x;, Vi) - (Xi1, Vi1) <tolerancia

Avaliacdo no item (3.b). Depende de como o aluno explicou e quanto completo foi, ganha mais 0,5 na questao
Solugao- (3.c)

Avaliagdo no item (3.c). Como foi pedido na questdo algumas iteracGes para os valores iniciais se espera que o0s
alunos considerem ambos os chutes sugeridos cada 1 valendo (1.0):

Para os xo=( 1/2 ; 1/2),

Jacobiano avaliado em (x,) fica e F(xo) fica

411 -1/2
1)1 -1




0 aluno pode inverter o J(xy) , que resulta na matriz J*(x,) , ou usar a férmula com ele para o outro lado da
equacao.

A inversa desta matriz quando x=y=1/2 ¢’

1/3 | -1/3
1/3 | -4/3
apresentada acima. E neste caso o préximo x; fica

X1-Xo+ 17 (Xo) F(xo)

1/2 1/3 | -1/3 -1/2 1/2 1/6 | = | 4/6=0,67

1/2 | +1/3]-43|*|-1 |=]1/2]|+]|7/6]|=]10/6=1,67

parece se aproximar da raiz analitica (0,64 ; 1,64) , isso é de (0,5 ;0,5) foi para (0,67 ; 1,67)

Fazendo mais uma iteragdo: X,-x;+J7(xs) F(x;) det (J)=1-8x =-13/3

4/6 1(-1 -1/9 4/6 8/9 0,64

10/6 | -3/13 |1 |-16/3 | *|-1 |=|10/6|-3/13|47/9 | =| 1,64

Ja para o que ndo inverteram. A formula sem inverter resulta em:
J(X)A = - F(xo) =>Ay - Ax=-1
4Ay - Ax=-1/2
resolvendo o sistema acima se tem Ax=7/6 e Ay=1/6
(Substituindo (4) em (3)) Az+ 8Az =-1 =>9Az=-1=>Az=-1/9 =>em (4) Ay =-1/18
20k +4 Ay =1=>-Ax-2.1/18 =1/2 =>Ax=-1/2-1/9=(-9-2)/18 =-11/18=-0,611111
Vetor incremento A =[-11/18 -1/18 -1/9]"

OuA=[-6,1111 -0,0555 -0,1111]"

Solugao- (3.d)

Avaliacdo no item (3.d). Como foi pedido na questdo algumas iteracGes para os valores iniciais se espera que os
alunos considerem para o chute sugerido pelo menos 2 iteragées . A questdo vale (1.0):

Para os xo=(0; 0),

Jacobiano avaliado em (x,) fica e F(xo) fica
0 |1 0
101 -1

Ainversa desta matriz quando x=y=0¢e’ det(J)=1

1(-1
110
E neste caso o préximo x; fica : X1 - Xo+ J 7 (Xo) F(Xo)




0 1)-1 0 0 1|1=|1

O|+|1]|0 |*|-1|=|0|+|0|=|0

e ndo parece estar se aproximando de nenhuma das raizes. (0,64 ;1,64) e (-0,39; 0,61).
Mas continuando:

Paraosx;=(1;0),

Jacobiano avaliado em (x;) fica e F(x;) fica
81 -4
111 -2

Ainversa desta matriz quando x=1 y=0¢e’ det (J) = 1

1]-1
1]-8
E neste caso o proximo x; fica : X, -x; + 1Y(xq) F(x1)

1 1]-1 -4 -2 1]=]11

O|+|1|-8|*|-2|=|12|+|0|=]12

esta divergindo!!
Ja para o que ndo inverteram. Para os xo=( 0 ; 0),
A formula sem inverter resulta em:
J(Xo)A =-F(xo) =>Ay-Ax=0
Ay + 8Ax= -4
resolvendo o sistema acima se tem Ax= Ay = 4/9
(Substituindo em (0; 0)) =>4/9; 4/9 =>0,4444 ;0,4444

nao é possivel dizer se esta se aproximando de uma das raizes (0,64 ; 1,64) e (-0,39 ; sem
fazer mais uma iteragao

Critério de avaliagdo da questdo 3 - soma-se todos os pontos obtidos pelo aluno



