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/7 Propriedades e
Reconhecimento das LLC

¢ AClassedas LLC

* mais geral que a das Regulares

* mas ainda é relativamente restrita



¢ Facil definir linguagens que nao sao LLC

* Palavra duplicada
« {ww | w é palavra sobre { a,b } }
% analogia com questdes similares de linguagens de programacao
« exemplo: declaracao de uma variavel antes do seu uso

* Triplo balanceamento
« {a"b"c" | n=0}
« importante limitacao das LLC
« (propositalmente) incomum nas linguagens de programacao
+ se—entao-senao € uma estrutura deste tipo? Exercicio

e usando Autémato com Pilha
« facil intuir por que ndo sao LLC
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¢ Assim
* como determinar se uma linguagem é LLC?

» ¢ fechada para operacgoes
% UNiao?
« intersecgao?
% concatenacao?
% complemento?

* como verificar se uma linguagem livre do contexto &
+ infinita
« finita (ou até mesmo vazia)?
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¢ Algumas questoes ndo possuem solucao
computacional

* ndo existe algoritmo capaz de
« analisar duas LLC quaisquer
% concluir se sao iguais ou diferentes

+ Uma palavra pertence ou nao a uma linguagem ?
* uma das principais questoes relacionadas com LF
¢ Algoritmos de reconhecimento

* validos para qualquer linguagem da classe
* importante: quantidade de recursos que o algoritmo necessita
+ tempo & espaco
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¢ Algoritmos construidos a partir de uma GLC

* Autdomato com Pilha Descendente
* Algoritmo de Cocke-Younger-Kasami
* Algoritmo de Early

¢ Reconhecedores que usam automato com pilha

* muito simples

* em geral, ineficientes

* tempo de processamento € proporcional a 4
+ W palavra de entrada
+ k depende do autdmato
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¢ Existem algoritmos mais eficientes

* N30 baseados em AP
+ tempo de processamento proporcional a |W | 3
+ até menos

e tempo proporcional a |w | 3: nao é provado
+ Se € efetivamente necessario
% para que um algoritmo genérico reconhecga LLC
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7.1 Propriedades das LLC
7.1.1 Investigacaose e LLC

¢ Para mostrar que é LLC

* expressa-la usando os formalismos livre do contexto
% Gramatica Livre do Contexto
x Autdbmato com Pilha

¢ Demonstracao de que naoé LLC

* realizada caso a caso
* _ema do Bombeamento para as LLC
+ Util no estudo das propriedades
+ pode ser usado para verificar se nao € LLC
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Teorema: Bombeamento paraas LLC
Se L éuma LLC, entao

* existe uma constante n tal que
* para qualquer palavra w&L onde |w| =n,
* W pode ser definida comow=uUXxVYyZz
« | xvy| =n,
« | Xy| =1
e paratodoi=0,ux'vy'z é palavra de L

Prova:

Uma maneira € usando gramaticas na Forma Normal de Chomsky

* se a gramatica possui s variaveis
e pode-se assumir que n = 2°
e prova nao sera detalhada
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¢ Paraw=uxvyztal que |xy|=1

* X OU Y pode ser a palavra vazia (mas nao ambas)

resulta em bombeamentos ndo balanceados
« linguagens regulares

* duplo bombeamento balanceado
« importante caracteristica das LLC

“duplo balanceamento™ { a"b" | n=0}

* “palavra e sua reversa”: { ww" | w pertence a {a, b }* }
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¢ Conclusoes a partir dos lemas do bombeamento

* regulares sao capazes de expressar
% apenas bombeamentos
% sem qualquer balanceamento

* livres do contexto sao capazes de expressar
% bombeamentos balanceados
+ dois a dois

* livres do contexto ndo sao capazes de expressar
+ triplo bombeamento balanceado
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Exp: Triplo Balanceamento -L={a"b"c" | n=0}

Prova por absurdo. Suponha que L é LLC

Entdo existe uma gramatica na Forma Normal de Chomsky G
* com S variaveis
e gera palavras ndo-vazias de L
e sejamr=2ew=a"b"c’

Pelo bombeamento, w pode ser definida comow=uxvyz
o [xvy|=r
o |xy|=1
e paratodoi=0, ux'vy'z é palavra de L

Absurdolll.

* Por que?
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De fato, como |xvy| =r
* nao € possivel supor que xy possui simbolos a e C

* quaisquer ocorréncias de ae C
+ estdo separadas por, pelo menos, r ocorréncias de b

e XY jamais possuira ocorréncias de a, b e ¢ simultaneamente
+ aplicagcao do bombeamento
+ pode desbalancear as ocorréncias de a, b e c
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7.1.2 Operacoes Fechadas sobre as LLC

¢ Operacoes sobre linguagens podem ser usadas para

e construir novas linguagens
+ a partir de linguagens conhecidas
+ definindo-se uma algebra

* provar propriedades
e construir algoritmos

¢ Classedas LLC

e Uniao

e concatenacao
* interseccao X

e complemento X
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Teorema: Operacoes Fechadas sobre LLC

* Uniao
* Concatenacao

Prova:

Uniéo: (direta) AP + nao-determinismo (GLC: )
Suponha L1 e Ly, LLC. Entao, existem AP

M1=(21,Q1,81,90:,F1, V1) e M2=(22,Q2,82,q0, F2,V2)
tais que ACEITA(M7) =L1 e ACEITA(M>) =L,
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Seja M3 (suponhaque Q1 NQ2N{gp}=FeViNVy=0)

M3=(Z1UZ2,Q1UQ2U{qo},83,00,F1 UF2, V1 UV?2)

(6,9 [ "
Yol
(e, &, ) k e

Claramente, M3 reconhece L1 U L>
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Concatenacégo: (direta) GLC (AP: )
Suponha L1 e Ly, LLC. Entao, existem GLC
G1=(V1,T1,P1,S1) e G2=(V2,T2,P2,S2)
tais que GERA(G1) =L1 e GERA(G,) =L>
Seja G3 (suponha que V1 NVoN{S}=09)
G3=(V1UVoU{S}, T1UT2,PfUPU{S—=S51S,},S)
Claramente qualquer palavra gerada por G3 tera, como

* prefixo, uma palavra de L
* sufixo, uma palavra de L»

Logo, L1 L> é LLC
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¢ Teorema a seguir mostra que a Classe das LLC nao é
fechada para

* interseccao
* complemento

¢ Aparentemente, uma contradicao

e foi verificado que, se L é LLC
+ existe AP M tal que ACEITA(M) =L e REJEITA(M) = ~L
« rejeita qualquer palavra que nao pertencga a L

* teorema a seguir
+ se L éLLC

+ nao se pode afirmar que ~L também é LLC
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¢ Assim

* ¢ possivel um AP rejeitar o complemento de uma LLC
* embora nem sempre seja possivel aceitar o complemento

¢ Explicacao intuitiva: AP
* aceita se pelo menos um dos caminhos alternativos aceita

p aceita

rejeita
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¢ Inversao de aceita/rejeita

* situacao continua sendo de aceitagao

P rejeita

aceita
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Teorema: Operacoes Nao-Fechadas sobre Linguagens
Livres do Contexto

* |Interseccao
 Complemento

Prova:

Interseccgéo: (direta) contra-exemplo
Sejam LLC

L1={a""c" | n=0em=0} e Lx={a™"c"|n=0em=0}
Intersecg¢do de L1 com Ly, ndo é LLC

L3={a"b"c" | n=0}
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Complemento: (direta) Consequéncia direta (por qué?)

Interseccao pode ser representada em termos da uniao e do
complemento

Classe das LLC nao é fechada para a operacao de interseccgao

* como € fechada para a uniao
* n3o se pode afirmar que € fechada para o complemento
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7.1.3 Investigacao se e Vazia, Finita ou Infinita

Teorema: LLC Vazia, Finita ou Infinita

Prova: Suponha L LLC

Vazia: (direta)
SejaG=(V,T,P,S), GLC tal que GERA(G) =L
Seja Gg = (Vs), Tsy, Ps), S)

e equivalente a G
e excluindo os simbolos inuteis

Se Pg for vazio, entdo L é vazia
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Finita e Infinita: (direta)

SejaG=(V,T,P,S) GLC tal que GERA(G) =L

Seja Gene = (VENG, TENG, PENG, S) equivalente na FN de Chomsky
Se existe A variavel tal que

« A—BC A no lado esquerdo
e X—=YAou X—=AY A no lado direito
e existe um cicloem A

A=ToAB

* A é capaz de gerar palavras de qualquer tamanho
e | éinfinita

Caso nao exista tal A, entao L é finita
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7.2 Algoritmos de Reconhecimento

¢ Podem ser classificados como

* Jop-Down ou Preditivo
% constroi uma arvore de derivacao
« @ partir da raiz (simbolo inicial da gramatica)
% com ramos em direcao as folhas (terminais)

» Bottom-Up
% oposto do fop-down
« parte das folhas
« construindo a arvore de derivagcao em direcao a raiz
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7.2.1 Automato com Pilha como Reconhecedor

¢ Reconhecedores usando AP
* construcao relativamente simples e imediata
* relacao quase direta entre producoes e as transicoes do AP

* algoritmos
+ top-down
% simula derivacao mais a esquerda
% nao-determinismo: producgOes alternativas da gramatica
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¢ Foi visto que qq LLC pode ser especificada por um AP

* a partir de uma Gramatica na Forma Normal de Greibach
« cada producao gera exatamente um terminal
« geragdo de w: |w | etapas de derivagao

* cada variavel: pode ter diversas producdes associadas
+ AP testa as diversas alternativas
+ numero de passos para reconhecer w: proporcional a k W]
+ aproximacao de k: metade da média de produgdes das variaveis

e portanto, o AP construido
« tempo de reconhecimento proporcional ao expoente em |w |
« pode ser muito ineficiente para entradas mais longas
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¢ Automato com Pilha Descendente
* forma alternativa de construir AP

* igualmente simples e com o mesmo nivel de eficiéncia
+ a partir de uma GLC sem recursao a esquerda
% Simula a derivacao mais a esquerda

e algoritmo
+ Iniclalmente, empilha o simbolo inicial
« topo = variavel: substitui, (hdo-determinismo), por todas as
producdes da variavel
« topo = terminal: testa se € igual ao proximo simbolo da entrada
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Def: Algoritmo: Autéomato com Pilha Descendente
GLCG=(V,T,P,S), sem recursdo a esquerda

M=(T,{do,d1,9¢} 8,q0,{as}, VUT)
* 8(00,&,¢8)=1{(q1,5) }

*8(q1,¢,A)={(01,0) | A=a€EP} A deV
*d(q1,a,a)=1{(q1,¢) } adeT
*38(01,7,?7)={(qf,¢) }

aOmmn O
(e, A1, a1) . (g, Ay, o)
(a1, a1, €) ... (ay, ay, &)
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Exp: AP Descendente: Duplo Balanceamento
L={a"b" | n=1}

e G=({S},{a,b},P,S) GLC sem recursdo a esquerda
eP={S—aSbh|ab}

Autémato com pilha descendente

M=({a,b},{d0,91,9},8,00,1as}, {S,a,b})

(e, S, aSb), (g, S, ab)
(a, a, ¢), (b, b, €)
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7.1.2 Algoritmo de Cocke-Younger-Kasami

¢ Algoritmo de Cocke-Younger-Kasami

* desenvolvido independentemente por J. Cocke, D. H. Youngere T.
Kasami, em 1965

* a partir de uma GLC na Forma Normal de Chomsky
% gera botfom-up todas as arvores de derivacao da entrada w
« tempo de processamento proporcional a | w | 3

* idéia basica
+ tabela triangular de derivagcao
« celula: raizes que podem gerar a correspondente sub-arvore

Linguagens Formais e Autématos - P. Blauth Menezes 40



Def: Algoritmo de Cocke-Younger-Kasami ou CYK

e G=(V,T,P,S) GLC na Forma Normal de Chomsky
e W=aiday...an entrada V. células da tabela

conjunto de raizes para as

et Arvores de derivagio da
subpalavra ap...an

ai az Emn an
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Etapa 1: variaveis que geram diretamente terminais (A — a)

para I variando de 1 até n
faca Vi ={A|A—=a P}

Etapa 2: produgbes que geram duas variaveis (A— BC)

para S variando de 2 até n
faca para [ variando de 1 até n-s + 1
faca V=0
para Kk variando de 1 até s - 1
faca V=V, U{A| A—-BCeP, BeV,
e C € V(rsk) (s }

e limite de iteracdo parar é (n-s+ 1): a tabela é triangular
* Vi € V(rik) (s SA0 as raizes das sub-arvores de Vy,
* célula vazia: nao gera qualquer sub-arvore
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Etapa 3: condicao de aceitacdo da entrada.

e simbolo inicial pertence a V1, (raiz de toda palavra)
+ aceita
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Exp: Algoritmo de Cocke-Younger-Kasami

*G=({S,A},{a,b},P,9)
e P={S—AA|AS|b,A=>SA|AS|a}

S A = Como S é raiz da arvore de derivacao,
) . .
a entrada é aceita

SA | SA

SA| S [ SA

S,A A S S,A
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7.1.3 Algoritmo de Early
¢ Algoritmo de Early

* desenvolvido em 1968
* possivelmente o mais rapido algoritmo para LLC

* tempo de processamento proporcional a
« em geral: |w|3
+ gramaticas nao-ambiguas: |w |?
+ muitas gramaticas de interesse pratico: |w |
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¢ Algoritmo top-down
* a partir de uma GLC sem producoes vazias
* parte do simbolo inicial
» executa sempre a derivacao mais a esquerda

* cada ciclo gera um terminal
% comparado com o simbolo da entrada
% SUCesSSso -> construgao do conjunto de producoes que,
potencialmente, pode gerar o proximo simbolo
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Def: Algoritmo de Early
e G=(V,T,P,S) GLC sem producodes vazias
* W=a1a»...an palavra a ser verificada

* marcador "¢”
% antecedendo a posicao, em cada producgao, que sera analisada
+ na tentativa de gerar o proximo simbolo terminal

* sufixo "/u" adicionado a cada producéo
# Indica 0 U-esimo ciclo em que passou a ser considerada
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Etapa 1: construcdo de Dp: primeiro conjunto de produgdes
e producoes que partem de S (1)

e producoes que podem ser aplicadas (2)
+ em sucessivas derivacdes mais a esquerda (a partir de S)

Do = O

para toda S—a €P (1)
faca Dg=DgU {S — ¢a/0 }

repita para toda A — *Bp/0 € Dg (2)

faca para toda B — ¢ P
faca Dg=Dp U { B — «¢/0 }

atéque o cardinal de Dp ndo aumente
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Etapa 2: construgcdo dos demais conjuntos de producéao
* n= |w| conjuntos de produgéo a partir de Dg
e ao gerar ar, constréi D,: producdes que podem gerar ar. 1

para I variando de 1 até n (1)
faca D, = J;
para toda A — acarf/s € Dy (2)
faca Dy =D U { A — aarp/s };
repita
para toda A — a°Bp/s € Dy (3)

faca para toda B —= ¢ € P
faca D = Dy U { B — <¢/r }
para toda A — a¢/s de D, (4)
faca para toda B — pBeA¢/k € Dg
faca Dy =D U { B = BA<¢p/k }
atéque o cardinal de D, ndo aumente
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(1) cada ciclo gera um conjunto de producdes Dy
(2) gera o simbolo ay
(3) producdes que podem derivar o proximo simbolo

(4) uma subpalavra de w foi reduzida a variavel A
« inclui em D, todas as producgdes de Ds que referenciaram °A;
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Etapa 3: condicao de aceitacao da entrada.

e uma producgao da forma S — o.*/0 pertence a Dp
+ W foi aceita

e S— 0°/0 é uma producédo que
+ parte do simbolo inicial S
+ foi incluida em Dg ("/0")
+ todo o lado direito da producao foi analisado com sucesso
« ("*" esta no final de o)
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¢ Otimizacao do Algoritmo de Early

* ciclos repita-até
« podem ser restritos exclusivamente as produgdes recentemente
incluidas em D, ou em D ainda ndo-analisadas.
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Exp: Algoritmo de Early: Expressao Simples
"Expressao simples” da linguagem Pascal

* G=({ E7T1F}7{+7*7 [,],X}7P!E)’ naqual'
e P={E—T|E+T,T—F | T+F,F = [E] | x}

Reconhecimento da palavra xs*x

Do:
e E—=T/0 producdes que partem
e F— ¢F+T/0 do simbolo inicial
e T—eF/0 producoes que podem ser aplicadas
e T—oT%F/0 em derivacao mais a esquerda
e F—<[E]/0 a partir do simbolo inicial
e F—x/0
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D1: reconhecimento de x em XX

e F—=xe/0 x foi reduzido a F
e T—=Fe/0 inclui todas as producdes de D que
e T—=TexF/0 referenciaram ¢F direta ou indiretamente
e E—-Te/0 movendo o marcador "e"
e E—=Ee+T/0 um simbolo para a direita

D>: reconhecimento de * em XX

e T—TxF/0 gerou *; 0 proximo sera gerado por F
e F—>e[E]/2 inclui todas as produgdes de P que
o F—ex/2 podem gerar o proximo terminal a partir de Fe
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D3: reconhecimento de x em x#Xx

e F—=xe/2 x foi reduzido a F
e T —=TxFe/0 incluido de D (pois F — x*/2); entrada reduzida a T
e E—T¢/0 incluido de Dg (pois T — T*F¢/0); entrada reduzida a E
e T—=TexF/0 incluido de Dg (pois T — T#Fe/0)
e E—-Ee+T/0 incluido de Dg (pois E — T*/0)

Como w = xxx foi reduzida a E e como E — T+/0 pertence a D3

e entrada aceita
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Linguagens Formais e Automatos
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Introducao e Conceitos Basicos
Linguagens e Gramaticas

Linguagens Regulares

Propriedades das Linguagens Regulares
Autémato Finito com Saida

Linguagens Livres do Contexto

Propriedades e Reconhecimento das Linguagens
Livres do Contexto

8 Linguagens Recursivamente Enumeraveis e
Sensiveis ao Contexto

9 Hierarquia de Classes e Linguagens e Conclusoes

NOoO Ok, ODN -
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