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6 Linguagens Livres do Contexto

¢ Estudo da Classe das Linguagens Livres do Contexto
ou Tipo 2 é de fundamental importancia

* universo mais amplo de linguagens comparativamente com as LR
* trata, adequadamente, questoes tipicas de linguagens de
programacao
% parénteses balanceados
% construcoes bloco-estruturadas, etc.

¢ Algoritmos reconhecedores e geradores

* relativamente simples
* eficiéncia razoavel
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¢ Aplicacoes tipicas

* centradas em linguagens artificiais
% em especial, nas linguagens de programacao

* analisadores sintaticos
* tradutores de linguagens
* processadores de texto em geral

¢ Hierarquia de Chomsky

* Classe das Linguagens Livres do Contexto
* contem propriamente a Classe das Linguagens Regulares

¢ Entretanto, € uma classe relativamente restrita

* facil definir linguagens que nao pertencem a esta classe
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¢ Abordagens

* Gramatica Livre do Contexto (axiomatico ou gerador)
« restricoes na forma das regras de produgao
« mais livre que na gramatica regular

* Autdbmato com Pilha (operacional ou reconhecedor)
+ analogo ao autdmato finito nao-deterministico
« adicionalmente: memaria auxiliar tipo pilha
« pode ser lida ou gravada

Linguagens Formais e Autématos - P. Blauth Menezes 7



¢ Relativamente as GLC

e Arvore de derivacao
« representa a derivacao de uma palavra na forma de arvore
+ parte do simbolo inicial como a raiz
« termina em simbolos terminais como folhas

* Gramatica Ambigua
+ pelo menos uma palavra com duas ou mais arvores de
derivacao

e Simplificacao de Gramatica (producoes)
% sem reduzir o poder de geracao

* Forma Normal: restricoes rigidas na forma das producdes
% sem reduzir o poder de geragao da gramatica
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¢ Automato com pilha construido a partir de uma GLC

* construcao de um reconhecedor a partir de sua gramatica
% simples e imediata

» estrutura de pilha é suficiente como unica memoria
+ pode ser reconhecida por automato com pilha com um estado
+ estados nao sao necessarios para "memorizar" o passado
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6.1 Gramatica Livre do Contexto

Def: Gramatica Livre do Contexto (GLC)
G=(V,T,P,S)

qualquer regra de producao € da forma
A—a

e A évariavel de V lado esquerdo = uma variavel
e aépalavrade (VUT)*
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Def: Linguagem Livre do Contexto (LLC) ou Tipo 2

Linguagem gerada pela gramatica livre do contexto G

GERA(G) = {wET* | S=*w}

¢ Portanto, é livre do contexto

e qualquer linguagem regular
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¢ Relacao entre as classes de linguagens estudadas

4 )

Universo de Todas as Linguagens

4 )

Linguagens Livre do Contexto

4 )

Linguagens Regulares

& J
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¢ "Livre do contexto™ ?7??
* mais geral classe de linguagens cuja producdo é da forma A — a.

* em uma derivacao, a variavel A deriva o
«+ sem depender ("livre") de qualquer analise
+ dos simbolos que antecedem ou sucedem A (o "contexto")
# na palavra que esta sendo derivada

Linguagens Formais e Autématos - P. Blauth Menezes 14



Exp: GLC: Duplo Balanceamento
Li={a"b" | n=0}
Gr=({S},{a,b},P1,9)

+P1={S—>aSb|S—¢}
« GERA(G7) =L

Derivacdo da palavra aabb

S = aSb = aaSbb = aacbb = aabb
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¢ Importante: Duplo Balanceamento

* analogia com estruturas de duplo balanceamento
%+ em linguagens de programacao

* linguagens bloco-estruturadas
+ begin" end" e similares

* linguagens com parénteses balanceados
()"
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Exp: GLC: Expressoes Aritméticas
> - expressodes aritméticas com colchetes balanceados, dois
operadores e um operando

Go=({E} {+ ][ ], x},P2,E)
e Pp={E—E+E | ExE | [E] | x}
Derivacao da expressdo [ x+x]#x
E= ExE = [E]+*E = [E+E]*E = [X+E]*E = [ Xx+Xx]*E = [x+x]*X

* existe outra sequéncia de derivacao? Quantas?
e quais producoes controlam o duplo balanceamento de parénteses?
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Obs: BNF: Backus Naur Form

Maneira usual de representar uma GLC

* variaveis
+ palavras delimitadas pelos simbolos ( € )

* terminais
% palavras nao-delimitadas

e representacdo de uma regra de producdo A — o

A= q
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Exp: BNF: Identificador em Pascal
A variavel (identificador) é o simbolo inicial

e (identificador) ::=
(letra) | (identificador)letra) | (identificador){digito)

e (letray z=a|b|...|z

e (digito) :=0|1]...]9
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6.2 Arvore de Derivacao

¢ Derivacao de palavras na forma de arvore
* partindo do simbolo inicial como a raiz
* terminando em simbolos terminais como folhas

¢ Conveniente em muitas aplicacoes
 Compiladores

* processadores de textos
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Def: Arvore de Derivacao
Raiz: simbolo inicial
Vertices interiores: variaveis
e se A é um vértice interior e X1, X2,...,X,, sdo os "filhos" de A
+ A — X1X2...X,, € uma producdo da gramatica
« X1, X2,...,Xn sdo ordenados da esquerda para a direita
Veértice folha ou folha: terminal ou o simbolo vazio
* se vazio: unico filho de seu pai (A — ¢)

raiz 4— S ﬁ;trlﬁ)er 4— A A !
] - folhas
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Exp: Arvore de Derivacdo: aabb e [x+x]#x

N N
/¢\ /¢\ |
| PN

€

¢ Uma arvore de derivacao
* pode representar derivacoes distintas de uma mesma palavra
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Exp: Arvore de Derivacao x Derivagées: X+X#X

* E = E+E = X+E = X+E*E = X+x*E = X+Xx%X mais a esquerda
e E = E+FE = E+E+E = E+E#X = E+X#*X = X+X*X mais a direita
e £ = E+E = E+E*E = X+E*E = X+Xx*E = X+Xx*X

VAN
VAN

X

M
*
M
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Def: Derivacao mais a Esquerda (Direita)
Sequéncia de producoes aplicada sempre a variavel mais a esquerda
(direita) da palavra

Exp: Derivacao mais a Esquerda (Direita): X+XxX
* E = E+E = X+E = X+E*E = X+x*E = X+Xx%X mais a esquerda
e E = E+E = E+E+E = E+E«X = E4+XtX = X+X%X mais a direita

AN
AN

X E % E
X X

Linguagens Formais e Autématos - P. Blauth Menezes



6 — Linguagens Livres do Contexto

6.1 Gramatica Livre do Contexto

6.2 Arvore de Derivagao

6.3 Gramatica Livre do Contexto Ambigua

6.4 Simplificacao de Gramatica Livre do Contexto
6.5 Formas Normais

6.6 Recursao a Esquerda

6.7 Automato com Pilha



6.3 GLC Ambigua

¢ Gramatica ambigua
* uma palavra associada a duas ou mais arvores de derivacao

¢ Pode ser desejavel que a gramatica usada seja nao-
ambigua

* desenvolvimento e otimizacao de alguns algoritmos de
reconhecimento

¢ Nem sempre é possivel eliminar ambiguidades

e & facil definir linguagens para as quais qualquer GLC é ambigua
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Def: Gramatica (Livre do Contexto) Ambigua

Existe pelo menos uma palavra que possui duas ou mais arvores de
derivacao

Exp: Gramatica Ambigua: X+Xx*X

/i\ /¢\
¢ /¢\ /¢\ |

M

X
X
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¢ Mais de uma derivacao a esquerda (direita)
X+X*X

* Derivagao mais a esquerda
+ E = E+E = X+E = X+E+E = X+X*E = X+Xx%X
+ E = ExE = E+E*E = X+E*E = X+X*E = X+X*X

* Derivacao mais a direita
+ £ = E+E = E+E+E = E+ExX = E+X#X = X+X*X
+ £ = E+E = ExX = E+E*X = E+X#X = X+X*X
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¢ Forma equivalente de definir gramatica ambigua

* existe pelo menos uma palavra com duas ou mais derivacoes mais
a esquerda
+ alternativamente, mais a direita

Teorema: Gramatica Ambigua

Uma GLC é uma Gramatica Ambigua se existe pelo menos uma palavra

* duas ou mais derivagdoes mais a esquerda ou
* duas ou mais derivacdes mais a direita
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Def: Linguagem Inerentemente Ambigua
Qualquer GLC é ambigua

Exp: Linguagem Inerentemente Ambigua

{w | w=a"b"cMd™ ou w=a"bMcMd",n=1,m=1}
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Exp: Linguagem Inerentemente Ambigua: contra-
exemplo

ExpressOes aritmeéticas € nao-ambigua (exercicio)
Correto entendimento da solucao € especialmente importante

* justifica a maneira aparentemente “estranha” de definir expressoes
* na maioria das gramaticas das linguagens de programacao
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6.4 Simplificacao de GLC

¢ Simplificacao de alguns tipos de producoes
* sem reduzir o poder de geragao das GLC

¢ Simplificacoes sao importantes
* construgcao e otimizacao de algoritmos

* demonstracao de teoremas
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¢ Simplificagcoes

e Simbolos inuteis
x exclusao de variaveis ou terminais nao-usados

e Producoes vazias, da forma A — ¢
« Se ¢ pertence a linguagem: incluida producao vazia especifica

* Producoes que substituem variaveis, da forma A — B
« substituem uma variavel por outra
% nao adicionam informacao de geragao de palavras

¢ Provas omitidas
* algoritmos de simplificacao atingem os objetivos propostos
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6.4.1 Simbolos Inuteis

¢ Simbolos inuteis

* simbolos nao-usados na geracao de palavras de terminais
¢ Simplificacao exclui

» producdes que fazem referéncia a esses simbolos

* 0S proprios simbolos inuteis

* N30 € necessaria qualquer modificacao adicional
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¢ Algoritmo

» Etapa 1: qualquer variavel gera terminais

restringe o conjunto de variaveis

« considera todas as variaveis que geram terminais diretamente
(exemplo: A — a)

« adiciona, sucessivamente, variaveis que geram terminais
indiretamente (exemplo: B — Ab)

» Etapa 2: qualquer simbolo e atingivel a partir do simbolo inicial
analisa as producgdes da gramatica a partir do simbolo inicial
% considera exclusivamente o simbolo inicial

% sucessivamente as producoes da gramatica sao aplicadas:
simbolos referenciados sao adicionados aos novos conjuntos
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Def: Algoritmo: Exclusao dos Simbolos Inuteis
G=(V,T,P,S) GLC
Etapa 1: qualquer variavel gera terminais. Gramatica resultante
Gy =(V1,T,Pq,9S)

e construgdode V1 CV

Vi = J;
repitaVi = Vi U{A|A—-a€P e aec (TUV)*}
até que o cardinal de V1 ndo aumente;

e P1 possui os mesmos elementos que P, excetuando-se
+ produgdes cujas variaveis nao pertencem a V
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Etapa 2: qualquer simbolo € atingivel a partir do simbolo inicial

Gramatica resultante
G2 =(V2, T2,P2,5)

T2 = 3;

Vo={3S};

repita
Vo=VoU{A | X=aABEP,XEV2};
Tor=TuUu{a|X—=-aapeP;,XeVy}

até que os cardinais de V7 e [2 ndo aumentem;

* P> possui os mesmos elementos que P1, excetuando-se
« producdes cujos simbolos nao pertencema Vy ou T2
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¢ Se as etapas forem executadas em ordem inversa
(Etapa 2 antes da Etapa 1)

* pode nao atingir o resultado esperado

* demonstragao: apresentar um contra-exemplo ( )
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Exp: Exclusao dos Simbolos Inuteis
G=({S,A,B,C},{a,b,C},P,S)
e P={S—aAa|bBb,A—a|S,C—c}

Etapa 1: qualquer variavel gera terminais

lteracao| Variaveis
inicio %,
1 {AC}
2 {AC,S}
3 {AC S}

e S— bBb é excluida: B ndo pertence ao novo conjunto de variaveis
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* gramatica resultante da etapa 17
Gi=({ACS} {a},{S—aAa,A—=a|S5,C—c}9)

Etapa 2: qualquer simbolo e atingivel a partir do simbolo inicial

lteracao| Variaveis | Terminais
inicio {S} %)
T {S,A} {a}
2 {SA] {a}

e C—c é excluida: C e c ndo pertencem aos novos conjuntos

e gramatica resultante da efapa 2

Go=({S,A},{a},{S—aAa,A—=a | S}YS)
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6.4.2 Producoes Vazias

¢ Exclusao de producoes vazias (da forma A — &)
* pode determinar modificacoes diversas nas producoes

¢ Algoritmo

» Etapa 1: variaveis que constituem producbes vazias
+ A — g variaveis que geram diretamente ¢
+ B — A: sucessivamente, variaveis que indiretamente geram ¢

» Etapa 2: exclusao de producdes vazias
% considera apenas as producdes nao-vazias
« cada producao cujo lado direito possui uma variavel que gera e,
determina uma producao adicional, sem essa variavel

» Etapa 3: geracdo da palavra vazia, se nhecessario
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Def: Algoritmo: Exclusao das Producgcoes Vazias
G=(V,T,P,S) GLC
Etapa 1: variaveis que constituem produgbes vazias

* V¢, conjunto das variaveis que geram ¢

Ve={A | A—c¢};
repita
Ve=Ve U{X | X—=X7.Xnh €EP
tal que Xi,..., Xn € Ve }
até que o cardinal de V: ndo aumente;
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Etapa 2: exclusao de producbes vazias
Gramatica resultante

G1=(V,T,P1,S)

e construcao de P
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Etapa 3: geracao da palavra vazia, se necessario

* se ¢ pertence a linguagem
+ introduz a producdo S — ¢

e gramatica resultante

Go=(V,T,P2,9S)

*+ P> =P1U{S—>¢}
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Exp: Exclusao das Producoes Vazias
G=({S XY}, {a,b},P,9S)
eP={S—=aXa|bXb|e X—=a|b|Y, Y—¢&}

Etapa 1: variaveis que constituem produgoes vazia

lteracao Ve
inicio | {S,Y}
T {S,Y, X}
2 {S,Y, X}
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Etapa 2: exclusao de producbes vazias

lteracao Producoes

inicio {S—aXa|bXb,X—a|b|Y}
1 {S—aXa|bXb|aa|bb,X—=a|b|Y}
2 |{S—aXa|bXb|aa|bb,X—=a|b|Y}

e Gramatica resultante
G1=({S,X,Y},{a,b},{S—aXa|bXb|aa|bb,X—=a|b]|Y}YS)
Etapa 3: geracao da palavra vazia, se necessario.

 palavra vazia pertence a linguagem: S — ¢ é incluida
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Gramatica resultante
Go=({S,X,Y},P2,S)
*Pr={a,b},{S—=aXa|bXb|aa|bb|e X—=a|b|Y}

¢ Observe

e Y, originalmente um simbolo util, resultou em um simbolo inutil
* exclusao de producdes vazias gerou simbolo inutil

¢ Conclusao

nao é qualquer combinacao de simplificagdes de gramatica
que atinge o resultado desejado
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6.4.3 Producoes que Substituem Variaveis

¢ Producao que substitui uma variavel por outra

e tipo A—B
% nao adiciona informacao em termos de geracao de palavras

e se B—a, entdo
+ A — B pode ser substituida por A — a.

* generalizacao da idéia: algoritmo proposto
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¢ Algoritmo

» Etapa 1: fecho transitivo de cada variavel
% conjunto de variaveis que podem substitui-la transitivamente

+ ex:se A—B e B —C, entdo B e C pertencem ao fecho de A

» Etapa 2: exclusao das producbes que substituem variaveis
+ se o @ atingivel a partir de A através de seu fecho

« Substitui A— B por A — «
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Def: Algoritmo: Exclusao das Producoes que Substituem
Variaveis
G=(V,T,P,S) GLC

Etapa 1: fecho transitivo de cada variavel

para toda A eV
faca FECHO-A ={B | A=BeA =%B usando

exclusivamente producdes de P da forma X — Y };
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Etapa 2: exclusdo das producbées que substituem variaveis

Gramatica resultante

G1=(V,T,P1,S)

e construcao de P
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Exp: Exclusao das Producoes que Substituem Variaveis
G=({S,X},{a,b},P,S) GLC
eP={S—aXa|bXb, X—=a|b|S|e}
Etapa 1: fecho transitivo da cada variavel
 FECHO-S=¢
« FECHO-X={S}
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Etapa 2: exclusao das producées da forma A— B

lteracao Producoes
inicial {S—aXa|bXb,X—a|b|e}
S {S—aXa|bXb,X—a|b|e}
X |{S—aXa|bXb,X—a|b|e|aXa|bXb}

Gramatica resultante
G1=({S, X}, {a,b},Pq,S)
*P1={S—aXa|bXb,X—=a|b|e|aXa|bXb},S)
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6.4.4 Simplificacoes Combinadas

¢ Nao é qualquer combinacao de simplificacoes de GLC
* que atinge o resultado desejado

¢ Exemplo: gramatica sem simbolos inuteis, mas com
producoes que substituem variaveis

* algoritmo para excluir produgdes que substituem variaveis pode
gerar simbolos inuteis (por qué?)

¢ Sequeéncia de simplificacao recomendada

* Exclusao das producgoes vazias
* Exclusdo das producdes que substituem variaveis
* Exclusédo dos simbolos inuteis
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6.5 Formas Normais

¢ Formas normais
* restricoes rigidas na forma das producoes

* sem reduzir o poder de geragao das GLC
% excetuando-se a geracao da palavra vazia

¢ Aplicacoes

* desenvolvimento de algoritmos
« destaque para reconhecedores de linguagens

* prova de teoremas
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¢ Forma Normal de Chomsky: producoes sao da forma

A—-BC ou A—a

¢ Forma Normal de Greibach: producoes sao da forma

A — aa o palavra de variaveis

¢ Algoritmos de conversao
* provas omitidas

* de que os algoritmos atingem os objetivos propostos
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6.5.1 Forma Normal de Chomsky
Def: Forma Normal de Chomsky (FNC)

G=(V,T,P,S) GLC
Todas producdes sao da forma (A, B e C sao variaveis, a é terminal)

A—-BC ou A—a

¢ Palavra vazia

* ndo pertence a linguagem gerada por uma gramatica na FNC
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¢ Algoritmo: trés etapas

» Etapa 1: simplificacdo da gramatica

* A—¢ linguagem n&o possui
+ A—B um simbolo no lado direito: terminal
« simbolos inuteis opcional

» Etapa 2: variaveis no lado direito das producbes
+ lado direito de comprimento = 2: exclusivamente variaveis
+ se for um terminal?

» Etapa 3: exatamente duas variaveis no lado direito das producées
+ como transformar produgdes da forma A —-B1B»2...B,(n=2) ?
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Def: Algoritmo - Forma Normal de Chomsky
G=(V,T,P,S) GLC tal que ¢ GERA(G)
Etapa 1: simplificacdo da gramatica
Gy =(V1,Tq,Pq,S) gramatica resultante

* simplificacbes combinadas (algoritmos estudados)
« producOes vazias
« producdes que substituem variaveis
+ Simbolos inuteis (opcional)
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Etapa 2: transformacéo do lado direito das produgdes de comprimento
maior ou igual a dois

Go=(Vp, T1,P2,5) gramatica resultante

e construgdo de Vo e P> (para cada variavel a, suponha C5 & V>)
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Etapa 3: transformacao do lado direito das producbes de comprimento
maior ou igual a trés em produgdes com exatamente duas variaveis

G3=(V3,T1,P3,95) gramatica resultante

e construcao de V3 e P3
+ a cada ciclo, suponha D1 & V3,...,.Dn-2 & V3)

V3 = Vp;
P3 = P2;
para toda A — B1B»...Bh € P3 tal que n = 3
faca P3 =P3-{A —= B1Bx...By};
V3 = V3 U {Dq,...,Dn2 };
Pz =P3U{A — ByDy, Dy — B»Dp,...,
Dn-3 = Bn-2Dn-2, Dn-2 = Bn-1Bn §;
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Exp: Algoritmo: Forma Normal de Chomsky
G=UE}{++*[,],x},P,E) expr. aritméticas
e P={E—E+E | ExE | [E] | x}
Etapa 1: simplificacdo da gramatica ja esta simplificada
Etapa 2: lado direito das produgbes de comprimento = 2

e E - xesta OK
* demais producées
« E>EC+E|EC+E | CCEC]
E C+—>+
% Cou —> %
« Cp— [
« C1— ]
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Etapa 3: exatamente duas variaveis no lado direito das produgoes
* producoes
E-EC,E|ECE | CrEC;

* substituidas por
« E>EDy | ED2 | C[D3
e D‘] —>C+E
+ Dp = C«E
+ D3 —ECj
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Gramatica resultante, na Forma Normal de Chomsky
GFNC = ({ E! C+1 C*! C[5 C]1 D1 ’ DZ! D3 }7 { +, *1 [7 ]! X }! PFNC1 E)

e Producdes de Pene
« E=EDy | ED2 | C[ D3 | x,
e D‘] —>C+E
+ Dp = C«E
+ D3 = ECj,
x Cp— +
% Cou —> %
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6.5.2 Forma Normal de Greibach
Def: Forma Normal de Greibach (FNG)

G=(V,T,P,S) GLC
Todas as suas producgdes sao da forma (0. € uma palavra de V*)
A — ao

¢ Palavra vazia

* ndo pertence a linguagem gerada por uma gramatica na FNG
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¢ Algoritmo (etapas)

Etapa 1: simplificacdo da gramatica. Analoga a FNC

e A—¢ linguagem n&o possui
e A—B primeiro simbolo no lado direito: terminal
* simbolos inuteis opcional

Etapa 2: renomeacdo das variavelis em uma ordem crescente

e exemplo: A1, Ao,..., An #V =n
* diferentes critérios de renomeacao

« diferentes gramaticas na FNG

« todas equivalentes (geram a mesma linguagem)
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Etapa 3: producgées na forma Ar— Ago, emque r<s

 Ar— Aso tais que r > s sdo modificadas
« substitui As pelas suas produgées (As —B1 |...| Bm)
« resulta em Ar —B1a |...| pma
% € assim sucessivamente

* conjunto de variaveis € finito: limite para producdes crescentes
« geragao de terminal Ar— ao
« geracgao de recursao Ar— Ao
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Etapa 4: exclusado das recursées da forma Ar— Ao
e podem existir originalmente na gramatica
* ou serem geradas pela etapa anterior

* eliminacao da recursio a esquerda
+ introduz variaveis auxiliares
« inclui recursao a direita Br — aBy
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Etapa 5: um terminal no inicio do lado direito de cada producéao
e producdes da forma A — Asa. sdo taisquer < s

 portanto, producdes da maior variavel Ap
« obrigatoriamente iniciam por terminal no lado direito

 An-1 — Anou substitui A pelas suas producgoes (An— ap)
« |ado direito das producgdes de A,-1 também inicia por terminal
+ exemplo: A1 — apa

 repeticao para Ap-2,...,A1
+ resulta em producgdes exclusivamente da forma A, — aa

Etapa 6: producées na forma A — ao., o palavra de variaveis

* analoga a correspondente etapa do algoritmo relativo a FNC
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Def: Algoritmo: Forma Normal de Greibach
G=(V,T,P,S) GLC tq ¢ € GERA(G)
Etapa 1: simplificacdo da gramatica
Gy =(V1,Tq,Pq,S) gramatica resultante

* simplificacbes combinadas (algoritmos estudados)
« producOes vazias
« producdes que substituem variaveis
+ Simbolos inuteis (opcional)
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Etapa 2: renomeacgéo das variaveis em uma ordem crescente qualquer.
Go=(Vp, T1,P2, Aj) gramatica resultante

e suponha que A; corresponde a renomeacgao de S

Etapas 3 e 4: transformacéo de producées para a forma Ar— Aso, na
qual r= s e exclusao das recursées da forma Ar— Ao

G3=(Vs3,T1,P3,A) gramatica resultante

e construcido de V3 e P3 supondo
« cardinal de Vy é n
+ a cada ciclo, By & V3
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Etapa 5: um terminal no inicio do lado direito de cada producao

G4=(V3,T1,Pg, A) gramatica resultante

e construcio de P4
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e producgdes relativas as variaveis auxiliares By
« iniclam por um terminal do lado direito

para toda By — Ag Br
faca excluir By — Ag Br de Pgy;
para toda As — a o
faca P4 =P4 U {Br—aabf};

Etapa 6: producées na forma A — ao., o palavra de variaveis

* analoga a correspondente etapa da Forma Normal de Chomsky
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Exp: Algoritmo: Forma Normal de Greibach
G=({S,A},{a,b},P,S) GLC
e P={S—=AA|a,A—=SS|b}
Etapa 1: simplificacdo da gramatica
* ja esta simplificada
Etapa 2: renomeacao das variaveis em uma ordem crescente qualquer

* S e A sao renomeadas para A1 e A»
« A1 = A2A2 | a
« Ap = A1A1 | b
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Etapas 3 e 4: transformacéo de producées para a forma Ar— Aso, na
qual r= s e exclusao das recursées da forma Ar— Ao

 A> — A1A1 necessita ser modificada, resultando em
« A1 —=A2A2 | a
« Ao = A2A2A1 |aAq | b

e A — A>A2A1 contém recursao (variavel auxiliar B)
« A1 —=A2A2 | a
« A2 —aAq | b | aA1B | bB
« B—A2A1 | A2A1B
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Etapa 5: um terminal no inicio do lado direito de cada produgao

* |ado direito das producdes da maior variavel A»
# inicia por um terminal

 substitui A2 em A1 — A2A> pelas correspondentes derivagoes
+ A1 —=aA1A2 | bA2 | aA1BA2 | bBA, | a
« A2 —aAq | b | aA1B | bB
« B—A2A1 | A2A1B

e producdes referentes a variavel B

B—aA1A7 | bA7 | aA1BA7 | bBA1 |
aA1A1B | bA1B | aA1BA1B | bBA1B
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Etapa 6: producées na forma A — ao, o. composta por variaveis
* produgdes ja estao nessa forma

Gramatica resultante, na Forma Normal de Greibach

Grng = (1A1,A2,B 1, 1a,b ), PEnG, A1),
* PENG =1
« A1 —=aA1A2 | bA2 | aA1BA2 | bBA? | a,
« A2 —>aA1 | b | aA1B | bB,
« B—aA1A71 | bA1 | aA1BA71 | bBA7 | aA1A1B | bA1B |
aA1BA1B | bBA1B }
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6.6 Recursao a Esquerda

¢ Recursao a esquerda
A =7 Aa

¢ Frequentemente é desejavel que a gramatica nao seja
recursiva a esquerda

* exemplo: desenvolvimento de algoritmos reconhecedores
¢ Algoritmo

* quatro primeiras etapas do algoritmo Forma Normal de Greibach
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Def: Algoritmo: Gramatica sem Recursoes a Esquerda

G=(V,T,P,S) GLC

Etapa 1: simplificacdo da gramatica
Etapa 2: renomeacao das variaveis em uma ordem crescente qualquer
Etapa 3: producées na forma Ar— Aga, na qual r<s

Etapa 4: exclusdo das recursées da forma Ar— Ao
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6.7 Automato com Pilha

¢ Classe das Linguagens Livres do Contexto
* pode ser associada a um formalismo do tipo autdbmato
* Autdbmato com Pilha

¢ Automato com pilha
* analogo ao autémato finito
* incluindo uma pilha como memaria auxiliar

* nao-determinismo
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¢ Pilha

* independente da fita de entrada

* ndo possui limite maximo de tamanho
« "tao grande quanto se queira”
+ paseada na nogao de conjunto infinitamente contavel
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¢ Estrutura de uma pilha

* ultimo simbolo gravado é o primeiro a ser lido
* base: fixa e define o0 seu inicio
* topo: variavel e define a posicao do ultimo simbolo gravado

gravacao leitura
topo
sentido
de
crescimento
base
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¢ Nao-determinismo: importante e necessario
* aumenta o poder computacional dos AP
* exemplo

{ww" | w é palavra sobre {a,b } }

« reconhecimento so € possivel por um AP Nao-Deterministico
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¢ AP x Numero de estados

* qualquer LLC pode ser reconhecida por um AP
% com somente um estado
+ (ou trés estados, dependendo da definicao)

* pilha € suficiente como unica memoaria
+ estados nao sao necessarios
« para "memorizar" informacoes passadas

* estados no AP
% poderiam ser excluidos
% sem se reduzir o poder computacional

* como a pilha nao possui tamanho maximo
+ AP pode assumir tantos estados quanto se queira
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6.7.1 Definicao do Automato com Pilha

¢ Duas definicoes universalmente aceitas

» estados finais
% para aceitando ao atingir um estado final
+ inicialmente a pilha é vazia

* pilha vazia
% para aceitando quando a pilha estiver vazia
« inicialmente, a pilha um simbolo inicial da pilha
% NAo existem estados finais

 definicdes equivalentes (possuem o mesmo poder computacional)
+ adotada a definicao que usa estados finais
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¢ AP Nao-Deterministico ou simplesmente AP

* Fita
+ analoga a do autdémato finito

* Pilha
% memaoria auxiliar
« pode ser usada para leitura e gravacao

* Unidade de Controle
+ reflete o estado corrente da maquina
% POSSuUi. cabeca de fita e cabeca de pilha

* Programa, Funcao Programa ou Funcao de Transicao comanda
+ leitura da fita
« leitura e gravacao da pilha
+ define o estado da maquina
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¢ Pilha

* cada célula armazena um simbolo do alfabeto auxiliar
+ pode ser igual ao alfabeto de entrada

* |eitura ou gravacao € sempre no topo

* nao possui tamanho fixo, nem maximo
+ tamanho corrente: tamanho da palavra armazenada
+ valor inicial: vazio (palavra vazia)
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¢ Unidade de controle
* numero finito e predefinido de estados

* Cabeca da Fita
+ unidade de leitura: acessa uma celula da fita de cada vez
% move exclusivamente para a direita
+ pode testar se a entrada foi completamente lida

e Cabeca da Pilha
+ unidade de leitura e gravacao
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¢ Cabeca da Pilha: leitura e gravacao

* Leitura
% move para a direita ("para baixo") ao ler um simbolo
% acessa um simbolo de cada vez, sempre do topo
« exclui o simbolo lido
« pode testar se a pilha esta vazia

* Gravacao
% Move para a esquerda ("para cima") ao gravar
« pode gravar uma palavra composta por mais de um simbolo
+ simbolo do topo € o0 mais a esquerda da palavra gravada
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¢ Controle Finito?
* Unidade de controle: numero finito e predefinido de estados

* Mas nao ¢ dita de controle finito
+ (em oposicao aos autdmatos finitos)
« conteudo da pilha também caracteriza o estado do sistema
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¢ Programa é uma funcao parcial

* dependendo
+ estado corrente
+ simbolo lido da fita
« simbolo lido da pilha

* determina
% NOVO estado
« palavra a ser gravada (na pilha)

* possui a facilidade de movimento vazio
« permite mudar de estado sem ler da fita
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Def: Automato com Pilha (Nao-Deterministico)

M = (25 Q; 67 d0; F7 V)

» 3 - alfabeto de simbolos) de entrada
e Q - conjunto de estados possiveis o qual é finito
* J - (funcao) programa ou fungao de transicao

« funcao parcial

8 Qx(ZU{e, ?)x(VU{g ?})—2@xV"

8(p, X, ¥) =1(d1,V1),...,(qn, Vn) § transicao

* o - elemento distinguido de Q: estado inicial
e | - subconjunto de Q: conjunto de estados finais
 V - alfabeto auxiliar ou alfabeto da pilha
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¢ Caracteristicas da funcao programa
* funcao parcial

e "?" indica teste de
+ pilha vazia
+ toda palavra de entrada lida

* |eitura de ¢ indica
% movimento vazio da fita ou pilha (nao I€, nem move a cabeca)
« nao-deterministico: basta que o movimento seja vazio na fita

e gravacao de ¢
% nenhuma gravacao é realizada na pilha (e ndo move a cabeca)
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¢ Exemplo: 6(p! ?7 8) = { (q! 8) }

* no estado p, se a entrada foi completamente lida, ndo 1€ da pilha
* assume o estado g e nao grava na pilha

¢ Programa como diagrama: 8(p,Xx,y)=1{(q,Vv) }

oilNg
P

estado anterior novo estado

simbolo lido da fita | palavra gravada na pilha

simbolo lido da pilha
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¢ Computacao de um AP

* sucessiva aplicacao da funcao programa
+ para cada simbolo da entrada (da esquerda para a direita)
+ até ocorrer uma condicao de parada

* € possivel que nunca atinja uma condicao de parada
« processa indefinidamente (/oop infinito)
= exemplo: empilha e desempilha um mesmo simbolo
indefinidamente, sem ler da fita

* definigao formal
+ estende a definicao da funcao programa
% argumento: um estado e uma palavra
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¢ Parada de um AP

* Aceita
« pelo menos um dos caminhos alternativos atinge um estado final
% NAao iImporta se leu ou nao toda a entrada

* Rejeita
% fodos 0s caminhos alternativos rejeitam a entrada
+ a funcao programa € indefinida para cada caso

* Loop
« pelo menos um caminho alternativo esta em /oop infinito
+ demais: rejeitam ou também estao em /oop infinito
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Def: Linguagem Aceita, Rejeitada, Loop
M= (Z,Q,3d,qp, F, V) autbmato com pilha

Linguagem Aceita ou Linguagem Reconhecida: ACEITA(M) ou L(M)
 todas as palavras de X* aceitas por M, a partir de g
Linguagem Rejeitada: REJEITA(M)
 todas as palavras de =* rejeitadas por M, a partir de qg
Linguagem Loop: LOOP(M)

» todas as palavras de X* para as quais M fica processando
indefinidamente a partir de qg
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¢ Particao de >* induzida por um AP M

¥

ACEITA(M) REJEITAM) LOOP(M)

e algum conjunto vazio?
# particao induzida contém um conjuntos a menos
% uma classe de equivaléncia nao pode ser vazia
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Exp: Autémato com Pilha: Duplo Balanceamento

Mi=({a,b},{qo,q1,0qr},81,00,10af},{B})

(b, B, €)




Exp: Autémato com Pilha: Duplo Balanceamento

Mi=({a,b},{qo,q1,0qr},81,00,10af},{B})

AP deterministico
ACEITA(M1) =L
LOOP(M1)

* 31 (qo,a,¢) ={(qo,B) }
* 31 (0o, b,B)=1{(a1,¢)}
* 31 (0o, 7, ?)=1{(ar¢) }
* 871 (q1,b,B)={(a1,¢) }
* 31 (q1,7,?7)=1{(af¢) }
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Exp: Automato com Pilha: Palavra e sua Reversa
L3 ={ww' | wpertencea {a,b}*}

ACEITA(M3) =L3
LOOP(M3)
AP nao-deterministico (por quée?)

oyl (D

b b

Linguagens Formais e Autématos - P. Blauth Menezes



Exp: Autdmato com Pilha: anbman+m
La={a"mMa™M | n=0,m=0}
ACEITA(Mg4) = L4

LOOP(M4)
AP nao-deterministico (por quée?)
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6.7.2 AP e Linguagens Livres do Contexto

¢ Classe linguagens aceitas por AP = Classe LLC
* classe das linguagens geradas pelas GLC

¢ Construcao de um AP a partir de uma GLC qualquer,
permite concluir

* construcao de um reconhecedor para uma LLC a partir de sua
gramatica € simples e imediata

e qualquer LLC pode ser aceita por um AP com somente um estado
+ estados nao aumentam o poder computacional
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Teorema: GLC — AP
Se L é uma LLC, entdo existe M, AP M tal que ACEITA(M) =L

Prova: Suponha que s £

Construgao de um AP a partir da gramatica na FNG

e producdes da forma A — aa, o palavra de variaveis
AP resultante simula a derivacao mais a esquerda

* |€ 0 simbolo a da fita
* |& o simbolo A da pilha
* empilha a palavra de variaveis o

AP M a partir da gramatica G=(V, T, P, S)
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GeNG = (VENG, TENG, PENG, S), € G na Forma Normal de Greibach

M=(TENnG, 1 90,91, Af §, 9,90, 1 O }, VENG)

* 8(00,&,¢8)=1{(q1,5) }
* 3(q1,a,A)={(01,a) | A>a0EPpNG }

*3(q1,7,?7)=1{(af¢)}

b

Linguagens Formais e Autématos - P. Blauth Menezes 119



A demonstracdo de que ACEITA(M) = GERA(GENG)

* inducdo no numero de movimentos de M (ou derivagdes de GgnG)
% eXercicio

* como o AP pode ser modificado para tratar a palavra vazia?
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Exp: GLC - AP:Ls={a"b" | n=1}
Gramatica na Forma Normal de Greibach

*Gs=({S,B},{a,b},Ps,S)
e Ps={S—aB | aSB,B—b}

Correspondete AP
Ms=({a,b},{do0,q,qr}, 85 do,{af}, {S,B})
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Corolario : AP x Numero de Estados
Se L é uma LLC, entdo existe M

* AP com controle de aceitacao por estados finais, com trés estados,
tal que ACEITA(M) =L

* AP com controle de aceitacao por pilha vazia, com um estado tal
que ACEITA(M) =L

Corolario : Existéncia de um AP que Sempre Para
Se L éuma LLC, entdo existe M, AP, tal que
« ACEITAM) =L

e REJEITA(M) =3*- L
« LOOP(M) =&
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Teorema: AP - GLC

Se L é aceita por um AP, entdo L é LLC

* demonstracao omitida

Obs: Estados x Poder Computacional dos AP
A combinacao dos resultados:

e Corolario: AP x Numero de Estados
» Corolario: Existéncia de um AP que Sempre Para
e Teorema: AP — GLC

comprovam que o uso dos estados como "memoria” nao aumenta o
poder de reconhecimento do AP
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6 — Linguagens Livres do Contexto
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6.7.2 Automato com Pilha e Linguagens Livres do
Contexto
6.7.3 Numero de Pilhas e o Poder Computacional
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¢ Modelo automato com pilha

* Adequado para estudos aplicados e formais
+ pilha € adequada para implementacao em computadores
« poucas modificacdes na definicao determinam significativas
alteracdes no poder computacional

* principais estudos de linguagens e computabilidade
+ podem ser desenvolvidos usando-se exclusivamente AP
% variando o numero de pilhas
% COM OU sem nao-determinismo
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Automato com Pilha, sem usar a estrutura de pilha
» estados: unica forma de memorizar informagdes passadas
* muito semelhante ao autdmato finito

* AP, sem usar a pilha, com ou sem nao-determinismo
« reconhecem a Classe das Linguagens Regulares
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Autdmato com Pilha Deterministico

» aceita a Classe das Linguagens Livres do Contexto Deterministicas
« importante subconjunto préprio da Classe das LLC

* implementacao de um AP deterministico € simples e eficiente
« facilita o desenvolvimento de analisadores sintaticos

* algumas propriedades da Classe das LLC Deterministicas
« eXxiste um tipo de gramatica que gera exatamente tal classe
(exercicio de pesquisa)
« € fechada para a operagao de complemento
% N30 é fechada para as operacoes de unido, interseccao e
concatenacao
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Autémato com (uma) Pilha Nao-Deterministico
e aceitam exatamente a Classe das LLC
Autdmato com Duas Pilhas

* mesmo poder computacional da Maquina de Turing
« considerada o dispositivo mais geral de computacgao

* se existe um algoritmo para resolver um problema
+ pode ser expresso como um autébmato com duas pilhas

* nao-determinismo nao aumenta o poder computacional
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Automato com Multiplas Pilhas

* poder computacional de um autdbmato com mais de duas pilhas
% equivalente ao do autdbmato com duas pilhas

* se um problema ¢é solucionado por um autdbmato com multiplas
pilhas
+ pode ser solucionado por um autbmato com duas pilhas
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