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4 Propriedades das LR

¢ LR podem ser representadas por formalismos
* pouca complexidade
* grande eficiéncia
* facil implementacgao
¢ Entretanto, por ser uma classe relativamente simples
* ¢ restrita e limitada

* facil definir linguagens nao-regulares
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¢ Assim, algumas questoes sobre LR necessitam ser
analisadas

como determinar se uma linguagem € regular?
» ¢ fechada para operacdes de uniao, concatenacao e interseccao?

e como verificar se uma LR é infinita, finita ou vazia?

é possivel analisar duas LR e concluir se sdo iguais ou diferentes?
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¢ Analise de cada propriedade

* desenvolvida para um dos formalismos estudados
* para os demais: € suficiente traduzi-los
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Obs: Automato Finito x Complexidade de Algoritmos
Autbmatos finitos pertencem a classe de algoritmos

* mais eficientes em termos de tempo de processamento

* supondo que toda a entrada necessita ser lida
« Se relaxada, podem-se imaginar formalismos mais eficientes
% exemplo: reconhecer a linguagem =* (por qué?)

Qg autémato finito que solucione um problema € igualmente eficiente

e a menos de eventual redundancia de estados
* ngo influi no tempo de processamento

Redundancia de estados pode ser facilmente eliminada

* Autdmato Finito (Deterministico) Minimo
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4.1 Bombeamento para as LR

¢ Lema do Bombeamento
* Util no estudo das propriedades das LR
¢ ldéia basica

* se uma linguagem é regular, entao
« @ aceita por um AFD com n estados

* se 0 autdbmato reconhece w de comprimento maior ou igual a n
% assume algum estado g mais de uma vez
« existe um ciclo na fungao programa que passa por
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¢ W pode ser dividida em trés subpalavras w=uvz
e luv|=n,|v|=T
* v € a parte de w reconhecida pelo ciclo

* tal ciclo pode ser executado (bombeado) zero ou mais vezes
+ para qualquer i= 0, u V' z, é aceita pelo autdmato
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Lema do Bombeamento para as LR
Se L é LR, entdo:

* existe uma constante n tal que,
* para qualquer palavra w de L onde | w | =n,
* W pode ser definida comow=uVz

« |uv|=n,

« | v]|=1

e sendo que, para todoi=0, u vizé palavra de L

Prova: (direta)
Se L é uma LR, entdo existe um AFD M = (Z, Q, §, qo, F) tal que

ACEITA(M) =L
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Suponha que

 n é o cardinal de Q
e existe w=ajay...am palavra de L de comprimento m tal que m=n

* 8(q0,a1) =0

* 3(dm-1, am) = dm

Como m =n, entdo existemre s com O =r <s =n tais que
°*Jdr=0s
* 8(qo,ar...ar) =qr

* 8(Qr, ar41..-as) =0s
* 8(Q0s, As+1---am) =dm

ou seja, o automato passa mais de uma vez no estado qr = Qs
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Sejam:

* U=4d1j...dr
®* V=dr4+1...dg
® Z=dg+1...dm

Como r <s =n, entao:
lv|=z1 e Juv|=n

Como gy = (s, entao:
e v & reconhecida em um ciclo

Portanto, para todo i=0, uVv'z é palavra de L
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Exp: Bombeamento para as Linguagens Regulares

a o a
b

en=4
e para w = abbba ???
* Oy =Qs =77
% U="77
x V="77
x 2 =77
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Exp: Bombeamento para as Linguagens Regulares

d b d
b
n=4
e para w = abbba
* Jr=0s =0Q1
* U=a
+ V=Dbb
x+ Z=Dba
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¢ Diversos bombeamentos???
e duplo bombeamento: {a"b™ | n=0em=0}

e triplo bombeamento: { a"b™a" [ Nn=0,m=0er=0}
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4.2 Investigacao se é LR

¢ Mostrar que é LR

* representar usando um dos formalismos regulares
¢ Mostrar que ndo é LR

» desenvolvida para cada caso

e ferramenta util Lema do Bombeamento
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Exp: Linguagem Nao-Regular
L={w | W possui 0 mesmo numero de simbolos a e b }
Por absurdo. Suponha que L é regular
e existe AFD M com n estados que aceita L
Sejaw=a"b"sendo | w | =2n=n. Logo (Bombeamento) w=uv z tq

e [uv|=n
e |v]=1 |
e paratodoi=0, uv'z é palavrade L

Absurdo Il Como | uv | =n

* UV € composta exclusivamente por simbolos a
« uvZzndo pertence a L (numero de a sera maior que o de b)
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4.3 Operacoes Fechadas sobre as LR

¢ Operacoes sobre LR podem ser usadas para

e dlgebra de LR

% construir novas linguagens a partir de linguagens conhecidas
* provar propriedades
* construir algoritmos

¢ Classe de Linguagens Regulares e fechada para

* uniao

e concatenacao
* complemento
* interseccao
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Teorema: Operacoes Fechadas sobre as Linguagens
Regulares

A Classe das Linguagens Regulares ¢ fechada para
* uniao
e concatenacao
* complemento
* interseccao
Prova:
Unido & Concatenacéao

Decorrem trivialmente da definicao de expressao regular (por qué?)
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Complemento: (direta)
Suponha L, LR sobre =*. Entao existe AFD

M=(Z,Q,9,qo,F)
tal que ACEITA(M) =L
ldéia
inverter condicoes ACEITA/REJEITA de M para reconhecer ~L
* como fazer?

* e se 0 for nao-total (rejeitar por indefinicao)?
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Construcao do AFD Mc tal que ACEITA(Mc) = ~L
Mc = (2, Qc, 8¢, do, Fc)

* Qc=Qu{d} (suponha d & Q)
* Fc=Qc-F

e dc é como §, adicionando as transicbes (paratodoa&X e qeQ)
+ 0c(g,a)=d sed(qg, a)nao é definida
+ 0c(d,a)=d

Claramente, o autébmato finito M¢ é tal que

ACEITA(Mc) =~L ouseja ACEITA(Mc) = REJEITA(M)
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Intersecgéo: (direta)
Suponha L1 elL> LR
Propriedade de DeMorgan para conjuntos

L1NLy=~(~L1U~L»)
Como a Classe das LR é fechada para complemento e uniao

* entao também é fechada para a interseccao
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Exp: Complemento

M=({a,b},{q0,91,92,0¢}, 9,90, 1

W OaOnO

Mc=({a,b},{00,91,92,0fd}, 8¢, 90,190,91,92,d})
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4.4 Investigacao se uma LR é Vazia,
Finita ou Infinita

Teorema: Linguagem Regular Vazia, Finita ou Infinita

Se L é LR aceita por um autémato finito M = (=, Q, 6, qo, F) com n
estados, entdo L é

Vazia sse M ndo aceita qualquer palavra w tal que | w | <n
Finita sse M ndo aceita qualquer palavra w tal que n= | w | <2n

Infinita sse M aceita palavra w talque n= | w | <2n
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Prova:

Infinita sse M aceita palavra w tal que n< | w | <2n
(<= direta)
Verificar se M aceita alguma palavra w talque n= | w | <2n

* processar o autbmato para todas as entradas neste intervalo
* se existe w &L pode ser definida comow=uVv z

« |uv|=n

« | v]|=1

e paratodoi=0, uVv'z é palavra de L

Logo, L é infinita
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Infinita sse M aceita palavra w talque n< | w | <2n
(=)
Se L ¢ infinita, entdo existe w tal que | w | = n
Duas possibilidades
Caso 1 (direta): | w | <2n

* prova esta completa
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Caso 2 (por absurdo): | w | =2n

Suponha que
* ndo existe palavra de comprimento menor que 2n

e W € a menor palavra tal que | w | =2n

w pode ser definida comow=uvz
 luv|=sne |[v]|=1
 em, particular, 1< | v | =n
Logo, u z é palavra de L. Absurdo!!!

e luz|=2n
« contradiz a suposigdo: w a menor palavra tal que | w | =2n

e |luz|<2n
*N<|uz|<2n(pois |uvz|=2n,1<]|v|=n)
« contradiz a suposi¢do: ndo existe w talque n=< | w | <2n
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Vazia sse M ndo aceita qualquer palavra w tal que | w | <n
Processa M para todas as palavras de comprimento menor que n
Se rejeita todas as palavras: linguagem vazia

* detalhamento da prova: exercicio
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Finita sse M ndo aceita qualquer palavra w tal que n < | w | <2n
(por contraposi¢cao)
(P<q) <« (-p<-q)

Mesma prova do caso Infinita (por que?)
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Exp: Linguagem Regular Infinita

do d1

A linguagem ¢ infinita sse aceita palavra wtalque n= | w | <2n

e aabaa é aceita
* 3<| aabaa | <6

Logo, a linguagem ¢ infinita
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4.5 Igualdade de Linguagens
Regulares

¢ Teorema mostra que

* existe um algoritmo para verificar se dois autdmatos finitos sao
equivalentes
% reconhecem a mesma linguagem

¢ Importante consequéncia

* existe um algoritmo que permite verificar se duas implementacoes
sao equivalentes
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Teorema: Igualdade de Linguagens Regulares
Se M1 e M2 sdo AF, entao existe um algoritmo para determinar se

ACEITA(M1) = ACEITA(M>)

Prova: (direta)
Suponha M1 e M> AF tais que ACEITA(M1)=L1 e ACEITA(M2) =L>

Portanto, é possivel construir um AF M3 tal que ACEITA(M3) =L3
L3=(LiNn~L2)U(~L1NL2)
Claramente, L1 =L» sse L3 é vazia

 existe um algoritmo para verificar se uma LR é vazia
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4.6 Minimizacao de um AF

¢ Simulador de AFD

* algoritmo que controla
+ mudanca de estado do autdbmato
+ cada simbolo lido da entrada

* tempo de processamento para aceitar ou rejeitar
+ diretamente proporcional ao tamanho da entrada
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¢ Complexidade de algoritmos

* autdbmatos finitos pertencem a classe de algoritmos mais eficientes
+ em termos de tempo de processamento
# supondo que toda a fita de entrada necessita ser lida

¢ Tempo de processamento

* ndo depende do automato considerado
e qualquer AFD

% que reconhecga a linguagem

« tera a mesma eficiéncia

¢ Otimizacao possivel

* minimizacao do numero de estados

Linguagens Formais e Autématos - P. Blauth Menezes 41



¢ AFD Minimo ou Autémato Finito Minimo

* AFD equivalente, com o menor numero de estados possivel
¢ Minimizacao em algumas aplicacoes especiais

* nao necessariamente o menor custo de implementacao

* exemplo: circuitos logicos ou redes logicas
« pode ser desejavel introduzir estados intermediarios
« de forma a melhorar eficiéncia ou facilitar ligagdes fisicas

* prever variaveis especificas da aplicacao
¢ Automato finito minimo é unico

* a menos de isomorfismo
 diferenciando-se, eventualmente, na identificacido dos estados
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¢ Algoritmo de minimizagao
* unifica os estados equivalentes
¢ Estados equivalentes

* processamento de uma entrada qualquer
* a partir de estados equivalentes
* resulta na mesma condicao de aceita/

Def: Estados Equivalentes
M=(Z,Q,3s,qo, F) AFD qualquer
g e p de Q sdo Estados Equivalentes sse, para qualquer w €=*

d(q,w) e d(p,w)

resultam simultaneamente em estados finais, ou nao-finais
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Def: Automato Finito Minimo
L linguagem regular. O Autémato Finito Minimo é um AFD

Mm = (Z, Qm, m, d0m Fm)
tal que
 ACEITA(Mpp) =L
 para qualquer AFD M = (Z, Q, 6, qo, F) tal que ACEITA(M) =L
#Q =#Qm
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Obs: Pré-Requisitos do Algoritmo de Minimizacao

* deterministico
» estados alcancaveis a partir do estado inicial
» funcao programa total

¢ Caso nao satisfaca algum dos pré-requisitos

e gerar um autbmato deterministico equivalente
+ algoritmos de traducao apresentados nos teoremas

* eliminar estados inacessiveis (e transigcdes): exercicio

» funcao programa total
+ introduzir um estado nio-final d
+ incluir transigcdes ndo-previstas, tendo d como estado destino
+ incluir um ciclo em d para todos os simbolos do alfabeto
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¢ Algoritmo de minimizagao
* identifica os estados equivalentes por exclusao

* tabela de estados
% marca estados nao-equivalentes
% entradas nao-marcadas: estados equivalentes
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Def: Algoritmo de Minimizacao
M= (Z,Q,4d,qo, F) AFD que satisfaz aos pré-requisitos

Passo 1: Construcao da Tabela: relaciona estados distintos

g1

gz

On
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Passo 2: Marcacéo dos Estados Trivialmente Nao-Equivalentes
e pares do tipo { estado final, estado nao-final }

Passo 3: Marcacéo dos Estados Nao-Equivalentes
Para { gy, gy } ndo-marcado e a €, suponha que

d(qu,a)=puy e o(qy,a)=py
* Pu=DPv
% (y € equivalente a q,, para a: nao marcar

* pu=Pv e {pPu Py} Nio estd marcado
+ { gy, Qv } incluido na lista encabegada por { py, Py }

* pu=Pv e {pPu Py} estd marcado
+ { gy, 0y } Ao é equivalente: marcar
+ se { qu, Qv } encabeca uma lista: marcar todos os pares da lista
(e, recursivamente, se algum par da lista encabeca outra lista)
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Passo 4: Unificacdo dos Estados Equivalentes

Pares nao-marcados sao equivalentes
* equivaléncia de estados ¢ transitiva

* pares de estados nao-finais equivalentes
% UM unico estado nao-final

» pares de estados finais equivalentes
% Um unico estado final

* se algum dos estados equivalentes € inicial
+ estado unificado € inicial

* transicoes com origem (destino) em um estado equivalente
« origem (destino) no estado unificado
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Passo 5: Excluséo dos Estados Inuteis

g € um estado inutil

* nao-final
* a partir de g nao é possivel atingir um estado final
* d (se incluido) é inutil

Transicoes com origem ou destino em estado inutil
e excluir

Algoritmo para excluir os estados inuteis
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Exp: Minimizacao
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Passo 1. Construcao da tabela

Passo 2. Marcacgao dos pares { estado final, estado nao-final }

d1 X
a2 | X
a | X
4 X | X | X
a5 X | X | X
d0 Q1 g2 g3 Q4
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Passo 3. Analise dos pares de estado nao-marcados
{d0,d4}

8(0o,a) =92 8(qo, b) =0a
8(q4,a) =03 (a4, b) =0y

 {01,02} e {dp, a3} sdo ndo-marcados
# inclui { o, 04 | nas listas de { ¢1, g2 } € {42, 03 |

{00,05}

8(qo,a) =0z 8(qo, b) =q;
8(gs,a) =09z 6(gs,b)=0q3

* {01,093 } € ndo-marcado (e { g2, g } é trivialmente equivalente)
+ inclui { 9o, g5 } nalistade { g1, g3 }
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101,092
8(q1,a) =01 d(q1,b)=qo
8(g2,a) =q4 d(qz2,b) =05

* {01, 04 } € marcado: marca { g1, g2 }
* {01, g2 } encabeca uma lista: marca { qg, g4 }

101,03}
d(a1,a) =01 8(ar,b)=qo
8(03,a) =qs (g3, b) =0q4

* {d1,05} e {do, g4 | séo marcados: marca { g7, g3 }
* {01, g3 } encabeca uma lista: marca { qg, g5 }
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102,034
8(g2,a) =q4 d(qz2,b) =05
8(q3,a) =095 6(q3,b) =0q4

* {04, g5 } € ndo-marcado: inclui { g2, g3 } na lista de{ g4, g5 }

{ 04,05}

8(04,a) =093 8(a4,b)=0q2
8(gs,a) =0z 6(gs,b) =03

* {02, g3 } € ndo-marcado: inclui { g4, g5 } na lista de{ g2, g3 }
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ar | X {do, as}
B2 | X || Q =i {ql0, 4}
g | X |'® | - {do, a4} = {04, 05}
| Q| X | X | X
s | | X | X | X et {0J2, O3}
do a1 g2 g3 Q4
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o X {q0, a5}

2| X || {0, a4}

| X ['® {qo, a4} {94, ds}

| Q| X | X | X

s | Q| X | X | X {az, qs}

do a1 Q2 q3 Q4

Passo 4. { 2,03} e { g4, g5 } sdo ndo-marcados

* (23: unificacao dos estados g, € Q3
* 45 unificacao dos estados finais g4 e Q5
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Autdmato minimo resultante

b
. (e e
b

@ -

a,b
a,b
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Teorema: Automato Finito Minimo
O autémato construido usando o algoritmo de minimizacao

* AFD com menor numero de estados que aceita a linguagem

Teorema: Unicidade do Automato Finito Minimo
AFD minimo de uma linguagem

e Unico, a menos de isomorfismo

Linguagens Formais e Autématos - P. Blauth Menezes 59



¢ Isomorfismo de AFD
» diferenciam-se, eventualmente, na identificacao dos estados
 definicdo formal: nao sera apresentada

e como um autdmato finito minimo & unico, a menos de isomorfismo
« usual ser referido como o (e nao como um) autbmato minimo
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