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Gabarito da Lista 3 — GR e Lema do bombeamento

1. Obtenha uma gramatica regular que gera as seguintes expressoes regulares com
alfabeto ¥ = {0, 1}:

(a) (0(0)"1)".

(b) 0*1*0*.

() (0°1) U (1%0).
Resposta: Construtiva. Reveja construgdo indutiva vista em aula.

2. Obtenha as gramaticas regulares das seguintes linguagens regulares com alfa-
beto 3 = {0,1}:

Resposta: Construtiva. Obtenha AFD de cada linguagem e transforme na GR associada.
Se for mais facil, obtenha uma AFN, depois obtenha a AFD associada e siga tal como

anteriormente.

3. Considere a seguinte linguagem L = {0™1" : m # n}.



(a) Exiba os erros do seguinte argumento para mostrar que L nao é regular:
Suponha que L = {0™1"} seja reqular e considere a cadeia w = 0P1P~1,
onde p € o comprimento do bombeamento. Como |xy| < p, y € uma cadeia
de zeros. Sejam x = 0", y = 0, z = 0P""11P~1. Note que, para i = 0,
temos que xy°z ndo pertence a L. Logo, L nao € regular.

Resposta: Essa decomposi¢ao mostrada w = zyz nao garante que nao haja alguma
outra de modo a tornar possivel o bombeamento.

Por exemplo, se tomassemos a decomposicao x = 0", y = 02, z = 0P~"21P~! terfamos
que qualquer palavra obtida pelo bombeamento seria pertencente a L. Podemos ver isso
da seguinte forma: w’ = 070%°0P~"~217~!. Como a poténcia de 0 deve ser diferente
da poténcia de 1 para que a w’ pertenga a L, podemos verificar isso diretamente,
pois: w' = Ort2itp—r=21p—1 — p+2(-1)1p-1 — gp=2(1-91P=1  Aggim, para que nessa
decomposicao alguma palavra gerada pelo bombeamento nao seja pertencente a L,
teriamos que 2(¢ — 1) = 1. Como ¢ é um inteiro ndo negativo, temos que néo existe i

tal que w’ ndo seja palavra de L, portanto 0P17~! satisfaz o lema do bombeamento.

(b) Mostre que L nao é regular aplicando o lema do bombeamento.

Resposta: Assuma que L seja regular e seja p o comprimento do bombeamento. Observe
que p! é divisivel por todos inteiros de 1 até p, pois p! =1.2.3.--- .(p — 2)(p — 1)p, ou
seja, p! € multiplo de cada um desses inteiros.

Assuma que w = 0P1P1P' e que L seja regular. Note que w € L pois p # p + p! e
além disso, |w| > p. Assim, pelo lema do bombeamento, w = xyz, tal que: = = 0%,
y=0"ez2=0°1"""" eb>0ea+b+c=p. Como assumimos que L é regular, entao
xy'z € L pra qualquer valor de i. Dessa forma, tome i = %I. Assim, ¢ = 0% = 0P e
ytl = 0P'0 = 0P'*+b. Tomemos, agora, w’' = xy'*1z, temos que: w' = Qa+b+etpiiptr!
Como vimos que a + b+ ¢ = p, entdo w’ = 0PTP'1P+P! ¢ uma palavra que nio pertence
a L, e portanto, L nao é regular.

(c) Mostre que L nao é regular usando propriedades de fechamento em lin-
guagens regulares.

Resposta: Como o complemento de linguagem regular é regular, suponha que L seja
regular, e dessa forma seu complemento também é. Como o complemento de L é
L' = {0"1™ : n > 0} e sabemos que L' ndo é regular, como visto em aula, isso

contradiz L ser regular.

4. Determine um autémato finito que reconheca a linguagem gerada pela seguinte
gramatica com as seguintes regras: S — 011X | 115, X — 101Y, Y — 111,
onde S ¢ a variavel inicial. (Obs.: Note que | significa que S pode ser derivado
para 011X ou para 11.5).

Resposta: Resolucao construtiva. S6 deve chamar atencao para qual alfabeto estd conside-

rando.

5. Use o lema do bombeamento para mostrar que as linguagens a seguir nao sao
regulares.



(a) A; = {0"1"2" | n > 0}

Resposta: Similar ao exemplo visto em aula.

(b) Ay = {a®" | n > 0}. (a*" significa uma cadeia de 2" a’s).

Resposta: Suponha que As seja regular. Seja p o comprimento de bombeamento dado
pelo lema do bombeamento. Escolha s como sendo a cadeia a®”. Como s é um membro
de A; e s é maior que p, o lema do bombeamento garante que s pode ser dividida em
trés partes, s = zyz, satisfazendo as trés condigbes do lema do bombeamento. A
terceira condigdo nos diz que |zy| < p. Além disso, p < 2P e, portanto, |y| < 2P.
Consequentemente, |zyyz| = |zyz| + |y| < 2P 4+ 2P = 2PTL. A segunda condigio
requer que |y| > 1. Portanto, 2P < |zyyz| < 2PTL. O comprimento de zyyz nao
pode ser uma poténcia de 2. Logo, zyyz nao é um membro de A,, uma contradicdo.
Consequentemente, Az nao é regular.

6. Seja M um automato finito deterministico com n estados e seja L a linguagem
reconhecida por M. Mostre que se L contém uma palavra de comprimento
maior ou igual que 2n, entao ela contém palavra de comprimento menor que 2n.

Resposta: Como L é regular, entao L satisfaz o lema do bombeamento. Ou seja, qualquer
palavra de comprimento pelo menos n, existe uma decomposigao em xyz tal que toda palavra
xy’z pertenca a L, para qualquer valor de ¢ > 0. Como L contém uma palavra w de
comprimento pelo menos 2n e o AFD possui n estados, pelo principio da casa dos pombos,
existe pelo menos dois estados repetidos para a computagao de w. Dessa forma, temos que
xy’z € L, e |zvy°z| < 2n, pois |zy°z| = |zyz| — |y| = 2n — |y| e |y| > 0 como consequéncia do

lema do bombeamento.



