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Lema do Bomreamento

Se A é uma LLC, ent3o umv inteiro p, chamado de
comprimento do Bompreamento, tal Que cadeia
s€A, |s| > p, entdo uMma decomposiQdo s = uvxyz
satisfazendo as condicSes:

1. i>0, uvixyiz cA
2. |wy|>0,e
3. Jwxy| < p

A condigdo 2 @arante que N30 pode Ocorrer de v e y
serem e. Sendo, o Lema seria vélido trivialvmente.



Seja Auma LLC e G uma aramética Que a cera. Seja s uwa
cadeia em A

Existe uma derivagdo de s por G, e, portanto, uma AAS para
s cuja raiz é o siveolo inicial de G.

Essa AAS é ,pPorQue s é

Os nSs internos da AAS s30 varidveis e, como O caminho da
raiz as folhas é , existe pelo menos uma varisvel
R € V(G) aue se repete (pelo principio da casa dos pOMmBOs).
Ou seja, temos pelo menos duas R-drvores.

Assim, é possivel surstituir essa secqunda ocorréncia da
R-3rvore pela primeira R-drvore (ou Ve
continuar oktendo uma AAS.

Consequentemente, conseauimos dividir s em 5 partes uvxyz
e repetir a ea partes e orter uma cadeia
em A
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Demonstragdo

Seja G uma araméstica aue cera a LLC A Dentre
todas as rearas de G, seja b © Nimero maximo de simeolos
( ) Que aparecem 3 direita de uma das
rearas de G.

Ou seja, cada NS em aualauer AAS de G tem NO Mméximo b
Lilhos. Analisando cada nivel temos:

1. NO M&ximo b £ilhos No nivel 1;

2. NO MExiMmOo b? Filhos No nivel 2;

3. de Mmodo aeral, NO Médximo b" £ilkos No nivel h (hé a
altura da AAS)

Se a attura de Qualauer AAS é No Méximo h ent3o o
comprimento da palavra @erada é No méximo b". Ou seja:

Lema. Seja L uma LLC. Se s é uma palavra (colheita) de uma
S-8rvore de altura h, ent30 |s| < b".

Eauivalentemente: Se |s| > b" (ou seja, |s| > b" + 1), entB0o a
attura de toda AAS Que aera s é maior h.



Continuagao

Seja V o conjunto das varidveis de G. Escolha p = blVIFL
(pé o D.

Pelo lema ( ): se s é palavra com |s| > p,
entdo toda AAS de s possui attura h > |V|+ 1.

Escolha uwa AAS para s com menor Nimero de Nds. A
altura da AAS é pelo menos |V]+ L

Seja P 0 caminho da raiz S até uma £olha NO UHiMmo nivel. (S
éa de G). P tem pelo menos |V|+ 1 arestas,
lo&o, P tem pelo menos V| + 2 nds. (sendo pelo menos
|V|+ 1 varidveis e o Gitimo NS é € ou um terminal de )

Pelo Principio da casa dos pompOs, alauma varidvel dentre as
|V| varidveis se repete em P (pois P possui pelo menos |V|+1
varidveis).

Seja R a varidvel que se repete dentre as |V|+ 1 varibveis
mais perto da £olha em P. Continua (de novo)..



O Que vimos até acora

1. Escolhemos p = blVI+1 Essa escolha £0i importante para
@arantir a repetic30 de varidveis em qualauer AAS que
&Gera s;

2. Tomamos P © maior caminho da raiz até uwa folha da
AAS de s com 0 menor Nidmero de nds. Por conta de p,
hé pelo menos |V|+ 1 varidveis em P,

3. Loao, hd 30 menos uwa varidvel se repetindo em P.
Tomamos R a primeira varidvel a se repetir de BaixO para
cima em P. (Ou seja, R é a primeira varidvel Que vocé
reencontra ao percorrer P a partir da folha).

4. Soerre P:

» Nimero de arestas: h > |V|+1
> nGmero de NSs: pelo menos |V| +2
> nGmero de varidveis de V em P: pelo menos |V|+1



Continuagao

Considere as duas ocorréncias de R a partir da £olha de P.

| R B

- x é a cadeia @erada pela R-surdrvore da 17 ocorréncia a
partir da folha.

- wxy é a cadeia @erada pela R-surdrvore da 27 ocorréncia a
partir da folha contendo x como surpalavra. Além disso,
a cadeia vxy é surpalavra de s, Gerada pela AAS.

Assim, temos Que s = uvxyz.



Concluindo

Para a condicdo 1. do lema do romeeamento (
), surstitua uva R-surdrvore por outra:

- Surstituindo 8 menor pela - Surstituindo a8 maior pela
maior, OBtemos uma AAS  menor, OBtemos uma AAS
para uv'xy’ z, i > 0. para uxz, IO(:O i=0.

Para a condi¢do 2. do lema do Bompeeamento ( D,
assuma v = y = . Sukstituindo a8 menor R-sugdrvore pela
Maior, ortemos uma AAS com menos £olhas Que cera s
( pela minimalidade de AAS de s).



A&Ora sim concluindo..

Para a condi¢do 3. do lema do Bompeeamento ( D,
consideramos R-sugdrvores Que Gera vxy.

A escolha da varidvel R diz Que a aHura desta R-sugdrvore é
NO Méximo |V|+ L

Provamos (lema provado 10ao No inicio da demonstracdo)
Que se a altura de aualauer AAS de s é No méximo V| + 1
ent30 a palavra Gerada poOssui cOMPrimento No Maximo
plVI+L — p,



Exemplo

Mostre que L = {a"b"c": n> 0} ndo é uma LLC.

Assuvie Que L seja LLC, Ioco L satisfaz o lema do
BOMBeamento.

Seja p o e tome s = aPbPch.

Vamos mostrar Que para toda decomposiedo de s
satisfazendo 2. e 3., existe i com uv'xy'z ¢ L

Como aualauer decomposiqdo satisfaz |vxy| < p (condigdo 3.),
oGO vxy N30 contém Os 3 simeolos a, b e c.

Loao, como |vy| > 0 (condigdo 2.), temos aue s’ = uvixy?z n3o
contém O mesmo Numero de a's, b's e ¢’s. Portanto, s’ ¢ L

Assiw, L n3o é LLC.



Considere e

- L; e Ly 530 linguagens livres do contexto (vimos GLC’s
para elas em aulas passadas, lemrre do fechamento da
coneatenagdo para LLC usando GLC's).

- L= LlﬁLz,Or\de

- Acaramos de provar Que L ndo é LLC. Portanto, LLC
N30 é fechada por interseq3o.



Pela , LLC tamrém N30 é fechada por
complemento nem por diferenga.

- Complemento: Suponha que L seja fechada por
complemento. Loao, dados Ly e L, LLC’s, [; e L, s30
LLC’s. Assiw, [; UL, é LLC (fechamento da uni3o visto
em aulas antteriores), e portanto, [; U L, é LLC. Dessa
forma, temos uma contradicdo, pois L1 N Ly = L; U L, (Lei
de De Moraan), e vimos @ue LLC n3o é fechada por
interseqdo.

Diterenca: Suponha aue LLC é fechada por diterenqa.
Dado L uma LLC, temos aue ¥ — L é LLC (por hipdtese).
Porém issO contraria a afirmagdo anterior, pois

Y *—L=1L



