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Gabarito (sketch de demonstragoes) Lista 1 — Teoria dos
Grafos: Conceitos basicos

1. Seja G = (V, E) um grafo com n vértices e m arestas. Mostre que:

n(n—1)
(a) m < 55—

(b) Se G é um grafo bipartido entao m < ”IQ.

2. Classifique cada uma das afirmagoes como Verdadeira ou Falsa, justificando
convenientemente:

(a) Se G e H tém o mesmo numero de vértices e o mesmo nimero de arestas
entao eles sao isomorfos.

Resolugao: Falsa. Exemplos sao Py e S3.

(b) Se G e H sao isomorfos entdo eles tém o mesmo ntmero de vértices e o
mesmo numero de arestas.

Resolugao: Verdadeira. Imediato.
(c) Se G e H sao isomorfos entao eles tém a mesma sequéncia de graus.
Resolucdo: Verdadeira. Imediato.

(d) Se G' e H tém a mesma sequéncia de graus entao eles sao isomorfos.

Resolugao: Falsa. Sejam G e H subgrafos do cubo ()5 de modo que em G duas arestas
de “diagonais proximas” sejam removidas e em H duas arestas de “diagonais opostas”

sejam removidas. Suas sequéncias de graus sdo iguais a (2,2,2,2,3,3,3,3).

3. O k-cubo (Qf) é um grafo (simples) cujos vértices sao strings binarias (strings
de Os e 1s) de tamanho k, tal que dois vértices sao adjacentes se e se somente
se diferem em exatamente uma coordenada.

(a) Desenhe Q1, Q2, Q3 e Q4.

(b) Qual é o ntimero de vértices e arestas de cada um desses grafos?
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(¢) Qual é o numero de vértices e arestas de Q.7

Resolugdo: n = 2F, pelo Principio Multiplicativo e m = k2F~1, ja cada string possui k

novas strings diferindo em somente uma coordenada e QQy, é k-regular, assim m = %

(d) Mostre que Q. ¢ um grafo bipartido.
Resolugao: Basta exibir particao de G em X e Y de modo que X possua os vértices
com namero par de 0s e Y possua os vértices com numero impar de 0s. Como todo
vizinho de um vértice em X possui necessariamente nimero fmpar de Os e todo vizinho
de um vértice em Y possui necessariamente niimero par de 0s, temos que de fato X UY

é uma biparticao de Q.
Mostre que em um grafo simples finito com n > 2, sempre ha ao menos dois
vértices com mesmo grau.

Resolugao: (Contrapositiva) Suponha uma sequéncia de graus de um grafo com n vértices
e cada elemento com valor distinto. Assim, necessariamente ha todos os ntimeros entre 0
en — 1. S6 que hé4 uma inconsisténcia, ja4 que ambos os graus 0 e n — 1 nao podem ser
associados como graus de vértices de um mesmo grafo com n vértices.

Mostre que se GG é simples com didmetro 2 e A =n — 2 entao m > 2n — 4.

Resolugao: (Construtiva) Tome um vértice u e torne-o vizinho a A = n— 2 vértices, note que
apo6s isto ha um tnico vértice isolado v, e quaisquer outros dois vértices possuem distancia
no maximo 2. Para termos didmetro 2, para o vértice v é necessario criar uma nova aresta
para algum vértice de V\{u}. Isto devido se v fosse vizinho a u, o grau de v seria n — 1.
Logo, tomemos v vizinho a um tnico vértice de V\{u}, isto faz com que o didmetro do grafo
se torne 3. Para termos didmetro 2 é necessario fazer v vizinho a todos os vértices de V\{u}.
Portanto, temos m > 2(n — 2).

Mostre que se G é simples e 6 > § — 1 entao G é conexo.

Resolugao: (Construtiva) Tome um vértice u e torne-o vizinho a ¢ vértices, note que agora
han—9—1 < 5 —1 vértices isolados. Pelo Principio da Casa dos Pombos, é necessario que

cada um destes vértices seja vizinho a algum dos vértices nao isolados do primeiro passo.

Exiba um grafo (5 — 1)-regular desconexo, para n par.

Resolugao: Dois exemplos: 2K5, 2K3.

Mostre que todo grafo com n vértices é isomorfo a um subgrafo de K,,.

Resolugdo: Seja G um grafo com n vértices, temos que G UG = K, e assim G ~ K, \G.

Mostre que todo subgrafo induzido de um grafo completo é completo.

Resolugao: Segue da definigao de subgrafo induzido.

Todo subgrafo de um grafo bipartido é bipartido.
Resolugdo: Segue da defini¢ao de grafo bipartido.
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O grafo linha de um grafo G é o grafo L(G) com conjunto de vértices igual a
E(G) e dois vértices sao vizinhos se e somente se elas sdo arestas incidentes a
um mesmo vértice em G. Mostre que E(L(G)) = -, cy(q) w.

Resolugao: Observe que cada aresta de G é um vértice de L(G), e para cada vértice v de G

existem d(v)(d(v) — 1) pares de vértice vizinhos em L(G). Somando para todos vértices de
< d(v) (d(v)~1)

G, e pelo Teorema do aperto de maos, temos ZUEV(G) .

Mostre que dois caminhos quaisquer de comprimento maximo em um grafo GG

conexo possuem necessariamente algum vértice em comum.

Resolugao: (Contradigao) Ao tomar dois caminhos méximos de modo que nio haja vértice
em comum, ha um caminho entre dois vértices dos dois caminhos distintos, ja que o grafo
é conexo. Assim, ha um caminho maior do os caminhos maximos tomados inicialmente, ha

assim uma contradicao.
Um grafo (simples) é auto-complementar se G ~ G.

(a) Dé dois exemplos de grafos auto-complementares.
Resolugao: Py, Cs.

(b) Prove que um grafo auto-complementar tem 4k ou 4k + 1 vértices, para k
um inteiro nao negativo.
Resolucdo: Se um grafo G é auto-complementar entdo G e G possuem mesmos Nimeros
de vértices e mesmos numeros de arestas. No grafo completo héa @

em G e G ha o mesmo namero de arestas, em cada um dos grafos ha

arestas, como
n(n—1)
4

arestas.
Com isso, ou n ou n — 1 é multiplo de 4.

Mostre que se m > n entao G contém um ciclo.

Resolugao: Principio da casa de Pombos, onde as casas sao os vértices e os pombos as

arestas.

Quantos grafos simples existem com n vértices?

Resolugao: 2(3), pelo principio multiplicativo em relacao a quantas arestas sao possiveis em

um grafo.

Determine quais grafos bipartidos completos sao grafos completos.

Resolugao: K; ;. Como um grafo bipartido K, ;, para p > 1 e ¢ > 1 obrigatoriamente nao
héa arestas entre vértices de uma mesma parte, logo K; 1 é o tnico grafo bipartido completo

que é um grafo completo.

Mostre que o complemento de um grafo desconexo é conexo.

Resolugao: Consideremos G desconexo, temos dois casos: Se dois vértices estao em duas
componentes conexas distintas em G, no grafo complementar estes vértices serao vizinhos,

portanto estaro na mesma componente conexa; Se dois vértices (u e v) estdo na mesma
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componente conexa em G, no grafo complementar existe um caminho de u para w, tal que
w estd em componente conexa distinta de u e v em G, e de w para v, portanto ha caminho

entre u e v em G.

Mostre que para qualquer grafo G, se § > 2 entao GG possui um ciclo.

Resolug¢do: Tome um caminho maximal em G, seja u o primeiro vértice deste caminho. Como
o caminho é maximal e d(u) > 2, h4 mais uma aresta incidente a u que nao esta no caminho,

logo esta aresta é incidente a algum outro vértice do caminho, formando assim um ciclo.

Mostre que qualquer grafo com pelo menos 6 vértices possui trés vértices vizi-
nhos entre si ou trés vértices nao vizinhos entre si.

Resolugao: Uma forma de provar é analisar todos os grafos com 6 vértices e verificar que em

cada um deles ha uma clique de tamanho 3 ou um conjunto independente de tamanho 3.

Se GG é um grafo contendo exatamente dois vértices de grau impar, entao existe
necessariamente um caminho ligando estes dois vértices em G.

Resolug¢do: Como consequéncia do Teorema do Aperto de Maos, ha sempre um ntimero par
de vértices de grau impar. Como G possui dois vértices de grau impar, se cada um estive
numa componente conexa distinta entao em cada componente haveria um tnico vértice de
grau impar. Como uma componente conexa é isomorfo a um grafo, entao esse seria um grafo

com namero impar de vértices de grau impar, contradigao.



