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arafos Euleriar\os

Luis Felipe
uee

23 de Setemrro de 2022



4
LG8
W’ P n
22!

Blocos

Um Bloco é um arafo conexo Que N30 possui articulagdo.

Um Bloco de um arato G é um surarafo de G maximal com
relacdo 3 propriedade de ser Bloco.
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- Dois Blocos dwerer\-tes et um Grafo tém no
MEXIMO um Vértice em comum.

: Cada aresta de um arafo G estd em uw Gnico
Bloco. Portanto, 0s Blocos £ormam uma partiedo de

E(G)%



e

P\

a0
il ( )

22! / Lo
Exemplo o’ .\ 0/.
° S e
0130/ .\l
B @ Bs ./. B, N i & /‘\
B i Y
[ ® 2 o c\l

- B, possui dois vértices Que O desconectam.
- By e B; s30 K3's, portanto, 2-conexos.
- B4 n30 possui dois vértices Que o desconectam.

- By, By, Bz e B, s30 2-conexos. Logo, tamrém s30
1-conexos.

- De modo ceral, todo arafo k-conexo tameém é
(k—i)conexo,i=1,...,k—1
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Como caracterizar arafos k-conexos?

- Vimos 0s conceitos de: articulagdo; corte de vértices;
arafos k-conexos; arafos k-aresta conexos;
relacionamos «, k' e d; Vimos Blocos.

- SaremoOs caracterizar Os arafos l-conexos. Como?

> G & 1-conexo se, e somente se, para QualQuer par de
Vértices u e v existe pelo menos 1 caminho entre eles.
- E soBre 0s arafos 2-conexos? Cor\seeulmos alauma
caracterizagdo?Simlil
> G é 2-conexo se, e somente se, para QualQuer par de
Vvértices u e v existem pelo menos 2 eaminhos sem
Vértices em comum, exceto os proprios u e v. (Whitney)

- E soBre os arafos k-conexos?
> G é k-conexo se, e sOmente se, para Qualauer par de
vértices u e v existem pelo menos k caminhos sem
vértices em comum, exceto Os proprios u e v. (Menaer)
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Teorema de Whitney

Teorema: G € 2-conexo se, e sOmente se, para QualQuer par
de vértices u e v existem pelo menos 2 caminhos sem
Vértices em comum, exceto Os proprios u e v.

Prova: (+-) Se temos dois caminhos disjuntos entdo
Qualquer par de vértice u e v, s remogdo de 1 vértice n3o
deixa nenhum Vvértice desconectado, entdo G é 2-conexo.
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Continuagdo da demonstragdo

(=) Seja G 2-conexo. Vamos mostrar por indugdo na
distancia d(u,v) entre vértices u e v, Que QuaisQuer dois
vértice u e v s30 conectados POr pelo menos dois caminhos
disjuntos. '

Base: Suponha d(u,v) = 1. Como G é 2-conexo, a8 aresta uv
N30 é uma ponte, Io&o, uv estd contida Num ciclo.

Hi: Assuma Que O teorema vale para Quaisquer dois vértices
com disténeia menor Que k.
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Conclusdo da demonstragdo

Passo: Suponha d(u,v) = k e k > 2. Considere um caminho
entre u e v de tamanho k e seja w O vértice Que precede v
neste caminho.

Como d(u,w) = k — 1, secue da Hl Que existem dois caminhos
internos disjuntos entre ue w em G. Sejam P e Q estes
caminhos entre u e w.

Como G é 2-conexo, G — w é conexo, e assim ainda contém
um caminho entre u e v, seja P’ este caminho. Sejs x O
Gtimo vértice de P’ que tamrém pertence a PU Q. Como

u € PUQ, existe este vértice x, Que pode eventualmente ser
igual a8 v.

Assuma, sem perda de ceneralidade, Que x € P. Assim, G
POssui dois eaminhos internos disjuntos entre u e v. Sendo:
um composto pelos vértices de P de u até x juntamente
pelos vértices de P’ de x até v; outro composto por Q e a
aresta wv.
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Gratos Eulerianos

Um circuito de Euler é um passeio fechado que visita cada
aresta do arafo exatamente uwa vez.

Lemeram do Proelema das 1 pontes de Koniaseera?

Existe dirauito de Euler no arafo associado a este mapa?
Nao!
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Grafos Eulerianos - Caracterizagdo

Teorema: Um arafo conexo N3o trivial é Euleriano se, e
somente se, O Grau de cada um dos Vértices é par.

Prova: (=) Suponha G um arafo Euleriano conexo e N3o
trivial (diferente de Kip).

Seja C um passeio de Euler com inicio e £im No vértice w.
Cada vez Que um vértice v aparece no passeio de C, duas
arestas incidentes a v s30 contadas (uma vindo para v e
outra saindo de v. '

Como um passeio de Euleriano passa cada aresta
exatamente uma vez, ent3o para todo v # u, d(v) é par.
Similarmente, d(u) é par, pois C comega e termina em wu.
Outra forma de verificar Que d(u) é par: Ha nGmero par de
vértices de arau impar (Aula 2) e todo vértice v # u possui
arau par,entdo u s pode pOssuir Grau par.
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Grafos Eulerianos - Continuagdo da prova

(<) Suponha G é conexo N30 trivial onde todo vértice tem
arau par. Vamos construir um passeio de Euler em duas
etapas: G

Decompor as arestas de G em ciclos;
Compor o passeio de Euler a partir dos ciclos da E-tapa .

Na E-tapa |, comegamos por identificar um ciclo G No arafo

(N30 necessariamente cerador). Este aiclo G existe porque
todos Os Vértices possuem arau par. Podemos ent3o repetir
3 OperagQdo em relagQdo a8 uma componente conexa N30 trivial
deste arato. Ortemos assim a decomposigao.
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Grafos Eulerianos - Conclusdo da prova
Compor O passeio de Euler a partir dos ciclos da E-tapa |.

Na E-tapa 2, comegando com o ciclo C;, compomos C; com
um cido G aue tenha vértice em comum com C;. O cico G
existe, poraue O arafo é conexo.
A cOMmPOsiQ30 é realizada enquanto houver ciclos da E-tapa |
N30 presente nesta etapa.
Etapa 1 *+ Etapa 2
1 3

% \ a’\rb

Tomando, portanto, vértice a e v em (i, tal Que v tampém
pertenga a C;, Que POr sua vez POssua um outro vértice b.
Percorramos entre C; e C tal como na figura acima. Note
Que esteé um passeio de Euler associado a G e (.

ApGs isto, caso exista outro cido Gy, £808M0Os © mesmo
procedimento compondo C, ao (G



