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Arvores

Teorema S. Se G uma drvore entdo m=n— 1.
Prova: (Demonstragdo por indugdo forte sorre n).

- Base:n=1 G~ K;. Portanto, m=0=n-—1.

- Hl: Suponha Que o tecrema seja verdadeiro para todas
as drvores com Vértices.

- Passo: Seja G uma drvore com n vértice, n > 2. Tome
uv € E. Como G é uma érvore, entdo G\ {uv} é uwm arafo
sem caminho entre u e v, dado Que Numa drvore hd um
Gnico caminho entre QualQuer par. de vértices. Dessa
forma, G\ {uv} possui duss componentes conexas e cada
componente conexo pPossuli Vvértices, e
assim, cada componente conexa é uma drvore e satisfaz
a Hl. Considere G; e G, as duas componentes conexas de
G\ {uv}. Por Hl, m(Gl) =n(G)—1e m(G) =n(G)—1
Com isso:
m(G)=m(G))+ m(G)+1=n(G)—1+n(G)—-1+1=n(G) -1
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Necessério, mas subiciente?

NAD!!

Existe um arafo com m=n— 1 Que N3Q seja drvore?
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Teorema b. Seja G um arafo. Entdo duas propriedades
Garantem a terceira:
- .m—=ntl
- G é conexo
- G é acidico
- Prova:
J8 mostramos que se G é conexo e acdialico, ent3o
m=n—1 o

R esta:
> Mostrar Que se G é adldico e m=n—1,ent30 G é conexo.

(Prova por aesurdo)
> Mostrar Que se G é conexc e m=n—1,ent30 G é acidlico.

(Prova por agsurdo)
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G acdicicoe m=n—1

Se G é acldico e m=n—1,ent30 G é conexo.

Prova: Suponha Que G sejs aciclico com n — 1 arestas e G
seja desconexo, com w componentes conexas.

Cada componente conexa tamprém é acialica e, dessa £orma,
cada componente conexa é uma drvore. Ou seja:
m=>",(ni—1)=n—w. Por outro lado, m = n — 1, assim:
m=n—w=n—1 Assim w =1 Contradigdo por termos
assumido G desconexo.
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G conexoe m=n—1

Se Gé conexo e m=n—1,entdo G é adialico.

Prova: Suponha Que G seja conexo com n— 1 arestas e G
POssua um ciclo C. :

Considere um par de vértices vizinhos u e v Que pertengam
a C. Dessa forma, ha dois caminhos entre este par em C, a
saper, pela aresta uv e pelo caminhO QuUe percorre Os demais
vértices de C. Seja P este caminho de u até v que N30 passa
pela aresta uv.

Reemovemos, aaors, a aresta uv de G. Temos Que G\ {uv} é

coNnexo, POIs 38 remogao de uv continuou mantendo caminhos
entre ue vpor P. Como G\ {uv} é conexo e adiclico, temos
Que G\ {uv} é uma drvore. Contradiedo pelo £ato de G\ {uv}
pPOssuir n— 2 arestas.
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Corolério 3. Em uma drvore sempre ha pelo menos duas
£olhas.

Prova: Pelo Teorema do Aperto de M3os: Y- .\, d(v) = 2m.
Como G é uma drvore, m = n— 1 (Teorema S). Dal,

) St )R A

veVv

- Suponha G . Portanto, d(v) > 2,Vv € V. Dal,

> d(v) >2n

veV

Arsurdo. Loco, dois vértices possuem araus iauais a 1
Para Que a soma seja 2n — 2. POis, se uwm vértice tivesse
arau jausl a8 0, 0 arafo seria desconexo. Se somente um
Vértice tivesse arau iqual a 1, 8 soma dos Graus seria
pelo menos 2n — 1.
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Corolério 4. Se T é uma érvore com f folhas, entdo f > A

- Prova:
Sejam u € V tal Que d(u) = A e F o conjunto das f
£olhas de T. Dal,

ddv)y=f+a+ > dv).

7% vGV\(F‘U{u})

Como d(v) > 2,Vv e V\ (FU{u}) temos:

Sld(v)=Ff+A+ > d(v) > FHA+2(n—f-1) = —f+A+2n-2
vEV veV\(FuU{u})






Pontes

Uma ponte em um arafo G é ums aresta que satisfaz:
w(G) < w(G —e).
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Arvores e Pontes

Teorema 1. Uma aresta e é uma ponte se, e somente se, e
N30 pertence a um ciclo.

Prova:

(=)

Suponha Que e = xy seja uma ponte em G. Logo,

,w(G) < w(G — e). Como e é uma ponte, ent3o a0
ser removida, temos Que x e y pertencem a componentes
conexas distintas de w(G — e). Caso a aresta e pertenga a uwm
cicdlo C de G, ent30 apds a remogdo de e, sinda haveria um
caminho entre x e y. Portanto, e N30 seria uma ponte.

(<)

Assuma Que e N30 pertenga a um cicdlo e Que e N30 seja uma
ponte, loao w(G) = w(G — e). A iaualdade diz Que ainda existe
um eaminho entre x e y N30 passando POr e em G — e
Configurando, portanto, mais do Que um caminko em G
ernttre x e y, e assim, e pertence a uw ciclo. Contradicdo pela
hipStese de que e N30 pertence a um ciclo.
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Arvores e Pontes

Teorema 8 Um arafo conexo é uma drvore se, e somente
se, toda aresta é ponte.

Prova:

(=)

Seja G uma érvore e e uma aresta de G. Como G é aciclico,
ent3o e N30 pertence a nenhum ciclo de G e portanto, pelo
Teorema 1, e é uva ponte de G.

(<) v

Suponha que G seja conexo e N30 seja uma drvore, oo G
pOssui um ciclo C. Assim, pelo Teorema 1, nenhuma aresta de
C é uma ponte.
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Teorema 9. Todo arafo conexo admite uma arvore
ceradora, ie., um suBarafo erador (suecrafo cerador é um
supGrafo Que possui todos Os Vértices do arafo) Que é uma
drvore.

- Prova:
Seja G um arafo conexo. Considere O suBarafo
cerador H de G que seja minimalmente conexo, ie., para
toda aresta ec H, H — e é desconexo. Cada aresta e de H
é ponte e, pelo Teorema 1, temos Que e N30 estd em
ciclo. Loco, H além de ser surarafo cerador e conexo é
tamBém aciclico.
Portanto, H é drvore (ceradora de G).
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Arvores e Pontes

Coroléric IO. Se G um arafo conexo,entdo m>n— 1.

Prova:
Como G é conexo, entdo, pelo Teoremsa 9, G possui uma
drvore ceradora T. Assim, m(G) > m(T)&=n(T)—1=n(G) — L
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Arvores e Pontes

Teorema . Seja T uma drvore ceradora para um arafo G e
seja e uma aresta Que pertence a G, mas Nndo a T. Entdo, o
arafo T + e pOssui exatamente um ciclo.

Prova:

Considere e = xy uma aresta de G Que N30 pertence a T.
Como T é minimamente conexo, entdo existe um dnico
eaMINhO X, V1, Vo, ..., vy entre x e y em T. Logo, com a adigdo
de e, T + e possui um Unico cidlo C, a sager,

C=xvy b Vi YX.

Note aue C é um ciclo, e além disso, N30 had outro ciclo em
T + e, pOis casO houvesse mais ciclos, haveria mais de um
caminho entre x e y em T.



