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Grafos Bipartidos

- Um arafo G = (V,E) é eipartido se V adwite
em dois surconjuntos X e Y tais Que toda aresta em E
POssul uwm extremo em X e O outro extremo em Y.
Essa partiqdo de V(G) é chamada de Biparticdo de V.
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- Um arafo é eipartido completo, denotado por K, 4, € um
arafo Bipartido (X, Y, E) com |X]| —vp,|Y| —gelEl—pxgqg
Ou seja, K, , tem todas as arestas possiveis com um
extremo em X e O owtr‘o em Y.
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Grafos Bipartidos

Teorema 2: Um arafo ripartido k-regular, com k > 0 e com
Biparticdo de V em X e Y, satisfaz |X| = |Y|.

- Prova: Num arafo eipartido,

M=y dv) =3 dv)

veX vVEY

Como G é k-reaular,

> d(v) = kX
veX

(=
> d(v) = kY],
veY:

Loao, k|X| = k|Y| e, como k >0, |X| = |Y|.



Passeio, trilha e caminho

- Passelo: uma seQuénaia vy, vs,. .., v de vértices de V com
vivisi € E,onde i =12, ... k—1
> Comprimento do passeio = numero de arestas.

- Trilka: um passeioc onde as arestas s30 distintas.

- Caminho: um passeio onde Os vértices sao distintos.

- Ciclo: é um Passelo fechado vy, vz, 4 ‘, Vi = v1, Onde
Vi, Vo, ..., Vk_1 é um caminho. ',
> Connpmmer\—to do cidlo = nimero de arestas = nimero de
vértices

> Se 0 ciclo tem comprimento par, € dito ciclo par.
» Caso contrério 2 dito aidlo impar.
> A cintura é o comprimento do menor ciclo de G.
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a,b,c,d,c,e é& um passeio
( ) a,b,c,d,c,e N80 é uma trilha

\‘/| | a,b,c,d, c,e N3O é um caminho
® ab,c b g é uwa trilha

¢ a,b,c,f,b,g N30 é um caminho
h,b,c,d é& um caminho
a, b, h,aé umw ciclo impar
a,b,g, h,aé um ciclo par
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Conexidade : o o
- Um arafo G é conexo : '/ \‘ : o
se existe caminho enttre N
Qualauer par de Vértices de G. () I / |
Lo ©
- Um arafo G é desconexo 6 e °
QuUaNdo N30 é conexo. 2 i gt ,
o 00 i
Nt l L
e L. i,
9 . . . ./\

- Uma componente conexa
de uwv arafo G é um surRGrato conexo Mmaximal.
» Denoctamos por w(G)
O NUmero de componentes conexas de G.
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Distancia, Excentricidade, Didmetro e Centro

- A distinaia entre dois vértices u,v € V, denctada por
d(u,v), é o tamanho do menor cammko entre ue v
em G.

> Quando N30 ha caminho entre os ve_r*tlee_s u,v, d(u,v) = oo

- A excentricidade de um vértice v € V, denotada por e(v),
€ o valor da maior disténcia entre v e 0s demais
vértices de V. :

- O didvetro de um arafo G, denotado por diam(G) € o
valor da maior excentricidade dos vértices de G.

- O centro de uw arafo G, denotado por C(G),é o
conjunto dos vértices de menor excentricidade do
arafo.
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Exerdcio: Determine as distdncias entre todos Os pares de
vértices, a excer\—trmldade de cada vértice, o dlanne—tro e o
centro do arafo araixo.
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(Outros) Tipos importantes de arafos

- Um arafo é um cralbo ciclo de tamanhko n, denotado por
C,, n > 3,se G consiste de uwm Gnico ciclo.
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- Um arafo é um crafo caminko de tamanho n — 1,
denotado por P,, n > 2, se G consiste de uw Gnico
@amiNhO com n Vvértices.
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Caracterizaqdo de Grafos Bipartidos

Exerdcio: Determine se Os seauintes arafos s3o eipartidos.
. (l
b C
o—o b / \(
a d .___
e d

- Note aue n3o existe gipartiqdo para o Gs.
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Caracterizaqdo de Grafos Bipartidos

Teorema 3. Um arafo G = (V, E) é gipartido se, e somente
se, G N30 possui cidlo fwvpar.
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Demonstragao (ida)

Prova:

= Seja G Bipartido com Biparticdo em X e ' e sejs
C =y, vi, - - .V, vo um ciclo areitrario de G. Suponha,

,Que vy € X. Assim, cOMO Vi é uma
aresta de G e G é Bipartido, temos que . Da mesma
forma, v, € X. De modo ceral, v € X e . Note aue
coloeamos vy em X, e como existe a aresta vy em G, entdo

pertence a Y. Ou seja, k é impar (k = 2i + 1, para alaum .
Isso implica Que C, de tamanho k + 1, possui tamanho par.
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Demonstragao (vorta)

Prova (continuagdo):

=

Note aue é suficiente considerarmos G conexo (se G N30
fosse conexo, Bastava analisar cada componente conexa
separadamente). Suponha G um arafo sem ciclos impares.
Escolha um vértice areitrario u € V(G). Como G é conexo,
definimos uma particdo dos vértices de G em relagdo a
distncia dentre u e 0s demais vértices.de V pela seauinte
ass0ciag3o: ,

X = {xeV|d(ux)épar}
= {ye V| d(uy) é mpar }
Resta mostrar aue X e ¥ formam uma Biparticdo de V/(G),

Ou seja, vdMOos Mostrar Que N30 ha aresta entre dois
vértices de uma mesma parte.
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Demonstragdo (volta, continuagdo)

Prova (continuagdo):

Considere v e w dois vértices de X. Portanto, a disténcia
ernttre u e v é par, Bem como a distdncia entre ue w é par.

Considere P um caminho de menor comprimento de v até v
e Q um caminho de menor comprimento de u ate w.

Considere v’ o GHiMmo Vértice comum Que pertenga tanto a
P auanto a Q (note qQue, eventtualvente, v’ = u).

Como P e Q s30 caminhos de menores tamanhos, ent3o Os
eaminhos de u até u’ tanto em P Quanto em @ possuem O
Mmesmo tamanho.

Como P e @ pOssuem comprimentos pares, Os caminhos
entre ' e v e ertre U e w possuem a8 mesma paridade.
Implicando, entdo, Que O caminho entre v e w utilizando
arestas de P e @, passando por v/, possul comprimento par.
Sejs P'Q’ este caminho.
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Demonstragdo (volta, coneclusdo) -

Prova (conalusdo):
Se v e w £ossem vizinhos, terfamos, portanto; um ciclo
impar oetido pelo caminho P'Q’ e pela aresta vw.

Porém, dado que N3o existe ciclo inpar em G (por hipdtese),
entdo ndo existe a aresta vw. Ou sejs, N30 existe aresta
entre dois vértices da mesma parte X.

Analoaamente, secue para Quando analisamos dois vértices
de Y.



folhas

Toda drvore é, por definicdo, uw arafo eipartido.
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Arvores

Teoremas 4. Um arafo é uma drvore se, e somente se,
entre cada par de vértices existe um GNico caminho.

= De_m_:
(+) Se, entre cada par de vértices existe caminho, entdo
G é conexo. Além disso, como O eaminho é tnico, G N30
pPOssui ciclos.
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Arvores

- Dem. (continuagdo):
(—) Agora, seja G uma drvore e suponha Que, entre Os
vértices u e w existam dois eaminhos distintos P e P’
Tome xy € E(P) tal Que xy ¢ E(P'). ]
Considere o susarafo induzido por P U P’ e remova
deste surarafo a aresta xy. Note aue (PUP’')\ {xy} é
conexo. Logo, existe um caminho P’ entre x e y neste
suearafo. Portanto P’ + {xy} é um ciclo em G. Assurdo.




