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Motivagdo

Queremos construir um Grafo Que modele © esQuema de
transito em um Quarteirdo formado pelas ruas ABCD e E.
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Motivagdo
Vamos modelar © proglema com O seauinte arafo:

- esQuina — Vvértice
- rua entre esQuinas — aresta

—o

Este grafo representa gof

bem o diagrama y NS\OI |
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Motivagdo

Para mantermos as informacSes de transito do diaaramas,
VaMOs modelar O proilema com O seauinte arafo
direcionado:

- es@QuUIiNa — Vértice ?
- rua entre es@uinas — aresta direcionada

. e=>e

o

e—>0

<0
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Detinicdo

Um arafo direcionado ou diarafo D é uw par ordenado
(V,E), denotado por D = (/. E), onde V é um conjunto
finito e N30 vazio de vértices e E é um coh’ji;lr\—to de pares
ordenados de vértices distintos de V denominados arestas
direcionadas Ou arcos.

Assim, em uw diarafo, cada aresta d|rec|or\ada (v, w) possuli
uma Gnica direqgdo: de v para w. .
Note que (v, w) # (w, v).

o—>0
0<— 0
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DefinigSes e exemplo

- Dada uma aresta direcionada e = (v, w), dizemos Que
(v, w) é divercente de v e converaente a w.

- Além disso, v é dito cauda de (v.w) e w 8 careqa de (v, w).

- Em um diarafo simples D, se (v,w) € E(D), v é dito
predecessor de w e w é dito sucessor de v.

¢ D=(V,E).V={abcd o
E = {(2,),(b:). (a1 ), (b,€), (e, ). (&), (d: ). (d: )}

0<—0
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DetinigGes e exemplo

- O @rafo G n3o direcionado oetido a partir de D pela
remog3o das direeSes das arestas é dito crafo
susjacente de D. D é dito uma oriemtacao de G.
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Conceitos Basicos

- O @rau de entrada de v,denctado por d~(v) € O numero
de arestas direcionadas Que convercem para v.

- O arau de salda de v, denotado por d(v) é o Nnimero de
arestas direcionadas Que diveraem de v.

> Se d~(v) = 0,entdo v & dito forte de D.

> Se dt(v) =0, ent80 v é dito sumidouro de D.

<

i

- OBs: 3 vev d7(v) = [E(D) = Xyev d7(v).

d+(a) = 2 fonte
d*(b) = 2
@ (c]=0
d+((d)) _, fonte
dt(e)=2
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Vizinhanga

- A vizinhanga de entrads de v, denotada per N (v) é o
conjunto de todos Os vizinhos de entrada de v, ou seja,
t0odos Os vértices com arestas direcionadas Que
converaem para v. :

- A Vizinhanga de saida de v, denctadaipor Nt(v) é o
conjunto de todos Os vizinhos de salda de v, ou seja,
todos os vértices com arestas direcionadas Que
diveraem de v.
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Conceitos Basicos

- Os conceitos de passeio, trajeto, caminho, ciclo sdo
detinidos de maneira andloaa a8 £orma como foram
definidos para Grafos simples.

> OBS: Em diarafos, podemos ter ciclos de comprimento 2.

- Um Vértice v alcanca um vértice u, se existe um caminho
direcionado de v para u.

- Um diarafo D= (V,E) é #ortemgn{é conexo se, para
todo u,v € V, u alcanga v e v aleanga wu.

- Um diarafo D = (V, E) é unilateralmente conexo se, para
todo u,v € V| u alcanga v ou v alcanga u.

- Um diarato D = (V,E) &€ fracamente conexo se O arafo
surjacente de D for conexo.
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Conceitos Basicos

@@@ ;

D é $racamente conexo?

0

i
° / A
: e/
D é unilateralmente conexo? @

e ‘ NAQ e r
a N30 alcanga d
d N30 aleanga a

D é fortemente conexo?

‘q’;\ct |'
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Exemplo

Verifiaue se o diarafo araixo é fortemente conexo.

@\\—;Q

e’f—\@

Um diarato fortemente conexo é, claramente,
unilateralmente conexo e fracamente conexo.
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Teorema. Se D é um diarato sem ciclos direcionados, ent3o
D tem sumidouro e fonte.

Prova: Por aesurdo, suponha @ue D N30 possui sumidouro.
Seja vi € V. v; N30 é sumidouro, Ioco existe v, € V tal que
vivo € E. v» tamBEéEM N30 é sumidouro, [0Go existe vz € V,
vz # v (caso convtrério, D teria ciclo direcionado) tal que
vz Note Que este processo se repetird indefinidsmentte.
Arsurdo, pois D tem um nimero £inito de vértices.

A prova para fonte é andloaa (exeraald).
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*Olre_orema (Gallal). Um diarafo D possui um caminho
direcionado com tamanho x(D) — 1.

Prova: Seja A’ um conjunto minimal de arcos de D tal Que
D' = D\ A’ ndo contenha ciclos direcionados. Seja k ©
tamanho de um maior ecaminko direcionado de D'

Atrigua cores 1,2,--- k41 a0s vértices de D', da seauinte
forma: o

- Tome um Vértice v qualauer;

- Tome um maior eaminho direcionado em D’ com oriaem
em v;

- Atrieua a cor i 8 v se O caminho tem tamanho / — 1.
(note, por exemplo, Que sumidouro recege cor 1)

Denote por V; o conjunto de vértices Que recesem a cor i
Queremos mostrar aue (Vi, Vo, -+, Vii1) é uma
(k + 1)-coloragdo prépria de D.
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Continuagado

Vamos mostrar a seguinte atirmagdo: A origem e o fim de
Qualauer caminho direcionado em D’ possul diferentes cores.

Seja P um caminho direcionado de u até v em D’ e suponha
v € Vi. Portanto, existe um caminho direcionado
Q= (v1,va, - ,v;) em D' tal que v; = v.

Como D' N30 contém ciclos direcionados, ent3o PQ é um
camiNho direcionado com Origem em u e com tamanho pelo
menos i. Portanto, u & V.
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Conclus3o

Vamos mostrar, aaors, a8 seguinte afirmagdo: Os extremos
de aQualauer arco de D possuem diferentes cores.

Suponha que (u,v) € A(D):

Se (u,v) € A(D'), ent30 (u,v) é um caminho direcionado em
D', e assim, u e v recerem cores diferentes.

Se (u,v) ¢ A(D'), ent8o (u,v) ¢ A. Por conta da mininmalidade
de A, temos aue D’ + (u,v) contém um ciclo direcionado C.
Note que C — (u,v) é um caminho direcionado de v para u em
D', e assim, tameém neste caso, ue v pOssuem cores
diferentes.

Dessa forma, de fato, (Vi, Vo, -, Vki1) € uma
(k + 1)-coloragdo prépria de D. Com isso, xy < k + L

Portanto, D possui um ecaminho direcionado de tamanho k,
tal Que k> x — 1L
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Consequéncia

Oes.: Todo arafo G possui umwa orientagdo Na Qual ©
tamanho do maior caminko direcionado é y — 1

Dada uma x-coloragdo de G com Os conjuntos dos vértices
Vi, Va,--+, Vy com cores 1,2, - - . , x, respectivaiente,
atriBuamos a seguinte orlentacio: e
- Tome uve G,talQue ue Vie ve Vj,para i <j(ousejs, u
receBe COr | e v recese Cor j,Para i< j);

- AtriBua O arco (u,v) para O arafo direcionado associado.

Note que nenhum caminho direcionado nesta orientaqado de
G tem tamanho maior aue x — 1 (ou seja, N30 contém mais

do aue y vértices), pois nenhum par de vértices do caminho
pPOssuem a mesma cor.

Se u e v tivessem mesma cor, N30 seriam vizinhos. Porém
h8 caminko direcionado de u a v, assim, hd uma seQuéncia
crescente de cores desde u até v (associando a0s arcos
atrisuidos). Contradiqdo por u e v recererem mesma cor-
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Torneio

- Um torneio é um diarafo cujo arafo susjacente é
completo.

- Um rel é um vértice que slcancs Qualauer outro vértice
eoOM, NO MEXIMO, 2 areos. :

Corolério. Todo torneio possui um eamtr\ho Hamitoniano
direcionado. i

Prova: Dado um torneio D, temos @ue x(D) = n e, pelo
teorema anterior, existe uw caminho direcionado com
tamanho n — 1.
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Teorema (Chvatal & Lovasz). Se D é um diarafo, entdo D
POssui um conjunto independente S tal aue, Vv € V(D) \ S, v
é alcangado por alaum vértice de S Num eaminho de tamanho
menor ou igual a8 2.

Prova: Indugdo forte soere n.
Base: O teorema é verdadeiro para n= 1.

Hl: Suponha Que o teoremsa seja verdadeiro para todos os
diarafos com menos que n vértices. Ou seja, se D’ possui NO
Méximo n — 1 vértices, entdo D’ possui um conjunto
independente S’ tal Que todo vértice v e V(D')\ S’ é
alcangado por alaum Vértice de S num caminho de tamanho

MeNnor ou igual a 2.
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Conclus3o

Passo Seja D uw diarafo arsitrério com n vértices e sejs v
um vértice areitrério de D. Pela Hl, existe um conjunto
independente S’ em D' =D — ({v} UN'(v)), tal Que cada
vértice de D' que N30 estd em S’ é alcangado por um vértice
de S’ por um caminho direcionado de tamanho NO Maximo 2.

Se v é extremo de um arco (u,v), tal @ue u € S’, entdo cada
vértice de Nt (v) é alcangédvel pOr u POr um caminho
direcionado de tamanho 2. Portanto, neste caso, S = S’
satisfaz a propriedade requerida.

Caso contrario, v N30 é extremo de um acro (u,v) com
u€e S entdo v N30 é vizinho 8 nenhum Vértice de S’ (note
Que NT(v) nBo estd contida em D', e, dessa forma, tameém
N30 contém SN. Portanto, o conjunto independente

S =S U{V} satisfaz a propriedade requerida.






