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Nea aula passada vimos..

- Definiqdo de Grafos planares.
- DefinigSes de faces, arafo dual e suas conseQuéncias.
- Relaqdo de Euler e suas consequéncias.

- Exemplos (demonstracSes) de ara4>os Que N30 s3o
planares. x
> Ks n30 é planar
> K33 N30 é planar
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Outras conseQuéncias

Lema. Se G é planar, ent30 todo sukarafo de G é€ planar.

Prova. Por contrapositiva, suponha Que existe um suearato
H de G que N30 possua umwa representaqdo plana. Como H
N30 é planar, ent30 hd 80 Mmenos duas arestas cruzando em
Qualauer representaqdo de H no plano. Como todas as
arestas de H tamBém s30 arestas de G, I0GO essas mesmas
arestas Que se cruzam em H, se cruzam em G. Assim, G n3o
é planar.

Corolario. Todo arafo G planar N30 pPOssui COMO sUBGrafo
O Ks nem O K3’3.

Prova. Ks e K33 N30 s30 planares (Aula [9). Assim, pelo lema
antterior, temos o resultado.
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Surdivis30 de um arafo

Qualauer arafo oetido a partir de um c:ra'&o‘z:"G pela inserqdo
de Vértices de arau 2 nas suas arestas é uma sukdivisdo de G
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Outras conseQuéncias

Lema Se G é N30 planar, entdo toda sukdivisdo de G é n3o
planar.

Prova. Por contrapositiva, suponha Que existe uma
surdivisdo H de G que seja planar. Dessa £orma, tome a
representaqdo plana de H. Para todo vértice de H Que n3o
seja de G, temos aue se u € V(H)\ V(G), entdo existem dois
Vértices v e w em H tais Que vu e uw pertencem a H. Dessa
forma, £aeamos 3 seauinte transformagso: remova o
vértice u e adicione a aresta vw. COMO v, u, w é uma
representaqdo plana, ent3o vw tameém N30 possui
cruzamento com outra aresta. Fags isso en@uanto houver
vértice em V(H)\ V(G). Ao final, ostemos G em sua
representagso plana.

Corolario. Todo arafo G planar N3o contém surdivisdo do
Ks ou K373.

Prova. Ks e K33 N30 s30 planares (Aula [9). Assim, pelo lema
antterior, temos o resultado.
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Caracterizagao

Oers.: O GHimo coroldrio €, slém de ser uma condicdo
necessdria, uma condicdo suficiente.

Teorema (Kuratowskl). G é planar se, e 'somente se, G N30
contém suedivisdo do Kz ou do Kj 3.

Uma caracterizagdo mais imediata é a seauinte:
Oers. G é planar se, e somente se, cada Bloco de G é planar.
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Aplicagdo

Vamos provar Que O arafo de Petersen é n3do planar. Ou

seja, vamos verificar Que este arafo cor\-tem uma suedivisdo
do K3 £
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Aplicagdo
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Aplicagdo

Vamos provar Que O arafo de Petersen é n3do planar. Ou

seja, vamos verificar Que este arafo contém uma susdivisdo
do Kss. e
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Aplicagdo

Vamos provar Que O arafo de Petersen é n3do planar. Ou
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Grafos planares e coloraqdo de vértices

Na aula passada (Aula |9) provamos Que se G é planar ent3o
§ < 5. Com issO, conseauimos provar:

Teorema Todo arafo planar é 6-colorivel.

Prova: Indugdo em n. Para todos os arafos planares com No
MaxiMmo 6 Vértices, o teorema é trivialmente verdadeiro
(rasta tomar, por exemplo, uma cor pra cada vértice).

Assuma Que todos 0Os arafos planares com NO Médximo n — 1
véritices sejam 6-coloriveis.

Tome G um arafo planar com n vértices. Como G € planar,
ent3o existe um Vértice u de arau d(u) < 5. Remova u. Assim,
o arafo G\ {u} é 6-colorivel. Como |Ng(u)| <5, uma das 6
cores da 6-coloragdo de G\ {u} estd disponivel para uem G.
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W A orema. Todo arafo planar é 5-colorivel.

Prova. Suponha, por contradicdo, Que O teorema é falso.
Assim, tome um arafo planar G 6-critico.Saremos, ainda, Que
§<5(Aula 9) e que § > 5 (Se G é k-aritico entdo § > k — 1.
Dessas duas desiaualdades, temos Que § = 5.

Seja v umw Vértice de arau 5 em G e sejam Vi, Vo, V3, Vy, Vs as
5 cores usadas em G \ v. COMO assumimos G N3o ser
5-colorivel, ent30 essas 5 cores cores s30 usadas Nos 5
ViZinhos de v, ou sejs, cada ViZinho de v pOssul uma cor
distinta. Caso contrario, existiria uma das 5 cores disponivel
para v e assim G seria 5-colorivel. Assim, assuma Que Os
VIZINhOs de v sejam vy, v, v3, v, V5, €3da v; recese a cor V;,
para 1 <i <5, e Que esses Vizinhos estejam dispPostos em
sentido horério.

Kw\w
@/

7'\

/\.
<
N



¢

\\qber\ote Gjj © suparafo induzido por G[V;U Vj]. Note aque v; e

a"devem, necessariamente, pertencer a mesma componente
conexa de G[V; U V;]. Caso contrério, troque as cores i para
Jj e jpara i na componente Que possui vi. Assim, v; e v;
pOssuem a mesma cor V; e assim, a cor V; estaria disponivel
Pra v. Isso seria uma 5-coloragdo, contradiqdo.
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Considere a cuva de Jordan C £ormada pelos vértices v, v, vs
e 0 ecaminho enttre vs e v, QUe N30 Passa Por v (este caminkho
existe, cOMO araumentado previamente).

Note aue v, € int(C) e vy € ext(C). Portanto, como v, e v
devem, necessariamente, estar Nnuma mesma componente
conexa induzida pelas cores V; e V4, ent3o a curva de Jordan
C’ formada por v, vi, vs eruza C. Assim, G N30 € planar.
Contradigdo.



