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Grafos Planares

- Um arafo é planar se existe uma represendtacso plana
para ele, ie., uwma r‘eprese_r\—taqao onde r\ao Ha eruzamento
de arestas. ;
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Grafos planares (ou N3o)
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- Toda drvore é um arato planar.
- Todo arafo cido é um arafo planar.
- Todo raraﬁo completo é um arafo plar\ar
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- Todo arafo ripartido é planar.
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Curva de Jordan

Teorema da Curva de Jordan. ;
A curva C particiona O plano em duas reaifes arco-conexas:

int(O) e . Se um ponto estd em INt(C) e outro estéd
em ext((), entdo a semirreta Que Os une tem interseqdo
com C.
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W e orema. O arafo completo Ks nSo é planar.
Prova: Suponha Que Ks POssua uma representagdo plana.
Considere V(G) = {v1, 2, v3, va, V5 }.
Como G é completo, cada par de vértices € vizinho. Seja
C = vivvzy; UMa curva de Jordan no plano. Assim, v, é
representado ou em int(C) ou em . Vamos considerar
va € int(C) (O caso vy € € tratado similagpente).
Com iss0, as arestas vavi, ava e vav3 dividem int(C) em trés
reaibes: int(C;) = vivavovy, int(G) = vavavava, int(G3) = vavavyva.

Assimw, Vs pertence a uma das

v, niCt) C e posswas reaiGes. Se
ie ® LA vs € ext(C), como v, € int(C),
nC3) ( guifca) pelo teorema da Curva de
Jordan, a aresta vavs corta C
ezt(C) @y em alaum momento.

Contradicdo. Caso
V5€/nt(C) =23 é
andloao.
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Faces

Se um arafo G é planar, ent3o toda representacdo plana de
G divide o plano em reaiSes chamadas faces.

Seja e uma aresta de um arafo planar. Se e € umva ponte, sé
uma face incide em e Se e N30 é uma ponte, duas faces
incidem em e.

Grau da face: Numero de arestas (n3o r\e_ee_ssariamer\—te_
distintas) Nnum passeio fechado Que delmmta a face. Pontes
contam duas vezes. 4
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Grafo dual
Dado G um arafo planar, O crafo dual de G, G*:
- cada face de G é um Vértice de G*

- cada aresta de G é associada 8 uwa aresta de G*. Dois
vértices f*, g* de G* s30 adjacentes sse suas faces s3o
separadas por uma aresta de G.

Oers.: Cada ponte de G é um 18¢0 de G*, e vice e versa.
Oes.: Dado uw arafo planar G, seu arafo dual G* é planar.
Cada aresta de G (diferente de ponte) pertence a
exatamente duas faces, formando, assim, aresta de G*.
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Consequéncias

AlGaumas consequéncias da definicdo de arafo dual:

i) n(G*) = f(G), onde f(G) é o Nnimero de $aces de G.
i) m(G*) = m(G).
iil) de+(f*) = dg(f), onde dg(f) é o arau da face f de G e
dg-(f*) é 0 @rau do vértice f* em G*.
Teorema. Seja G é um arafo planar e F(G) o conjunto das
faces de G. Temos aue ) d(f) =2m.

feF
Prova: Seja G* o arafo dual de G. Temos:
b i) = > od(fr) sipor iii)
fEF(G) f*eV(G*)
= 2m(GY) , pelo Teo do Aperto de Maos

= 2m(G) , por ii)
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R.elagdo de Euler

Teorema. Sejam G um Grafo conexo planar e sejam n,m,f, ©
Nndmero de vér—tiees, de arestas e faces, respectivamente de
uma representagdo plana de G. Entdo, n—m+f =2

Prova: Indugdo soere f. Se f = 1, entdo N30 hé ciclos, nem
lagos e nem arestas paralelas. Assim, cada aresta é uma
ponte. Como G é conexo, temos aue G é drvore. Com isso,
m=n— 1 (Visto em aulas muito antiaas), e assiw:
n—m+f=n—n+1+1=2

Suponha Que O teorema seja verdadeiro para todos os
arafos planares conexos com menos de f faces.

Seja G um arafo conexo planar com f > 2 faces. Esscolha
uma aresta e de G Que N30 seja uma ponte. Assim, G —e é
conexo (Visto em aulas puito anticas) e planar com f— 1
faces, pois duas faces de G separadas POr e COMBINEM UMWa
face de G — e Por Hl, temos:
n(G—e)—m(G—e)+1f(G—¢e)=2
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Continuagado

Além disso: n(G —e) = n(G), m(G —e) = m(G) — 1,
f(G—e)="f(G)—1 Ouseja:

n(G—e)—m(G—e)+f(G—e)=n(G)— m(G)+1+f(G)—1=
n(G) — m(G) + f(G) = 2.

OBS.: O nimero de faces é sempre 0 mesmo. E propriedade
do arafo.
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Corolério. Se G é planar, simples e conexo com n > 3, entdo
m<3n—6.

Prova: Cada £ace é delimitada por Nno minimo 3 arestas, assim
d(f) > 3, para toda face f € F. Com isso: ) d(f) > 3f.
fEF

Como Y d(f) = 2m, temos: 2m > 3f, E assim, f < &
fer

Pela Relagdo de Euler:
n—m+f=2 -, n—m—l-%TZZ

Qu seja:
m<3n—6

Ors.: Ks N30 é planar. Se fosse, terfamos:
m(Ks) =10 < 3n(Ks) — 6 = 9. Convtradiqdo.



R

i %'\\M}
Corolario. Se G é planar, simples, conexo, sem tridnaulos
com n> 3, entdo m< 2n — 4.

Prova: Cada £ace é delimitada por NnO minimo 4 arestas, assim
d(f) > 4, para toda face f € F. Com isso: Y d(f) > 4f.
fer

Como 3 d(f) =2m, temos: 2m > 4f. E assim, f < 2"
feF ;

Pela Relagdo de Euler:
n—m+f=2 - n-m+3>2

Qu seja:
m<2n—4

Oes.: K33 N30 é planar. Se fosse, teriamos:
m(Ks3) =9 < 2n(Ks3) — 4 = 8 Contradic3o.
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Corolério. Se G é planar, ent3o § < b.

Prova: Se n € {1,2,3,4}, resuttado é trivial. Se n > 5, vimos
Que m<3n— 6, e assim:

on< > d(v) =2m < 2(3n— 6)
=%

Assiv: dn < 6n— 12 < 6n. Com issO: dn < 6n.
Portanto, 6n—dn > 0, e assim: (6 —d)n > 0.

Como n>0,entdo 6 —§ > 0 e assim: 6> §, ou
equivalenttemente 6 < 5.



