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Colorag3do de Vértices - definicGes

- Uma k-coloracio é uma atriruiedo de cores aos vértices
do arafo usando k cores distintas.

- Uma coloragdo é propria @uando ve_r*tme.s adjacentes
recerem cores distintas.

- Um arafo é k-colorivel se admwite uma k—eoloragao
propria.

- Um arafo é k-cromético se k é o Mer\or' inteiro para o
Qual o arafo é k-colorivel.

> Se G é k-cromético, ent3o o mirv%ero eromético de G,
denotado por x(G) = k.

Se G é Bgipartido, entdo @ual o valor de x(G)?

& ' : /. X(G) =2
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DetinieGes - continuagdo

- Um arafo G é critico se x(H) < x(G) para todo
surGrafo préoprio H de G.

- Um arafo é k-oritico auando é oritico e k—QFOMa'tICO.

g? ¥ Existe alaum arafo conexo 2-oriticn?

Ape\r\as un'

'S
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Grafos k-criticos

? Quais arafos conexos s30 3-arfticos?

. | T~

ciclos 1 mpares
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Teorema Se G é k-orftico, entdo § > k — 1.

- Prova: Suponha, por arsurdo, Que G pOssua um vértice v
oM menos do Que k — 1 vizinkos. Seja /1 — G — v. Como
G é k-critico, entdo H é (k — 1)-colorivel.

Como Ng(v) € He [N(v)| < k — 1, existe uma das k — 1
cores N30 atriruidas 8 Nnenhum Vizinho de v. Ent3o v
pOde recerer tal cor e orRtemos uma k — 1-coloragdo
para G. Arsurdo. Loao, § > k—1.
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Corolério. Todo arafo k-cromético tem pelo menos k
vértices de arau pelo menos k — 1.

- Prova: Como G é k-cromético, ent3o |V(G)| > k. Assim,
pelo teorema anterior (Ors: Note que todo arafo
k-aroméatico possul umv suBGarafo Que é k-oritico),

§ > k — 1. Assim, cada vértice tem arau pelo menos k — 1.

N

3
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Corolério. Para todo arafo y(G) < A+ 1

- Prova |: Ordene os vértices. Atrigua as cores da
esQuerda para a direita. Note que sempre é possivel
atriguir uma das A + 1 cores, pois Os Vizinhos de um
vértices usam, N0 Méximo, A cores distintas.

uma prova aklternativa € por contradigdo, a seauir:

- Prova 2: Assuma Que G N30 seja (A + 1)-colorivel,
ent30 G é pelo menos (A + 2)-cromético, o Que implica,
pelo Corolério anterior, na existéneia de uw vértice de
arau pelo menos A + 1, uma contradigado.
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Teorema. Se G é um arafo oritico, nenhum corte de
vértices é uma cliqQue.

Prova: Suponha, por contradicdo, Que G seja k-critico £
pPOssui um corte de vértices S Que é umwa cdique.

Denote por G = G[V;US],1<i<p, as S—eor’hiior\er\—tes de G.

Cada G; é (k — 1)-colorivel, e |S| < k — 1, caso contrario, G;
seria pelo menos k-colorivel.

Como cada G; é (k—1)-colorivel, G tameém é (k — 1)-colorivel,

dado @que S estd contido em todas as possiveis p
S-componentes de G. Ortemos assim, uma contradicdo.
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LemBre Que um BlOCO é um suBarafo 2-conexo, ou seja, N30
existe um corte de vértices de tamanho 1.

Corolério: Todo arafo oritico é uwm Bloco.

Prova: Uma articulagdo é um corte de vértices Que é uwa
cique. Logo, pelo teorema anterior, N30 existe corte de
vértices Que seja uma cliQue. Implicando, assim, Que N3o
existe corte de vértices de tamanho 1.



