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R.amsey

Ramsey: Para todo par de inteiros positivos k e /, existe um
menor inteiro r(k, ) tal Que todo arafo com r(k, () vértices
tem uma cliQue com k vértices OU —teM UM 60N junto
independente com /£ vértices.

Note que é de se esperar Que um arafo Que N30
POssua cliQues de tamanhos arandes, pOssua conjuntos
independentes de tamanhos arandes.

Nimeros de Ramsey: r(k,{)
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Exemplo

Exenmplo: Quantas pessoas existem nuwa festa de modo que
existem 3 pessoas Que se conhecem mutusimente ou 3
Pess0as QUe N30 se conhecem mutualmente?

Podemos listar os arafos Que satlsiﬁazem
- vértices s30 pess0as; -
- arestas s30 conhecimento de duas pessoas.

Cs N30 possui cliQue de
tamanho 3 e nem conjunto
independente de tamanho 3.
Ou seja, 5 N30 é resposta.

Considerando n = 6:

Ce POssui conjunto
independente de tamanho 3.
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r(3,3)

Como (g satisfaz 0 Que Queremos ent3do n = 6 responde a
peraunta? N3o necessariamentell

Devemos verificar se ha dique de tamanho 3 ou conjunto
independente de tamanho 3 para todos Os arafos com n = 6.

Isso é possivel ser feito, e assim:

Analisando como s30 Os arafos com n = 6:

- arafos desconexos: hd 80 menos um vértice de cada
componente conexa em umm cor\)'un‘to independente. Se
houver pelo menos 3 componentes conexas, entao
temos O Que Queremos. Se houver 2 componentes
conexas, entdo uma das componentes possui pelo menos
3 Vértices, donde ou trés vértices £ormam uma cliue
ou hd um par de vértices N30 vizinhos. Esste par somado
80 Vvértice da outra componente conexa formam um
conjunto independente de tamanho 3.

- arafos conexos: (continua..)
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r(3,3)

- arafos conexos: se ha diques de tamanho 3, ent3o
temos © Que Queremos. Se N3o houver cdliQues de
tamanho 3, ent30 O tamanho da maior clique é 2.
Considerando esse cas0, tome um vértice u. Se u for
ViZinhOo 3 pelo menos 3 vértices, 3 desses vértices
£ormam um conjunto independente (case contrario
haveria um tridnaulo com u e dois de seus vizinhos). Se
N30 houver vértice de arau pelo menos 3, ent3o cada
vértice possui arau iqual a3 2 ou 1. Como G é conexo,
ent3o G é um G ou um Ps. Em cada caso, G possui um
conjunto independente de tamanho 3.

Com essa andlise, temos Que todos Os aratos com n =6
pPOssuem uma cliQue de tamanho 3 ou uwm conjunto
independente de tamanho 3.

Com n €{1,2,3,4,5} hd exemplos Que N30 satisfazem. A
sager: n € {1,2} N30 possuem vértices suficientes; n= 3, Ps;
n=4, C4 n=5, G. Portanto:
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r(k,?)
r(k B e s G
1 1 T laa e o o s
2 lag? 3. 4 56
3 deeB 6. 90 1401
4 1" 4.9 18 25 4
5 1 55T 0b anee 7
6 1.6 18% e sade 2

Alaumas consequéncias da definido: .
- r(1,0) = 1. Todo arafo com pelo menos 1 vértice possui
uma cliQue de tamanho 1.
- r(k,1) = 1. Todo arafo com pelo menos 1 vértice possui
um conjunto independente de tamanho 1.

- r(2,0)'= ¢ Por que?
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r(2,0) e r(k,2)

- r(2,£): Com menos de / vértices temos contra-exemplos:
Se G tem menos do que £ vértices, ent30 G N30 possui
um conjunto independente de tamanho £ Ainda com
menos de £ vértices, © arato nulo N30 possui dique de
tamanho 2. Assim, r(2,4) > ¢

Qualauer arafo diferente do arafo Nulo possui dique
de tamanho 2 e 0 arafo nulo com £ vértices possui
conjunto independente de tamanho (. Assim,

- r(k,2): Similar a0 r(2.7). Ndo hé arafos com menos de k
Vértices com cliQues de tamanho k; arafo completo com
Mmenos de k vértices N30 possul conjunto independente
de tamanho 2, grafos com k vértices satisfazem o
exiaido, tal como 0 eas0 anterior.
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Propriedade simé-trica

r(k, ) = r(¢, k).

- Todo arato G com r(k,l) vértices possui clicue de
tamanho k (ou conjunto independente de tamanho 0,
assim G possuil conjunto independerite de tamanho k (ou
dique de tamanho /. by
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Monotonicidade

r(k +1,8) > r(k, )

- Todo arato com dique de tamanho k + 1 ou
independentte de tamanho ¢ tamrém POssui cliQue de
tamanho k ou independentte de ’cam‘anho L
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Limite inferior

r(k,£) > min{k, ¢}.

- Todo arafo com r(k,l) vértices possui uma cliQue de
tamanho k ou um independente de tamanho /. Ou seja,
hé pelo menos o minimo dentre k e .
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Limite superior

Teorema; Para k >2e £>2: r(k,0) < r(k,f—1)+ r(k—1,1).
Demonstragdo: Seja G um arafo com r(k, £ — 1)+ r(k —1,0)
vértices. Considere v € V e distinaua dois possiveis casos:

£ v € N30 adjacente a um conjunto S com
|S| > r(k,£—1). v

- v é adjacente a8 um conjunto T com
|T| z I’(k gy 17£)
Vamos araumentar Que o ou Ces ocorre.
Suponha Que ou seja necada.

Qu seja, ndo ocorre Caso i) e Ndo ocorre Caso i), entdo:
IS|<rlk,t—1)—1le |T|<r(k—1,0)—-1

v N30 ser adjacente a S em G sianifica v ser adjacente
a S em G. Dal temos |5| IN(V)].
Assim:

IN(V)|+|N(V)| < r(k, =198+ r(k—1,0)—1 = F(k,¢=1)Fr(k—1,0)—2
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Continuagado

Assitn, [N(V)] + [N(v)] < r(k, €= 1)+ r(k=1,6) -2

Note porém, Que:

- V\ {v} = N(v)UN(v),e

- VA v} = IN()| + [N(v)| = r(k, ﬂ—l)+r(k—1 6 -1
Corvtradicdo termos assumido ndo ocorrer Caso i) e N3o
ocorrer Caso ii).
Retornando aos ¢asos i) ou i), temos:

- No caso 1), G[S] contém clique de.;;;émanho k ou
independente de tamanho ¢ — 1. Logo, G[S U v] tem uma
dique de tamanho k ou independerxte de tamanho /.

- No caso i), G[T] contém clique de tamanho k — 1 ou
independente de tamanho /. Loao, G[T U v] tem uma
dique de tamanho k ou independente de tamanho /.

Portanto, r(k,?) < r(kib— 1) + r(k—1,0).
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Consequéncia

Teorema: r(k;f) < (F43).

ldeia da demonstragdo: Mostre por indugdo em k + £
Verifiaue Que o resuttado vale para todos valores k + ¢ < 5.
Assuma Que O resuttado vale para todos Os valores de k e /
taisQue 5 < k+/4<m+n

Temos o teorema anterior, temos:

r(m,n) < r(m,n—1)+ r(m— 1, n). Pela Hl, temos:

r(m,n) <r(mn—1)+r(m—1,n) < i

m+n-—3 i man—38\ “fmitn- 4
m-—1 ) i me=

Relagao de Stifel (Triangulo de Pascal)

m—1

Portanto, rim, n) < (THE2).
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Limite inferior

Teorema: r(k, k) > 22, k> 2
Demonstragdo: Como r(2,2) = 2, assuma k > 3. Além disso,
sejam Os seguintes conjuntos:

- G, conjunto dos arafos (simples) No conjunto de
vértices {vi,va, -,V ¢

- G} susconjunto do conjunto G, contendo os arafos
Que pPossuem uma dique de tamanho k.

[G ol — 2(3). Ou seja, pelo Principio Muttiplicativo (PM), para
cada par de vértices ou temos uma aresta ou N30 temos uma
aresta. Assim, 2(2) & 6 nimero de arafos com n vértices.

O Nnumero de arafos de G, contendo uwa cliQue de
tamanho k particular é: 2(:)~(). Ou seja, as possigilidades na
contacem de aresta ou N30 sO s30 contarilizadas em

(3) — (%) pares, dado que (%) pares s30 fixados comO uma

2
clique de tamanho k.
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escolhidos dentre {vi, vo, -, v}, ORtemos pelo PM:
041 < (2=

Loao, dividindo a desicualdade por |G,|, temos:

b (M2(2)-(3) K
4 < D= (26
Assim:

|g,,;| n!27(;) nk27(§)

[Gl = (n=R)TEL & Tri

Queremos estarelecer Que r(k, k) > 22

Gk (5) 25y (3) 2510 (3) = s c

||gn||< < )k! — )k! :Zvik! = <3 (k23)
Condlusdo: Menos da metade dos arafos em G, tem dique
de tamanho k. Como G e G pertencem a G,, menos da
metade desses arafos tem um independente de tamanho k.
Loao, alaum arato de G, N30 tem cliQue de tamanho k e nem
independente de tamanho k. Assim:

k

. Suponha que n < 2%




