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Teorema de Vizing

Teorema. (Vizing) Para todo G, x/(G) = A(G) ou
X'(G) = A(G) + L

Prova: Como é imediato verificar (visto na aula passada) que
Y (G) > A(G), sS precisamos mostrar aue Y/ (G) < A(G) + 1.

Suponha, por contradiqdo, aue x'(G) > A(G) + 1 e tome uma
(A + 1)-coloragdo Gtima de G. Seja u um vértice tal Que
c(u) < d(u) (Oes.: Note que este vértige existe pois 8

(A + 1)-coloragdo n3o é propriad. ;

Assim, existem cores ip e /; da (A + 1)-coloragdo tais que o
N30 é representada em u (pois d(u) < A e iy
em u (POis 8 coloragdo N30 é prdpria).
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Sejam uv e uv; arestas Que possuem a cor .

Como d(v1) < A + 1, alguma cor i, N30 é representada em vy
Apesar dissO, i é representada em u, caso contrario,
o’teriamos uma melhoria Na coloracdo ao: Por b em uvy,
contrariando a coloragde tomada ser otuma Assmn existe
uma aresta uvs, COM COY .

Novamente, como d(w) < A + 1, alguma cor i3 N30 é
representada em v, Apesar disso, i3 € representada em u (tal
COMO NO caso anterion). Assim, existe uma aresta uvz com
cOor i3. :
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Esquema
Continuando esse procedimento, hd uva sequéncia de
vértices vy, v, ... € uMma seQuéncia de cores iy, ip, ... tais Que:
- uv; pPOsSsul cor i, e
- Ij41 N30 € representads em v

Como O arau de u é finito, existe um Menor inteiro / tal
Que, para alaum k,temos aue: k </ e i1 = ik
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R.ecoloragdo |

Fagamos a seauinte recoloragdo: Para todas as arestas de
uvy 8té uve_1, recolora com a cor disponivel (tal como na
figura araixo).

Ou seja, para 1 < j < k — 1, recolora uv; cOMm QOr ij41.
Essa é uma (A + 1)-col. Stima (n3o piora c(v), v € V).
Assim, H' ~ G[E, U E/] @ue contém u é um cico impar
(provado na aula 13).
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Recoloragdo 2

Fagamos, aaora, a seauinte recoloragdo: Para todas as
arestas de uvy até uv,_i, recolora com a cor disponivel (+al
coMmo Na figura araixo). E, uv; com a cor .

Ou seja, para k < j < | -1, recolora uv; cOM COY ijyy.
Essa ainda é uma (A + 1)-col. &tima. H” ~ G[E/! U E]'] que
contém u é um ciclo impar.
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Finalizagdo

Note que v, pertencia a H' e pertence tameém a H” (hd uma
aresta colorida por iy em v, com caminho até u por H' que
se mantém).

Contradigao, por v, ter arau 1 em H” e justificamos aque H”
era um ciclo impar.



