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Coloragdo de Arestas
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Uma k-coloracio de arestas de um arafo G = (V,E) é uma
atriguicdo de k cores as arestas de G.

Uma k-coloragso de arestas de um arafo G = (V,E) é uma
funcdo =

CuiE ' e e
e g
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Coloragdo de Arestas

Uma k-coloracio de arestas de um arafo G = (V,E) é uma
atriguicdo de k cores as arestas de G.

Uma k-coloragdo de arestas de uw arafo G = (V,E) é uma
funcdo =

CuiE ' e e
e

& _
Uma k-coloragdo é propria se as arestas adjacentes
recepem cores diferentes.
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Coloragdo de Arestas

Uma k-00loracso de arestas de um arafo G = (V, E) é uma
atriguicdo de k cores as arestas de G.

Uima k-coloragdo de arestas de um arafo G . (V,E) é uma
funcdo

CuiE ' e e
e

& _
Uma k-coloragdo é propria se as arestas adjacentes
recepem cores diferentes.

Y'(G) = indice aroméatico de G, ie., é o menor k tal que G
adwite uma k-coloragdo proepria.
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Coloragdo de Arestas

Uma k-coloragdo é uma partigéo (Bf B o Ekv) de E onde E;
€ 0 conjunto de arestas de cor /, i =1,..., k.

Uma k-coloraqdo prépria particiona E em emparelhamentos,
cada cor i define um emparelhamento.
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Coloragdo de Arestas

A8

G N30 admite 3-coloragdo propria

Como provar? / | \
0

ni=>5, m — /

o <18[=2

3 X 2 =6 — conseauimos colorir Proprianner\-te, NO MaxiMmo, 6
arestas com 3 cores
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Coloragdo de Arestas

A8

G N30 admite 3-coloragdo propria

Como provar? / | \
0

ni=>5, m — /

o <18[=2

3 X 2 =6 — conseauimos colorir Proprianner\-te, NO MaxiMmo, 6
arestas com 3 cores





















Teorema de Vizing

Teorema. (Vizing) Para todo G, x/(G) = A(G) ou
X' (G) = A(G) + L o

Quando X'(G) = A(G), dizemos Que G é tlasse |.

Quando \/'(G) = A + 1, dizemos que G é cdlasse 2.

Oers.: Apresentaremos alauns resutados necessarios
preliminares.
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Dizemos @ue uma cor | estd representada em um vértice
v € V Quando alauma aresta incidente a v tem cor .

c(v) é o nimero de cores distintas representadas em v.
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Dizemos @ue uma cor | estd representada em um vértice
v € V Quando alauma aresta incidente a v tem cor .

c(v) é o nimero de cores distintas representadas em v.

c(v) < d(v)
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Dizemos @ue uma cor | estd representada em um vértice
v € V Quando alauma aresta incidente a v tem cor .

c(v) é o nimero de cores distintas representadas em v.

c(v) < d(v)

Uma coloragdo é prépria «» c(v) = d(v), Vv € V.
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" w%ma Seja G é um arafo conexo Que N30 é um didlo impar
Existe uma 2-coloragdo para G tal Que em todo vértice de

arau maior do Que 1, as duas cores est3o representadas.
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N |q’q/ B 5% ~ 5 i Vs
" w%ma Seja G é um arafo conexo Que N30 é um didlo impar
Existe uma 2-coloragdo para G tal Que em todo vértice de

arau maior do Que 1, as duas cores est3o representadas.

Prova: Vamos separar em 2 casos: G é Euleriano; G n3o é
Euleriano.
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|q’q/ B 5% ~ 5 i Vs
wl%ema. Seja G é um arafo conexo Que N30 é um ciclo ivpar.
Existe uma 2-coloragdo para G tal Que em todo vértice de
arau maior do Que 1, as duas cores est3o representadas.

Prova: Vamos separar em 2 casos: G é Euleriano; G n3o é
Euleriano.
Caso 1:
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|q’q/ B 5% ~ 5 i Vs
wl%ema. Seja G é um arafo conexo Que N30 é um ciclo ivpar.
Existe uma 2-coloragdo para G tal Que em todo vértice de
arau maior do Que 1, as duas cores est3o representadas.

Prova: Vamos separar em 2 casos: G é Euleriano; G n3o é
Euleriano.
Caso 1: Considere G Euleriano.
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N Vl’q/ B 5% ~ 5 i Vs
" w%ma Seja G é um arafo conexo Que N30 é um didlo impar
Existe uma 2-coloragdo para G tal Que em todo vértice de

arau maior do Que 1, as duas cores est3o representadas.

Prova: Vamos separar em 2 casos: G é Euleriano; G n3o é
Euleriano. :

Caso 1: Considere G Euleriano. Assim, existe uma trilha
fechada tal Que todos Os vértices aparecem.
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N Vl’q/ B 5% ~ 5 i Vs
" w%ma Seja G é um arafo conexo Que N30 é um didlo impar
Existe uma 2-coloragdo para G tal Que em todo vértice de

arau maior do Que 1, as duas cores est3o representadas.

Prova: Vamos separar em 2 casos: G é Euleriano; G n3o é
Euleriano. :
Caso 1: Considere G Euleriano. Assim, existe uma trilha
fechada tal Que todos Os vértices aparecem.

Caso 1.1
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" w%ma Seja G é um arafo conexo Que N30 é um didlo impar
Existe uma 2-coloragdo para G tal Que em todo vértice de

arau maior do Que 1, as duas cores est3o representadas.

Prova: Vamos separar em 2 casos: G é Euleriano; G n3o é
Euleriano. :
Caso 1: Considere G Euleriano. Assim, existe uma trilha
fechada tal Que todos Os vértices aparecem.

Caso 1.1 Considere G um ciclo par.
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N Vl’q/ B 5% ~ 5 i Vs
" w%ma Seja G é um arafo conexo Que N30 é um didlo impar
Existe uma 2-coloragdo para G tal Que em todo vértice de

arau maior do Que 1, as duas cores est3o representadas.

Prova: Vamos separar em 2 casos: G é Euleriano; G n3o é
Euleriano. :
Caso 1: Considere G Euleriano. Assim, existe uma trilha
fechada tal Que todos Os vértices aparecem.

Caso 1.1 Considere G um ciclo par. Seja e, e, ..., e, um
passeio Euleriano.
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N Vl’q/ B 5% ~ 5 i Vs
" w%ma Seja G é um arafo conexo Que N30 é um didlo impar
Existe uma 2-coloragdo para G tal Que em todo vértice de

arau maior do Que 1, as duas cores est3o representadas.

Prova: Vamos separar em 2 casos: G é Euleriano; G n3o é
Euleriano. '
Caso 1: Considere G Euleriano. Assim, existe uma trilha
fechada tal Que todos Os vértices aparecem.

Caso 1.1 Considere G um ciclo par. Seja e, e, ...,€, um
passeio Euleriano. Pinte as arestas com indice inpar com a
cor | e as arestas de oM 8 O
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N Vl’q/ B 5% ~ 5 i Vs
" w%ma Seja G é um arafo conexo Que N30 é um didlo impar
Existe uma 2-coloragdo para G tal Que em todo vértice de

arau maior do Que 1, as duas cores est3o representadas.

Prova: Vamos separar em 2 casos: G é Euleriano; G n3o é
Euleriano. '

Caso 1: Considere G Euleriano. Assim, existe uma trilha
fechada tal Que todos Os vértices aparecem.

Caso 1.1 Considere G um ciclo par. Seja e, e, ...,€, um
passeio Euleriano. Pinte as arestas com indice inpar com a
cor | e as arestas de oM 8 O

Caso 1.2
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N Vl’q/ B 5% ~ 5 i Vs
" w%ma Seja G é um arafo conexo Que N30 é um didlo impar
Existe uma 2-coloragdo para G tal Que em todo vértice de

arau maior do Que 1, as duas cores est3o representadas.

Prova: Vamos separar em 2 casos: G é Euleriano; G n3o é
Euleriano. '

Caso 1: Considere G Euleriano. Assim, existe uma trilha
fechada tal Que todos Os vértices aparecem.

Caso 1.1 Considere G um ciclo par. Seja e, e, ...,€, um
passeio Euleriano. Pinte as arestas com indice inpar com a
cor | e as arestas de oM 8 O

Caso 1.2 Considere G Euleriano e N30 é um ciclo par.
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" w%ma Seja G é um arafo conexo Que N30 é um didlo impar
Existe uma 2-coloragdo para G tal Que em todo vértice de

arau maior do Que 1, as duas cores est3o representadas.

Prova: Vamos separar em 2 casos: G é Euleriano; G n3o é
Euleriano. '

Caso 1: Considere G Euleriano. Assim, existe uma trilha
fechada tal Que todos Os vértices aparecem.

Caso 1.1 Considere G um ciclo par. Seja e, e, ...,€, um
passeio Euleriano. Pinte as arestas com indice inmpar com a
cor | e as arestas de oM 8 O

Caso 1.2 Considere G Euleriano e N30 é um ciclo par.
Consequentemente, existe vértice vy com arau d(v) >4 e
par. '
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wl%ema. Seja G é um arafo conexo Que N30 é um ciclo ivpar.
Existe uma 2-coloragdo para G tal Que em todo vértice de
arau maior do Que 1, as duas cores est3o representadas.
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Prova: Vamos separar em 2 casos: G é Euleriano; G n3o é
Euleriano. :

Caso 1: Considere G Euleriano. Assim, existe uma trilha
fechada tal Que todos Os vértices aparecem.

Caso 1.1 Considere G um ciclo par. Seja e, e, ...,€, um
passeio Euleriano. Pinte as arestas com indice inpar com a
cor | e as arestas de oM 8 O

Caso 1.2 Considere G Euleriano e n30 é um ciclo par.
Consequentemente, existe vértice v com arau d(vp) >4 e
par. Seja ey, e,..., €, UM Passeio Euleriano iniciado por
aresta |ne|dente em vp.
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wl%ema. Seja G é um arafo conexo Que N30 é um ciclo ivpar.
Existe uma 2-coloragdo para G tal Que em todo vértice de
arau maior do Que 1, as duas cores est3o representadas.
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Prova: Vamos separar em 2 casos: G é Euleriano; G n3o é
Euleriano. :

Caso 1: Considere G Euleriano. Assim, existe uma trilha
fechada tal Que todos Os vértices aparecem.

Caso 1.1 Considere G um ciclo par. Seja e, e, ...,€, um
passeio Euleriano. Pinte as arestas com indice inpar com a
cor | e as arestas de oM 8 O

Caso 1.2 Considere G Euleriano e n30 é um ciclo par.
Consequentemente, existe vértice v com arau d(vp) >4 e
par. Seja ey, e,..., €, UM Passeio Euleriano iniciado por
aresta |ne|dente em vp.

Colora as arestas usando a reara do Caso 1.1.
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wl%ema. Seja G é um arafo conexo Que N30 é um ciclo ivpar.
Existe uma 2-coloragdo para G tal Que em todo vértice de
arau maior do Que 1, as duas cores est3o representadas.
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Prova: Vamos separar em 2 casos: G é Euleriano; G n3o é
Euleriano. :

Caso 1: Considere G Euleriano. Assim, existe uma trilha
fechada tal Que todos Os vértices aparecem.

Caso 1.1 Considere G um ciclo par. Seja e, e, ...,€, um
passeio Euleriano. Pinte as arestas com indice inmpar com a
cor | e as arestas de oM 8 O

Caso 1.2 Considere G Euleriano e n30 é um ciclo par.
Consequentemente, existe vértice v com arau d(vp) >4 e
par. Seja ey, e,..., €, UM Passeio Euleriano iniciado por
aresta |ne|dente em vp.

Colora as arestas usando a reara do Caso 1.1. Como vy tem
arau maior ou igual a 4, ent30 NO passeio teremos saida e
por esse vértice,
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" w%ma Seja G é um arafo conexo Que N30 é um didlo impar
Existe uma 2-coloragdo para G tal Que em todo vértice de

arau maior do Que 1, as duas cores est3o representadas.

Prova: Vamos separar em 2 casos: G é Euleriano; G n3o é
Euleriano. :

Caso 1: Considere G Euleriano. Assim, existe uma trilha
fechada tal Que todos Os vértices aparecem.

Caso 1.1 Considere G um ciclo par. Seja e, e, ...,€, um
passeio Euleriano. Pinte as arestas com indice inmpar com a
cor | e as arestas de oM 8 O

Caso 1.2 Considere G Euleriano e n30 é um ciclo par.
Consequentemente, existe vértice vy com arau d(v) >4 e
par. Seja e, e, ..., e, um passeio Euleriano iniciado por
aresta incidente em v.

Colora as arestas usando a reara do Caso 1.1. Como vy tem
arau maior ou igual a 4, ent30 NO passeio teremos saida e

pPOr esse Vértice, O Que acarreta indices de duas
paridades distintas nestes vértices.
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Ogs.: Orserve Que se tomédssemos O inicio do passeio por
um vértice de arau 2, utilizando a mesma reara do caso 1.1,
poderiamos N30 ter duas paridades distintas neste vértice,
0850 houvesse Nimero impar de arestas No arafo.
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Ogs.: Orserve Que se tomédssemos O inicio do passeio por
um vértice de arau 2, utilizando a mesma reara do caso 1.1,
poderiamos N30 ter duas paridades distintas neste vértice,
0850 houvesse Nimero impar de arestas No arafo.




&%

e 1%

W i

Ogs.: Orserve Que se tomédssemos O inicio do passeio por
um vértice de arau 2, utilizando a mesma reara do caso 1.1,
poderiamos N30 ter duas paridades distintas neste vértice,
0850 houvesse Nimero impar de arestas No arafo.
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Ors.: Opserve Que se tomassemos O inicio do passeio por
um vértice de arau 2, utilizando a mesma reara do caso 1.1,
poderiamos N30 ter duas paridades distintas neste vértice,
caso houvesse Numero impar de arestas no arafo.
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Caso 2: Considere G ndo Euleriano. Dessa £orma, existem
vértices em G de arau impar. Como conseuénaia do Lema
do Aperto de M3os, hd um Nimero par de vértices de arau

impar em G.



v
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¥Caso 2: Considere G n3o Euleriano. Dessa £orma, existem
vértices em G de arau impar. Como consequénaia do Lema
do Aperto de M3os, hd um Nimero par de vértices de arau

impar em G.

Transforme G no arafo G’ acrescentando um vértice no
eraﬁo e tornando esse vértice adjacente a0s vértices de
arau impar em G.
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¥Caso 2: Considere G r\ao Euleriano. Dessa forma, existem
Vvértices em G de arau impar. Como consequénaia do Lema
do Aperto de M3os, hd um Nimero par de vértices de arau

impar em G.

Transforme G no arafo G’ acrescentando um vértice no
c:raﬁo e tornando esse vértice adjacente 80s Vértices de
arau impar em G.

Pinte arestas de G’ sendo a reara do ¢aso |, comegando por
aresta incidente a0 vértice adicionado.
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Esta 2-coloragdo para G’, auando restrita a G, tamprém
satisfaz a propriedade desejads, pOis:

- Todo vértice com arau maior do Que 1 em G tem duas
Qcores representadas,
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Esta 2-coloragdo para G’, auando restrita a G, tamprém
satisfaz a propriedade desejads, pOis:

- Todo vértice com arau maior do Que 1 em G tem duas
cores representadas, por tampém estarem
internamente Nnuma trilha Euleriana
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Esta 2-coloragdo para G’, auando restrita a G, tamprém
satisfaz a propriedade desejads, pOis:

- Todo Vvértice com arau maior do aue 1 em G tem duas
cores representadas, por tampém estarem
internamente Numa trilha Euleriana (ou seja, alternam a
paridade dos indices);

- Os vértices impares ou tem arau 1 (a0 aual N30 trata o
enunciado do lema) ou maior do Que 3, e portanto,
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Esta 2-coloragdo para G’, auando restrita a G, tamprém
satisfaz a propriedade desejads, pOis:

- Todo Vvértice com arau maior do aue 1 em G tem duas
cores representadas, por tampém estarem
internamente Numa trilha Euleriana (ou seja, alternam a
paridade dos indices);

- Os vértices impares ou tem arau 1 (a0 aual N30 trata o
enunciado do lema) ou maior do Que 3, e portanto, a
2 -coloragdo vai funcionar,
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Esta 2-coloragdo para G’, auando restrita a G, tamprém
satisfaz a propriedade desejads, pOis:

- Todo Vvértice com arau maior do aue 1 em G tem duas
cores representadas, por tampém estarem
internamente Numa trilha Euleriana (ou seja, alternam a
paridade dos indices);

- Os vértices impares ou tem arau 1 (30 aual ndo trata o
enunciado do lema) ou maior do Que 3, e portanto, a
2 -coloragdo vai funcionar, por —ter arestas saindo e
enttrando NO pereurso.
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Uma k-coloragdo C' é uma melhoria de uma k-coloragdo C
QuUaNdo
Z ¢lu)> Z c(v)
vevVv vev
Uma k-coloragdo aue N30 admite melhoria é o tima.
~ / & ® ; o ®
nao propria ‘ | \ wao
O ) [ )

?T{)?Tia



ol
\\O > : -
“Uma k-coloraqgdo C’' é uma melhoria de uma k-coloraqdo C

Quando
Z c(v) > Z c(v)

vevVv vev

N e

Uma k-coloragdo aue N30 admite melhoria é o tima.

nao Frépria ¢ ® o Vro\oﬂ"‘
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Uma k-coloragdo C' é uma melhoria de uma k-coloragdo C
QuUaNdo

Z c(v) > Z c(v)

veV veV

Uma k-coloragdo aue N30 admite melhoria é o tima.

nao propria @ k e g Q\Tio ‘p\’ﬁ\”"m

‘o el BHme
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Toda coloracdo N3o-S-tima tem repeticdo de cor em alaum
vértice.
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*lema: Seja G um arafo com uma k-colorago Stima C tal
Que existe uw vértice u satisfazendo:

- UMa COr iy N30 estd representada em u;

- UMa QOr i; estd representada pelo menos duas vezes
em u.
Ent3o a componente H de G[E;,, E;| @ue contém u é um
ciclo impar. e
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*lema: Seja G um arafo com uma k-colorago Stima C tal
Que existe uw vértice u satisfazendo:

W

- UMa COr iy N30 estd representada em u;

- UMB3 cor i estd representada pelo menos duas vezes
em u.

Ent3o a componente H de G[E;,, E;| @ue contém u é um
ciclo mpar. "%

Prova: Suponha aue H n3o é um ciclo impar:
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NOW’
N 5 ~ Z -
*lema: Seja G um arafo com uma k-colorago Stima C tal
Que existe uw vértice u satisfazendo:

W

- UMa COr iy N30 estd representada em u;
- UMB3 cor i estd representada pelo menos duas vezes
em u.
Ent3o a componente H de G[E;,, E;| @ue contém u é um
ciclo impar. ]

Prova: Suponha Que H N30 é um ciclo impar. Pelo lema
anterior, H adwite uma 2-coloragdo tal Que em todo vértice
COM Grau maior Que 1, as duas cores est3o representadas.
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*lema: Seja G um arafo com uma k-colorago Stima C tal
Que existe um vértice u satisfazendo:
- UMa COr iy N30 estd representada em u;

- UMB3 cor i estd representada pelo menos duas vezes
em u.

Ent3o a componente H de G[E;,, E;| @ue contém u é um
ciclo mpar. "%

Prova: Suponha Que H N30 é um ciclo impar. Pelo lema
anterior, H adwite uma 2-coloragdo tal Que em todo vértice
COM Grau maior Que 1, as duas cores est3o representadas.

Recolora H com esta 2-coloragdo, ortendo uma Nova
k-coloragdo C’ para G.



i
NOW’
N 5 ~ Z -
*lema: Seja G um arafo com uma k-colorago Stima C tal
Que existe uw vértice u satisfazendo:

W

- UMa COr iy N30 estd representada em u;
- UMB3 cor i estd representada pelo menos duas vezes
em u.
Ent3o a componente H de G[E;,, E;| @ue contém u é um
ciclo impar. ]

Prova: Suponha Que H N30 é um ciclo impar. Pelo lema
anterior, H adwite uma 2-coloragdo tal Que em todo vértice
COM Grau maior Que 1, as duas cores est3o representadas.

Recolora H com esta 2-coloragdo, ortendo uma Nova
k-coloragdo C’ para G.

Como d(v) >1em H,temos Que c’(u) = c(u)+1e c'(v) > c(v)
para v # u.
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NOW’
N 5 ~ Z -
*lema: Seja G um arafo com uma k-colorago Stima C tal
Que existe uw vértice u satisfazendo:

W

- UMa COr iy N30 estd representada em u;

- UMB3 cor i estd representada pelo menos duas vezes
em u.

Ent3o a componente H de G[E;,, E;| @ue contém u é um
ciclo mpar. "%

Prova: Suponha Que H N30 é um ciclo impar. Pelo lema
anterior, H adwite uma 2-coloragdo tal Que em todo vértice
COM Grau maior Que 1, as duas cores est3o representadas.

Recolora H com esta 2-coloragdo, ortendo uma Nova
k-coloragdo C’ para G.
Como d(v) >1em H,temos Que c’(u) = c(u)+1e c'(v) > c(v)

P

para v # u. Loao, C' é uma melhoria para C,
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NOW’
N 5 ~ Z -
*lema: Seja G um arafo com uma k-colorago Stima C tal
Que existe uw vértice u satisfazendo:

W

- UMa COr iy N30 estd representada em u;

- UMB3 cor i estd representada pelo menos duas vezes
em u.

Ent3o a componente H de G[E;,, E;| @ue contém u é um
ciclo mpar. "%

Prova: Suponha Que H N30 é um ciclo impar. Pelo lema
anterior, H adwite uma 2-coloragdo tal Que em todo vértice
COM Grau maior Que 1, as duas cores est3o representadas.

Recolora H com esta 2-coloragdo, ortendo uma Nova
k-coloragdo C’ para G.

Como d(v) >1em H,temos Que c’(u) = c(u)+1e c'(v) > c(v)
para v # u. Logo, C' é uma melhoria para C, contrariando C
ser Stima.
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Teorema. Se G é gipartido, entdo \'(G) = A
Prova: Assuma, por contradicdo, aue x/'(G) > A

Seja C uma A-coloragdo Stima. Ent3o existe alaum vértice
utal @ue c(u) < d(u) < A, j5 Que esta coloragdo Ndo é
prdépria. :
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Teorema. Se G é gipartido, entdo \'(G) = A
Prova: Assuma, por contradicdo, aue x/'(G) > A

Seja C uma A-coloragdo Stima. Ent3o existe alaum vértice
utal @ue c(u) < d(u) < A, j5 Que esta coloragdo Ndo é
prdépria. :

Loao, existem duas cores iy e i tais Que iy N30 estd
representada em u e i; estd representads em u pelo menos
duas vezes
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Teorema. Se G é gipartido, entdo \'(G) = A
Prova: Assuma, por contradicdo, aue x/'(G) > A

Seja C uma A-coloragdo Stima. Ent3o existe alaum vértice
utal @ue c(u) < d(u) < A, j5 Que esta coloragdo Ndo é
propria.

Loao, existem duas cores iy e i tais Que iy N30 estd
representada em u e i; estd representads em u pelo menos
duas vezes (pois C N30 é prdpria, ent30 alauma cor se
repete. Além disso, para a coloraqdo ser propria entdo ha
alauma cor N30 representada em u QUe deve ser).
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Teorema. Se G é gipartido, entdo \'(G) = A

Prova: Assuma, por contradicdo, aue x/'(G) > A

Seja C uma A-coloragdo Stima. Entdo existe alaum vértice
utal @ue c(u) < d(u) < A, j5 Que esta coloragdo Ndo é
propria. Y

Loao, existem duas cores iy e i tais Que iy N30 estd
representada em u e i; estd representads em u pelo menos
duas vezes (pois C N30 é prdpria, ent30 alauma cor se

repete. Além disso, para a coloraqdo ser propria entdo ha
alauma cor N30 representada em u QUe deve ser).

Pelo lema anterior, temos Que G é um cidlo impar.
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Teorema. Se G é gipartido, entdo \'(G) = A
Prova: Assuma, por contradicdo, aue x/'(G) > A

Seja C uma A-coloragdo Stima. Ent3o existe alaum vértice
utal @ue c(u) < d(u) < A, j5 Que esta coloragdo Ndo é
propria.

Loao, existem duas cores iy e i tais Que iy N30 estd
representada em u e i; estd representads em u pelo menos
duas vezes (pois C N30 é prdpria, ent30 alauma cor se
repete. Além disso, para a coloraqdo ser propria entdo ha
alauma cor N30 representada em u QUe deve ser).

Pelo lema anterior, temos Que G é um cidlo impar.
Cortradicdo, dado que G é Bipartido.



