Aula 9: Prindipios aditivo,
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Na aula passada..

tel

- Vimos operacSes e identidades em conjuntos

- Definimos cardinalidade de um conjunto

- Definimos e mostramos o
para 2 e 3 conjuntos.

- Revisamos Conjuntos Numéricos.
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Na aula de hoje..

- Resolveremos uma série de prorlemas Que Buscam
oB’ter cardinalidade de conjuntos. '

- Esses conjuntos possuem restricd es de modo a serem
sueconjuntos de outros conjuntos.

- Para +tal, usaremos o prindipio aditivo e o

- Veremos conse@uéncias do PA e
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Prorlemas de contacem

Um proelema de contacem trata de osjetos que s30
£ormados de uma certa maneira, e peraunta-se @uantos
OB jetos deste certo tipo podem ser formados.

Esses s30 0s prorlemas Que lidamos em
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Exemplo |

Exemplo: Suponha Que tenha entrado em cartaz 3 filves e
2 peqas de teatro e vocé s tenha dinkeiro para assistir
apenas um desses proaramas. Quantos s30 Proaramas Que
vOeé pode fazer?

Resposta: Como voeé sé tem dinkeiro para um evento,
entdo vocé assiste ou 80 Filve |, ou 80 filme 2, ou 80 Filme
3, 0u 3 peqga | ou 3 peqa 2. Portanto, ao todo, sdo S
proaramas diferentes. '

Note Que, assim, uma £orma de orter a solugdo seria
listar todas as possigilidades.
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Exemplo 2

Exemplo: Suponha Que tenha entrado em cartaz S filmes e
4 peqas de teatro e vocé sS tenha dinheiro para assistir

desses proaramas. Quantos s3o
ProGramas Que vocé pode fazer?

Resposta: Assiv COMO NO exemplo anterior, poderiamos
listar todas possigilidades de eventos. Note Que Queremos
sarer QUANtOos pares de cinema—teatro podemos formar.

Ao analisar as possigilidades: Considerando o filve | a ser
assistido, temos 4 possiveis pegas de teatro. Considerando
o filme 2, tameém temos 4 possiveis peqas de teatro.
Sendo assim: 4 +4 + ... +4 = 20.

5 vezes

: Listar todos os possiveis pares é rapido de se orter?
E vidvel?
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Princlpio aditivo
Particdo em dois conjuntos: A e B sdo dois conjuntos

disjuntos (A B = ) e unido é o conjunto universo
considerado no contexto.

Note aque os dois e_xemplos anteriores o&e_decem a um
Mesmo Prindipio Bésico Que chamamos de pr

(de dois conjuntos): Se A e B sdo dois
conjuntos disjuntos com, respectivamente, p e g elementos,
ent3o AU B possui p + g elementos.

Exemplo |: A= {x | x ¢ filme} = {F1 2 E3]
B = {x | x é peca de teatro} = {T1, T2}

Note que ANB=0e AUB é a solugdo do proelema.

O principio aditivo é exatamente O prindpio da inclus3o
e exclus30 para Quando a interseQdo é vazia.
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Prindipio Muktiplicativo

Se um evento A pode ocorrer
de m maneiras diferentes, e se para cada uma dessas m

maneiras possiveis de A ocorrer, um outro evento B pode
ocorrer de n maneiras diferentes, entdo o Nnimero de
maneiras de ocorrer o evento A seguido do evento B é m.n.

n(B) =n

n(A) =m

Cada secamento representa um par associado a8 uma
possivel splugdo.

Cada seamento representa uma confiauracdo vidvel
para solugao.
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R_etornando ao Exemplo 2 ...

O Exemplo 2. oredece 30 principio multiplicativo. Lemere que
voeé vai assistir um filme e uma peqa de teatro. Além disso,
pra cada um dos S filves ha t peqas de teatro.

Portanto, hd 5.4 = 20 proaramas diferentes.
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PA e PM

Tanto © QuUanto o podem ser estendidos para um
Namero £inito Qualauer de conjuntos.

- :Se A1, Ag, ..., Aps80 conjuntos tais Que A A = (),
Para | # j, e se A; pOssul a; elementos, entdo a unido dos
n conjuntos possui elementos.

e : Se uwv eventto A; pode ocorrer de m; maneiras
diferentes, para i = 1,...,n, entdo esses eventos podem
ocorrer, em sucessdo, de maneiras
diferentes.
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Exemplo 3

Na sua estante hd 7 livros diferentes de matemética e S
livros diferentes de fisica. De quantas maneiras vocé pode
escolher um livro de cada matéria?

Resposta: Note Que uma confiauragdo é dada por umw par
sendo um livro de matemética e um livro de fisica. Como
para cada um dos 7 livros de matemétics, temos 5 de fisica,
temos ent3o, pelo , 5.7 = 35 possiveis maneiras.
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Exemplo 4+

Na sua estante hd T livros diferentes de matemétics, S
livros diferentes de fisica e 3 livros de inalés. De quantas
maneiras vocé pode escolher dois livros com a condiedo de
Que Os livros N30 Possam ser da mesma matéria?

Resposta: Note Que uma confiauragdo é dada por uw par
sendo aue um livro N3o pode ter mesma matéria do outro
escolhido.

Ou seja, dois livros devem ser de matérias distintas.
Podemos orter uma particdo em trés partes, a seauir:

- Livros escolhidos s30 de matemética e fisica: 7 x 5
Mmaneiras.

- Livros escolhidos s30 de matemética e inalés: 7 x 3
Mmaneiras.

- Livros escolhidos s30 de fisica e inalés: 5 x 3 maneiras.
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Exemplo 4+

Oerserve Que cada maneira realmente satisfaz uwas dos trés
tipos a destacados NO slide anterior. Além disso, N30 ha
Mmaneira Que esteja em mais de um tipo apresentado.

Assim, issO £oi de £ato uma partiedo do conjunto solugdo.

Com isso, pelo temos (7 x 5) + (7 %8) + (5 x 3) maneiras.
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Exemplo S

QuaNtos aNaaramas podemos £ormar com a palavra chinelo
de MmOdo Que as voGais estdo juntas?

R.esposta: Temos 4 consoantes e 3 voaais. Usemos a
seauinte estratéaia:

1. Remova as voaais;
VerifiQue Os anaaramas das consoantes;
VerifiQue 0s anaaramas das voeai;;

e o S

Nos espaqos entre consoantes coloQue Os aNnaaramas
das vogais.
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Exemplo S

1. Ao remover as voGais, QuUeremos saker Quantos
anaaramas hd com as 4 consoantes.

2. Uma contiauragdo é uma palavra de 4 consoantes
distintas, donde para a primeira posicdo temos 4
possirilidades, para a sequnda temos 3, para a terceira temos
72 e para a Quarta Nos restam | possigilidade. Assim, pelo :
temos 8NaGramas das consoantes.

3. Uma conficuraqdo é uma palavra de 3 voaais distintas.
Pelo PM (similar a0 caso anterior), temos 3 x 2 x 1
anaaramas das vo&ais.

4. Note aue hd S espacos possiveis para alocar Os anaaramas
das voaais. A sarer: antes da primeira consoante, entre a

primeira e a8 seaunda consoante, ., 3POs a8 Quarta consoante.
Assim, pelo PM, temos 5 x (3 x 2 x 1) x ( ) Maneiras.
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Exemplo b

De @uantas maneiras podemos distriguir n osjetos
diferentes em duas caixas diferentes, de modo aue Nnenhuma
caixa fiQue vazia?

R.esposta: Note que as conficuragSes pode_M ser separadas
da seauinte forma:

- A: uma caixa pOssui todos Os oBjetos.
- B: nas duas caixas ha oBjetos

Pelo PA, temos aue n(A) + n(B) nos dé 0 nimero de
distriesuicSes dos n ogjetos. :

Suponha uma caixa seja rotulada por C; e outra caixa seja
rotulada por G. Uma conficuragdo é uma atriruicdo de
rd+tulos para Os n OBjetos.

Como cada OBjeto por estar em 2 possiveis caixas, pelo PM,
temos o total de 2 x 2 X --- x 2 = 2" distriruieS es.

Ou sejs, n(A) + n(B) = 2. Note que n(A) = 2 (ou todos os
ORjetos estd3o em (; ou estdo em (). Assiw:
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Permutaged es simples

Prorlema: De Quantas £Ormas podemos oraanizar Quatro
pPess0as NuMma #ila?

Uma confiauragdo é uma sequéncia de Quatro pessoas em
fila. Pelo ,temos 4 x 3 x 2 x 1 maneiras.

De modo aeral, Quando Queremos sager szar\—tas s30 as
arrumagSes de n oBjetos distintos em ordem, resolvemos
da seguinte forma: n x (n—1) X (n—2) X --- X2 X 1.

Em outras palavras, © Nnimero de arrumagles de n OBjetos
distintos em ordem é a de n elementos.

Po=nx(n—-1)x(n—-2)x--+x2x1=nl

Retornando ao Exemplo S, hé 3! formas de orasnizar
as 3 voaais e 4! formas de oraanizar as 4 consoantes.
Assim: 5 x P3 x P, anaaramas da palavra chinelo com as voaais
juntas.
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Exercicio

De quantas £ormas I mogas e |2 rapazes podem formar
pares para uma danga?

Dica: Pense em cada moga escolher um rapaz. Inicialmente,
uMa MOQa tem Quantos rapazes disponiveis?! E depois?..
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Arranjos simples

Progrlema: De quantas £ormas podemos oraanizar um pSdio
(de 3 pessoas) de uma disputa de natagdo envolvendo &
competidores?

Uma confiauragdo é uma sequéncia de trés pessoas,
escolhidas em ordem dentre 8. Pelo ,temos 8 x 7 x 6
Mmaneiras.

Uma outra forma de resolver seria pela seauinte conta:

__ 8X7x6x5x4x3x2x1
8% T8 = 5x4x3x2x1

De modo @eral, auando Queremos saker Quantas s3o as
arruvaqSes de k oBjetos dentre n okjetos distintos em
ordem, resolvemos da secuinte forma: 2

(n—k)!
Em outras palavras, © niimero de arrumacSes de k osjetos
dentre n okjetos distintos em ordem é o de n
OBjetos tomados k a8 k. ,
n!
A(n, k) =

(n— k)!
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Exemplo

R.etornando a0s anaaramas da palavra chinelo, Queremos
3GOra OBter QUantos s30 0Os 8NaGramas de modo Que as
trés vogais estejam separadas.

R.esposta: Similar ao Exemplo S, vamos resolver esta
Quest30 por etapas. Inicialvmente remova as voaais; ordene
as consoantes; escolha trés luaares para OCUPar as VO&GAaIs.

- Ordenar as consoantes: P, maneiras;

- Escolher trés luaares para as voaais: Temos, a@ui, S
posieSes (antes da primeira consoantes, entre a primeira
e a seaunds, ..., 83pAs a8 Quarta) para ocupar somente
trés delas as letras i, e, ©. Temos assim, A(5, 3) maneiras;

- Com issO, temos: Py x A(5, 3).
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ComeinagSes simples

Proelema: De Quantas £ormas podemos ter um trio para
formar um pAdio (de 3 pessoas) de uma disputa de Nnatagdo
envolvendo & competidores?

Uma confiauragdo é um conjunto de trés pessoas,
escolhidas dentre 8 Como resolver este proelema?

Note que na contacem A(8,3) temos mais do Que trios, pois
tamBém temos tampém ordem entre eles. Ou seja, se Jo30,
Marcos e Lucas s30 escolhidos, isto é diferente se Marcos,
Lucas e Jo30 s80 escolhidos, pOis a8 ordem é importante.

Note tameém Que cada conjunto de 3 elementos possui P3
arrumagSes entre eles (por exemplo: JMC, JCM, MCJ, MJC,
CMJ, CIM). Da solugdo de A(8,3) temos Que cada trio possuli
P; conficuracSes Que devem ser consideradas iguais.

A(ssi)m, a (sogugéo deste proelema apresentado é dado por:
A(8,3) _ A(8,3

P3

3l
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ComeinagSes simples

De modo &eral, Quando Queremos saker Quantas s3o Os
conjuntos de k oBjetos dentre n ogjetos distintos,

resolvemos da sequinte £orma: A(Z!’") = (“IT—IZW"

Em outras palavras, © nimero de conjuntos de k oBjetos
dentre n ogjetos distintos é a de n oBjetos
tomados k a k. '

n!

Elo ) ST i
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Exemplo

Quantas diagonais um poliGono recular de n lados possui?
R.esposta: Note aue inicialvmente podemos orter todos Os
conjuntos de dois vértices do policono. Com isso temos
C(n,2) pares.

Como toda diaaonal é necessariamente dentre vértices qQue
N30 s30 consecutivos NO POlGONO, e hé n pares consecutivos.

Portanto, pelo PA, temos uma particdo dentre Os pares Que
s30 consecutivos e 0s N30 conseautivos No policono. Seja
D o niimero de diagonais, temos: C(n,2) = n+ D.

ASS‘M, D) = n(n;l) s n(n7;)72n i n(n72172) S n(n273)'




