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Na aula de hoje..

- Detiniremos 0s conceitos de Axioma, Proposicdo,
Teoremas, Lema e Corolério

- Veremos como £azer uma demonstragso direta

- Veremos como f£azer uma demor\s—tragao por
contrapositiva "
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Demonstragado

- Uma Propcsig’éo é uma sentenca Que pode ser validada
ou N30.

- Uma demonstragdo é uma sequéncia de araumentos
formais Que validam uma proposieso.
- O orjeto Basico de uma demonstragdo
- Um axioma é uma proposicdo Que ndo
> \erdade inQuestionével;
> Ponto de partida para deducdo e inferénaias de outras
verdades (dependentes de teoria).
- Um teorema é uma proposicdo que pode ser validada
através de uma demonstragdo, utilizando axiomas e
outros teoremas ja provados.

uMma ProposiQ3o.

é
é demonstrada.
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Teorema

Um teorema é composto por duas partes:
.

HipStese: | inkormagSes presentes No teocrema Que s30
assumidas verdadeiras.

é O Que Queremos validar‘,”&’cilizar\do as hipdteses
pPresentes NO teorems e outros araumentos formais
previamente conhecidos.

Teorema | : |-Hipdtese |
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Lema e Corolario

QRuando uma proposiedo é utilizada Na demonstragdo de um
teoremas, em ceral "mais complexo”, ela é dita lema.

Quando uma Proposicdo é consequéncia "imediata” de um
teorems, ela é dita

Exemplo:

Teorema. A soma dos 8naulos intern@s de um tridnaulo é

180°.

?
Em um tridnaulo equildtero, os dnaulos internos valem 60°.
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Técenicas de Demonstragdo

Veremos as seauintes técnicas de demonstkégéo:
- Direta
- por Contrapositiva
- por Contradiedo ou Aesurdo
- por Casos
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Demonstragdo Direta

Uma demonstragdo direta de uma |mpnca<;ao L4 é uma
seqQuéncia de passos |6 Gicos:

P.= P17 P e s iDriGee G

Por transitividade, prova-se @ue p — g

Em cada passo da demonstraqado, utilizam-se axiomas, ou
teoremas previamente demonstrados.
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Proposicdo |. A soma de nimeros pares é um Numero
par.

Reescrita: Se a e & s30 Nlmeros pares, entdo a+& é um
Namero par.

a e B s30 NUmeros pares

a-te é um Ndmero par

Dica: COMO esarevemos um Namero par?

Demonstragdo: Qualauer nimero par pode ser escrito
coMO 2k, para k € Z. Assim, temos Que existem k' € Z e
k" € 7 tais Que a=2k' e b= 2k".

Consequentemente, a + b = 2k’ + 2k” = 2(k" + k") = 2k"".
Como k' e k" s30 nimeros inteiros, ent3o a soma
tamrém é inteiro ( ). Portanto k"' € 7 e dessa
forma, a+ b é par.
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W @ Proposiqdo 2. A soma de ndmeros de paridades opostas
é um Namero impar.

Reescrita: Se a é um NUMmero par e & é uw Nimero
impar, entdo a2 é um Numero ivpar.

Sem perda de ceneralidade, podemos assumir a par e b
impar.

aépar‘e&éfmpar‘

a+e é um Namero impar
Demonstracdo: Similar a Proposic3o |, eserevemos
QualQuer par Pode ser escrito como a = 2k, para algum
k € 7, e @ualQuer impar pode ser eser'rto coOMO
b—2k’—|—1 e keZ.

Dessa forma, 8 soma a+ b = 2k + 2k’ + 1. E assim, similar
a3 Proposiqdo |, temos: a+ b=2k"" +1,para k"' = k+ k'

Como k"' € 7, temos Que a+ b é impar, por possuir
resto da divisdo por 2 icual a 1.
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Proposigio3. yoidje Kkl g ¢ Iy

Dica: Desenvolva 0 somatdrio

Demonstragso: Saeemos @ue S < i=1+2+3+---+n
( ). Fagamos uma Nova soma Nessa express3o:
23 i = ) + (T ) =

(142434 +n)+(1+2+3+---+n)

Assim: e

23K L i=(1+24+ 38 Fa) - (LH 243+ )
Arrumando a express3o da direita (somando o lo termo
coMm O UHimo, © 20 com O penditimo, . ..), temos:

2y =+t @2+n-1) @R 2 (ht])

Ou seja:

2y =t Lo+ 1) et 1)

H3 n termos com valor (n+ 1) cada um, ou seja:

2% i=nfa i)

Portanto: Y5 i= L”}-l«)
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Dica: Utilize a Proposicdo 3.
Demonstragdo: Podemos trakalhar com o somatdrio da
seguinte forma:

k 5 k . k
Pt s (Zi:l?’) i (Zi:l/]'):
Note Que No primeiro somatorio, o 2 aparece em todos
0s termos. Loao, podemos pSr em evidéncia:

i (2i = 1) = () = 00 =2 - (1, 1)
No seaundo somatdrio, hé k termos iauais a 1, assim:
T )= (@384 (0TI ) K

Pela Proposigdo 3, temos: '

K Qi—1)=@3 % i)— k=281 g p(k+1)— k=
=il i=1 2
k(k+1—1) = k.k = k>

Como aplicamos a Proposiqdo 3, temos que a

Proposiedo 4 é um coroldrio.



@ | Proposigdo S. Seja A um conjunto areitrério com n
o elementosil BEsouE il P(A) é 2.
Dica: Araumento comainatdrio Aula 9, Aula il

»\"\[’

Proposie3o b Todo ntmero composto n é divisivel por
um inteiro n; < /n

Dica: Escreva n como produto de dois nimeros.
Demonstragdo: Se n é composto, entdo existem ny e ny,
taisQue n=n.m,em@ue 1 <n <nel<n <n

Suponha Que np > np (0 €as0 ny > ny € aNdloao). Assim:
n=niny > ning = n%
Dessa £orma n < /n.

Sejs p fator primo de n; (caso n; seja primo, entdo
acaramos). Como n; < /n e p é divisor de n;, ent3o

p < n; <+/n. Como p € divisor de n;, ent3o n; pode ser
escrito n; = p.k, para k € Z. Da meswa forma,

n = ny.ny = p.k.np. E 3ssim, n possui o fator primo p
menor ou iGual a /n.
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Demonstragdo por Contrapositiva

- A contrapositiva de uma implicagdo p -+ g é dada por
g — —p. (J8 mostramos essa equivalénaia 16 Gica
anteriormente) '
Uma demonstragdo por contrapositiva para uma implicagdo
p — g valida a implicagdo g — —p, Que é equivalente 3
implicacdo oriainal. '



P\
W 0/‘\\\ '\/O

Exemplos:

Proposicdo | Se a e & s80 nimeros privos entre si,
ent30 a e B N30 s30 aMBOs pares. ;
Demonstracdo: Queremos mostrar por cortrapositiva
Que: Se a e b s30 BMBROS pares, entd0 a e b N30 s30
Primos entre si.

Assiv, a =2k e b= 2k’ para k, k' € Z Como amBOos
pPOssuem O 2 como divisor comum, temos Que O Mdximo
divisor comum entre ae b é um inteiro d > 2 > 1.
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Proposiqdo 2. Se p° é par, entdo p é par.
é

Reescrita: Se p é impar, entdo p? é impar.

Proposicdo 3. Se xy é impar, entdo x e y s30 impares.
Reescrita: Se x é par ou y é par, ent30 xy é par.

Proposiqdo 4. Se x + y é par, entd0 x e y tém a mesma
paridade.
&eescrrta Se x e y possuem Par‘tdade_s distintas, entdo
Xty é lMPar‘ 4

Proposicdo S. Se x + y épare y - - é par,entdo x e »
té€m a mesma paridade.
R eescrita: Se x e z possuem paridades distintas, ent3o
x+y e y+ z possuem paridades distintas ou x+y e y+z
s30 impares.



