Aula ll: Tridanaulo de Pascal
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tridnaulo de Pascal
O tridnaulo de Pascal é uma matriz cujo elemento na

e coluna k € iqual a C(n, k) = o Cln k)= ()
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N3o existé (}) se n < k.Pois (

n
k

) é nimero de sueconjuntos

de tamanho k de uwm conjunto de tamanho n.
Assim, 8 matriz é trianaular inferior.
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Consequéncias do tridnaulo de Pascal

Vamos verificar alaumas relacdes Que existem no tridnaulo
de Pascal.

- (J) = 1. Por que? Basta verificar na £Srmula

O=rom=m=L1
> Assim, toda a la coluna € igual a 1.

- () = 1. Por aue? Podemos verificar na £6rmula
(alaerricamente), OL pasta notar ' que (7) é o nimero
de sueconjuntos de tamanho n de um conjunto de
tamanho n. Ou seja, s& hé o préprio conjunto de
solugdo.

» Assiw, toda diagonal é igual a 1.






=+ consequéncias do tridnaulo de Pascal

g (Z) el (k—?—l) 5 (ZE)
Ou seja, No tridnaulo de Pascal, 8 soma de dois elementos
consecutivos (colunas k e k + 1) numa mesma linha (linha n) é

iaual 80 elemento da coluna mais 3 direita (colur\a k+1De
linha araixo (linha n + 1). ,

Como provar a Relagao de Stifel? Podennos pProvar de duas
formas:
- Araumento alaéerico: Basta caloular
(1) + (10) = (n—"k!)!k! £ (n—k—f)!!(k-ﬁ-l)!' (9cn—tinue_ as contas.)

- Araumento comrinatdrio: Pense No seauinte proslema:
hd n+ 1 pessoas, onde n s30 mulheres e . Vocé
Quer selecionar k + 1 pessoas, Quantas s30 as formas?
(j©7) dd 8 r‘espos—ta (Aula 9). Outra forma de orter essa
mesma resposta é aplicando o PA particionando as
solugBes: ) © . Ha (7) formas;

ou i) 0 homem N30 estars presente. H3 (, +1) formas.
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-+ teoremas

Note que fomos capazes de construir todo o tridnaulo de
Pascal em consequéncia da primeira coluna, da diaconal e da

Além disso, hd alauns teoremas (muito importantes) aue
podemos verificar No tridnaulo de Pascal.

- Teorema das linhas
- Teorema das colunas
- Teorema das diagonais
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Teorema das linhas

- (oht Qi - (OF =2
Ou seja, No tridnaulo de Pascal, 3 soma de toda uma linka n é
igual a 2".

P

Como provar o Teorema das linhas? Note que () € o
Namero de sugconjuntos de tamanho k de um conjunto de
tamanho n. Ou seja, 8 soma de uma linha do tridnaulo de
Pascal é exatamente o Nimero de suseonjuntos de um
conjunto de tamanho n.

Vimos Que, pelo PM, 0 ndmero de susconjuntos de um
conjunto de tamanho n é 2"
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Exemplo
[0 | 2 3 vt
0|1
B R b Tl
2 =i 1

Na linha 4, temos 1 +4+6+4+1=16 =24

Note tameém aue, dado um conjunto de tamanho 4, hé:
1 susconjunto de tamanho 0 (a sager, O conjunto vazio);
4 sueconjuntos de tamanho I;



Teorema das colunas

()4 (5 4 () + -t (72 1 (749) = ()

Ou seja, No tridnaulo de Pascal, 8 soma de uma coluna desde
o infcio (linha n e coluna n até alauma linha (linha n+ p) é iaual
a0 elemento da coluna a direita (coluna n + 1) e linha araixo
(linka n+ p+ 1.

Como provar o Teorema das colunas? Podemos provar

usando uma téonica Que serd vista mais a frente (Inducdo

Matemética). :

lde|a Assuma Que para a soma dos elemer\—tos até a linha
— 1 o resuttado sejs verdadeiro. Ou seja,

(n) i (n+1) il (n+2) e (n+p—1) i (n+P).

Q:uerenr\aols saé;ej&o resul’t%aopd_alsgﬁa S
G+ (L (0 ) B

por hipétese (:j:’;) pela Relacao de Stifel



Teorema das diagonais

O+ () T () 44 (27 (42) = (o

Ou seja, No tridnaulo de Pascal, 8 soma das diaaonais desde o
inlcio (linha n e coluna 0 até alauma linha (linka n+ p e

coluna p) € iaual a0 elemento da coluna onde paramos
(coluna p) e linha araixo (linka n+ p + 1). .

Como provar o Teorema das diaaonais? Podemos provar
usando novamentte a (Indugdo Matemétiea).

ldeia: Assuma Que para a8 soma dos elementos até a linha
n+p—1 0 resutado sejs verdadeiro. Ou sejs,

)+ (1) + )+ + (323Y) = (22).

Qnuere’mols sa&neJ\:20 re_sul‘t%:j}pd_alsgvlwa s
o)+ (7 )27 RS )

NSRS
por hipétese (:t‘;) pela Relagao de Stifel
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Exemplo

Determine a8 soma 5.4.3 +6.5.4 47.6.5+ --- +20.19.18

Primeiramente, note Que a multiplicagdo de trés naturais
consecutivos é na verdade, pelo PM, arranjo. Ou seja,
5.4.3 = A(5,3), 6.5.4 = A(6,3), 7.6.5 = A(7,3), .. =

Além disso, A(n, k) = () k! (Aula 9). Dessa forma, $acamos a
seauinte reescrita:

5.4.3+6.54+7.6.5+:- +201918A3|()+3'()+3'()+ +31(3).

Assim, temos:
NG+ +3UG) + +3E) =G+ + Q)+ + ()]
Pelo

O+O+Q+O TR @

Ousejs, (3) + () T GER" + (51 ) 10T F



