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Na aula passada..

- Resolvemos uma série de prorlemas que Buseam orter
cardinalidade de conjuntos. :

- Esses conjuntos possuem restricSes de MOodo 3 serem
suBcoNnjuntos de outros conjuntos.

- Para tal, usamos O principio aditivo e o

- Vimos consequéncias do PA e
> Vimos conceitos de permutagdes, arranjos e compinagSes.
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R_esumidamente

Permutac es: Quantidade de arrumacSes de n oBjetos
distintos em ordem. P, — nl

Arranjos: @uantidade de arrumaeSes de k oBjetos dentre n

oBjetos distintos em ordem. A(n, k) = (nj!k)!.
ComeinacSes: Quantidade de cor\)ur\-tos de k ogjetos dentre
n oBjetos distintos. C(n k) = (n"ik'),k,

Note Que 0s n oBjetos sd0 distintos.

Como resolver proelemas em Que podemos ter orjetos
iGuais?
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Proerlemas

Proelema |: Vocé tem 12 anéis icuais e Quer distriruir em
uma m3o de 5 dedos. Quantas s30 as ﬁornnas de distriguir os
anéis NOs dedos?

Uma confiauraqdo é uma distrieuiedo dos 12 anéis em 5
dedos.

Por exemplo: 1 anel No poleaar, 2 No indicador, 9 No médio, 0
tanto No anelar Quanto No mindinho.

Note Que 0s anéis s30 iguais. Logo, estamos
interessados na @uantidade de anéis por dedo, e N30 Nos
anéis em si.
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Proerlemas

Prorlema 2: Vocé tem 12 roIas icuais e quer distriruir em 5

caixas. Quantas s30 as formas de distriruir as BOIas Nas
08ixas?

Uma confiauragdo é uma distriruicdo das 12 Bolas em 5
Qaixas. :

Proelemas | e 2 s30 idénticos.
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Proerlemas

Proslema 3: Quantas s30 as raizes n3o neaativas da
express3o: x1+x+x3+ x4+ x5 =12

Uma confiauragdo é uma distriruiedo de valores para x;,
i=1,..,5 tal Que a soma seja igual a 12
Por exemplo: x; =1, x =2, x3=9, x4 = x5 = 0.

H3 diferenca entre os Proslemas 1, 2, e 32 N&oll!
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Modelagem
Para resolver esses proglemas, Primeiro, vamos £azer uma
modelacen, de cada proglema.
Ass00iag30 com sequéncias Bindrias:
. : cada varidvel distinta (caixa, dedo, x;, ...);
- diito 0: cada oBjeto iqual (Bolas, anéis, unidade N30
neaativa, ...).
R_etornando ao Proelema 3, vimos Que x; =1, % =2, x3 = 9,

xs = x5 = 0 & uma atriruicdo Que iNduz a8 uma solugdo para O
proglema. Ouseja: 142+9+0+0=12

Podemos modelar essa atriruiedo da seguinte forma:

0 00 05000 0020000

Note que cada atriruiedo de valores implica exatamente uma
85500i8030 COM 3s sequéncias Bindrias. Da mesma £orma,
cada sequéncia BiNdria NOs assOcia a exatamente uma
atrisuicdo de valores.
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Configuragdo
Para resolver esses proglemas, vamos, aGOra a
Mmodelacem feita e avaliar as confiauragSes.

Modelamos O proelema oetendo sequéncias Bindrias (ou seja,
com diaitos 0's e 1's) de tamanhos r + n, onde

(caixas, dedos, xi’s,.) e n é 0 Nndmero de oejetos
iauais (golas, anéis, unidade N30 Neaativa,.).

Modelamos x1 =1, % =2, x3=9, x4 = x5 = 0 da seauinte forma:

0100200000 ¢ WO
r=5en—=19
Portanto, cada possivel atrisuicdo é uma seQuéneia Binéria
com 17 diaitos, satisfazendo as seauintes restricSes:
- H38 5 diaitos 1;
- H3 12 diaitos 0
- O aHtimo diaito é 1
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Solugdo

De modo &eral, dado um proelema com r varidveis, n oejetos
iGuais, cada possivel solugdo é uma seQuéncia BRiNdria com
r + n dicitos, satisfazendo as seauintes restrigSes:

- H3 r diaitos 1;

- H3 n diaitos 0

- O artimo diaito é 1.
Queremos saker Quantas s30 as seQuéncias de r + n diaitos
satisfazendo as restrigSes apresentadas.

Note aue o GHimo diito é sempre icual a 1. Dessa £orma, a
s0lugd0o desse proerlema é equivalente a responder a
seguinte peraunta:

Percunta: Quantas s30 as seQuéncias de r + n — 1 diitos
com r — 1 diitos icuais a 17

Assim, Queremos sarer QuUaNntas sao as escolhas de r — 1
lucares dervtre r +n — 1. Ou seja, Quantos s3o Os
suBconjuntos de tamanho r — 1 dentre r+ n — 1 elementos?
C(r+n-1,r—1).
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Exemplo
Uma atriruicdo é:

Gle0 01 0°0 000 80 00
Outra atrisuigdo é:

001001 088E0D DD 0

Assim, Quantas s30 as formas de escolhermos 4 luaares
dentre 16 para alocarmos Os diaitos 17 €(16.4)

Note aque escolher 4 oBjetos dentre 16 é O mesmo Que
escolher 12 ogjetos dentre 16. Ou seja, cada atrisui¢do de
posigSes para o diaito 1 implica necessariamente em uma
atriruicdo de posieSes para o diaito 0.

Em outras palavras: C(r+n—1,r—1)= C(r+n—1,n).
De modo eeral: €(n, k) = C(n,n— k)
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Proerlema H

Proelema H: Vimos Nno Proelema | que vocé tinha 12 anéis
iGuais e Queria distrieui-los em 5 dedos de uma m3o. Acora,
pense Que vocé tenha 12 anéis distintos e Queira
distrirui-los em 5 dedos de uma m30. Quar\—tas s30 as formas
de distriruir os anéis Nnos dedos?

Note aque Nosso interesse N30 é somente Na Quantidade de
anéis por dedo, mas para cada dispOsicdo dos 12 anéis, temos
Que contar Quantas s30 as $ormas de dispor esses anéis.

Fagamos, primeiramente, tal como o Proelema | (pense que
0s anéis sejam iauais). Assim, hd C(16,4) £ormas de
distriruiqdo.

Para cada distriruigdo, como uma mao tem uma ordem linear
dos dedos, temos 12! arrumacSes dos anéis.

Assim, pe_lo PM | a resposta é dada por 12!C(16,4).
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Proerlema S

Proelema S: Use todas as restricGes do Proglema 4. Além
disso, considere Que O dedo poleaar deve ter pelo menos 1
anel. :

Note que inicisinente (tal como o Proglems D Queriamos
saBer Quantas sd0 as solugbes N30 necativas para a
express3o:

X1+Xo+x3+x1+x5 =12

Ou seja, cada varidvel assumiria valor pelo menos 0, isto é,
xi > 0. AGOra, temos Que uma das varidveis tem Que assumir
valor

Vamos, reescrever a express3o adicionando essa restrigdo
soBre xi: Assim, x3 = x{ + 1,para x; > 0. Ou sejs, x; > L

XP+14+%+x3+x+x =12
X{ X+ x3+x3+x =11

Assim, pelo PM, a resposta é dada por 121C(15,4).
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Prorlema b

Prorlema b: Ha 12 anéis iGuais e 5 dedos, Queremos sarer
Quantas formas temos para pAr NO MaximO Os 12 anéis Nos
dedos.

Note aue a diferenga do Proelema & para o Proelema | é
Que 18 Queremos pSr exatamente 12 anéis, enQuanto aqui
Queremos pAr NO Maximo 12 anéis.

Note aque podemos resolver o Proelems b

NOs €3s0s em Que 0 anéis s30 usados, ou 1 anel é
usado, ou 2 anéis s30 usados, .. até O caso em Que Os 12
anéis s30 usados. Assim, pelo PA, 8 soma dos resuttados de
cada 0a3s0 dé a solugdo.
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Proglema b (outra resolugdo)

Orserve tamerém Que podemos resolver o Proerlema b pela
seauinte express3o:

X1 oo Fog Foa i < 12

Para passar essa desigualdade para uma icualdade (e assim
POdermos usar O Que Vimos)Podemos simplesmente,
adicionar uwa variavel de folaa f, para f> 0.

Assim, se Quiséssemos, utilizar 9 anéis, por exemplo, f teria
valor igual a 3. .

Portanto, a solugdo para:
X1t 00k Xq Fog G =12
é dada por:
X1+X+x3+x4+x5+1f =12

Para x; >0,i=1,...,5e f>0.






