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1. Prove que o problema da PARTICAO é NP-completo. Para isso:

a) Mostre que o problema pertence & classe NP.

b) Mostre que o problema é NP-dificil por meio de uma redugao polinomial a partir do problema
SUBSET SUM (sabidamente NP-completo), definido a seguir:

SUBSET SUM: Dado um conjunto S = {1, xs,...,z,} de inteiros positivos e um inteiro ¢, existe um
subconjunto A C S tal que
Z r=t"7?

€A

Resolugao:
a) O problema PARTIGAO esta em NP.

Dado um conjunto de inteiros positivos S = {x1,x2,...,z,}, queremos decidir se existe uma particdo de S em dois
subconjuntos A e B tais que:

AUB=S, ANB=0, e Y z=)» =z

z€EA r€B
Se alguém nos fornece uma particao (A4, B) como certificado, podemos verificar em tempo polinomial:
e quuAUB=Se ANB=0,
®qued T =) epT

Logo, PARTICAO pertence a classe NP.

b) PARTIGAO é NP-dificil via redugdo de SUBSET SUM.
Sabemos que o problema SUBSET SuM é NP-completo.
Dada uma instancia de SUBSET SUM, construiremos uma instancia equivalente de PARTICAO.

Constru¢ao da redugdo:

e SejaT =3"  x; (asoma total dos elementos do conjunto 5).

o Definimos o novo conjunto S’ = SU {2t — T'}.



Note que 2t — T' é um numero inteiro construido a partir da instancia original. A soma total dos elementos de S’ é:

T+(2t—T)=2t

Portanto, se conseguirmos encontrar um subconjunto de S’ com soma #, entao o complemento também terd soma t,
formando uma particao valida.

Equivaléncia:
e Se a instancia de SUBSET SUM tem solugao (existe A C .S com soma t), entdo podemos construir uma parti¢ao
de S’ com soma t em ambos os lados, pois o complemento de A em S soma T — ¢, e ao adicionar o elemento

2t — T, temos:
T—t+2t-T)=t

e Se existe uma particdo de S’ com duas partes de soma ¢, entdao o novo elemento 2t — T deve estar em uma das
partes, e o restante da soma corresponde a um subconjunto de S com soma ¢. Isso resolve a instancia original
de SUBSET SUM.

(2,0) Considere o seguinte problema: PARTIGAO EM CLIQUES:
Entrada: Grafo G' e um inteiro k.
Questao: G contém uma particao dos vértices em no méaximo k cliques?

Mostre que PARTICAO EM CLIQUES é NP-completo.
Resolugao:
1. O problema pertence & classe NP.

Dado um certificado com k subconjuntos disjuntos Vi, Vs, ..., Vi tal que Ule V; =V, podemos verificar em tempo
polinomial:

e Que os subconjuntos sao disjuntos e cobrem todos os vértices;

e Que cada subgrafo G[V;] induzido por V; é um clique, ou seja, todos os pares de vértices em V; estao conectados.

Portanto, PARTICAO EM CLIQUES pertence a NP.

2. O problema é NP-dificil via reducao de COLORAGAO DE VERTICES.
Sabemos que o problema de COLORAGAO DE VERTICES (Coloragao de vértices) é NP-completo para k > 3.

Definicio de COLORAGAO DE VERTICES: Dado um grafo G = (V,E) e um inteiro k, é possivel atribuir cores aos
vértices com no méaximo k cores, de forma que vértices adjacentes tenham cores diferentes?

Ideia da reducao:

Seja (G, k) uma instancia de COLORAGAO DE VERTICES. Construimos a instancia (G, k) de PARTIGAO EM CLIQUES,
onde G é o complemento de G. Isto é:

(u,v) € E(G) < (u,v) ¢ E(G), parau#v

FEquivaléncia:
e Se G admite uma coloragao com k cores, entao seus vértices podem ser particionados em k classes de cor, onde
nenhum par de vértices na mesma classe esta conectado por uma aresta.
e No grafo G, essas classes de cor se tornam cliques, pois as arestas ausentes em G agora estao presentes em G.

e Assim, uma coloragdo de G com k cores corresponde a uma particdo de G em k cliques.

Portanto, temos: -
G ¢é k-colorivel <= G pode ser particionado em k cliques



3. Prove que o problema CiCLO HAMILTONIANO é NP-completo. Para isso:

a) Mostre que o problema pertence a classe NP.

b) Mostre que o problema é NP-dificil por meio de uma redugao polinomial a partir do pro-
blema CAMINHO HAMILTONIANO, definido abaixo.

Definigoes:

e CAMINHO HAMILTONIANO (HP): Dado um grafo G = (V, E), existe um caminho que visita
todos os vértices exatamente uma vez?

e CicLo HAMILTONIANO (HC): Dado um grafo G = (V, F), existe um ciclo que visita todos os
vértices exatamente uma vez (voltando ao vértice inicial)?

Resolugao:
a) CICLO HAMILTONIANO esta em NP.

Dado um ciclo como certificado, podemos verificar em tempo polinomial:

e Se todos os vértices do grafo aparecem exatamente uma vez no ciclo;
e Se cada vértice esta conectado ao proximo no ciclo por uma aresta;

e Se o dltimo vértice se conecta de volta ao primeiro.
Logo, o problema pertence a classe NP.

b) Redugao de CAMINHO HAMILTONIANO para CICLO HAMILTONIANO.

Seja G = (V, E) uma instancia do problema CAMINHO HAMILTONIANO. Nosso objetivo é construir um grafo G' =
(V', E’) tal que:

G tem caminho hamiltoniano <= G’ tem ciclo hamiltoniano

Constru¢ao:

e Escolha dois vértices arbitrarios s,¢ € V (candidatos a extremos do caminho).
e Adicione um novo vértice v,ovo a0 grafo.

e Conecte vpovo a S € a t:
V/ =Vu {’Unovo}y E/ =FEU {(Unovoa 3)7 (vnovo; t)}
Corre¢io da Redugdo:

= Se G tem um caminho hamiltoniano de s até ¢, entao em G’ temos um ciclo hamiltoniano:

Vnovo — S — +++ — T — Unovo

< Se G’ tem um ciclo hamiltoniano, entao o vértice vyovo deve estar nele. Como vy tem grau 2, ele deve ser
conectado a dois vértices (digamos, s e t) que formam as extremidades de um caminho hamiltoniano em G:

Unovo —> 8 —> ==+ —> t = Unovo = 8 — - -+ — t é caminho hamiltoniano em G
4. Considere o seguinte problema:

CONJUNTO DOMINANTE MINIMO (MINIMUM DOMINATING SET)
Entrada: Um grafo G = (V, E) e um inteiro k.



Pergunta: Existe um subconjunto D C V com |D| < k tal que todo vértice v € V estd em D
ou possui um vizinho em D?

Prove que o problema CONJUNTO DOMINANTE MINIMO é NP-completo.
Resolugao:
1. O problema estd em NP

Dado um conjunto D C V', com |D| < k, podemos verificar em tempo polinomial se cada vértice v € V estd em D ou
é vizinho de algum vértice de D.
Portanto, MINIMUM DOMINATING SET pertence a classe NP.

2. Redugao de VERTEX COVER para MINIMUM DOMINATING SET

Vamos reduzir o problema VERTEX COVER, que é NP-completo.

VERTEX COVER]
Entrada: Um grafo G = (V, E) e um inteiro k.

Pergunta: Existe um subconjunto C' C V' com |C| < k tal que toda aresta (u,v) € E possui pelo menos uma
extremidade em C'?7

Construgao:

Dada uma instancia (G, k) de VERTEX COVER, construimos uma instancia (G’, k) de MINIMUM DOMINATING SET da
seguinte forma:

e Para cada aresta (u,v) € E(G), adicionamos um novo vértice w,, em G'.
e Conectamos wy, a u e v: adicionamos as arestas (Wyq, ) € (Wyy, v).
e O novo grafo G’ possui |V | + |E| vértices.

e Mantemos o mesmo valor de k.

Corretude da redugdo
(=) Se (G, k) é uma instancia SIM de VERTEX COVER, entdo (G’, k) é uma instancia SIM de DOMINATING SET.

Se C CV & um conjunto de cobertura de vértices com |C| < k, entao:

Cada vértice w,, tem uma aresta para u e para v.

Como (u,v) esta em E(G), pelo menos um de u ou v pertence a C.

Portanto, todo w,, é vizinho de algum vértice de C'

Como C' C V e cobre todas as arestas, todos os vértices w,, e V sao dominados por C.

Logo, C' é um conjunto dominante de tamanho < k em G’.
(<) Se (G', k) é uma instancia SIM de DOMINATING SET, entdo (G, k) ¢ uma instancia SIM de VERTEX COVER.

Seja D C V(G') um conjunto dominante com |D| < k.

e Para que D domine cada vértice w,,, ele deve conter u ou v (ou ambos).
e Isso implica que para cada aresta (u,v) € E(G), pelo menos um de u ou v estd em D.
e Assim, DN V(G) é um conjunto de cobertura de vértices para G.

e Como |D| <k, também |[DNV(G)| < k.

Logo, G possui um conjunto de cobertura de vértices de tamanho < k.



