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Compactagdo de dados

- Muitas vezes Queremos armazenar um arQuivo de
arande porte e temos restrigSes de memdria.

- Ou talvez Queiramos transmitir uwv arQuivo arande via
rede e encontramos limitagSes.
- A codificagdo de um arQuivo é uma saida para este tipo
de proelema.
» Um cddico é criado e utilizado por alaoritmos de
codificagdo e decodificagdo
> Se 0 arauivo codificado £or menor que o oriainal, a
vers3o codificada implica em menos Gasto de memdria, por
exemplo.
- Este proerlema é conhecido como O prorlema da
compactagdo de dados
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ldeia simples

Suponham Que Queiramos compactar um texto
alfarético, cOMmO por exemplo:
AAABCCDEEEEEEEFFFGC LLJO

Um algoritmo simples para executar essa tarefa
considera a frequéncia com Que cada caracter aparece
NO 8rauivo e justapbe O alaarismo Que representa essa
frequéncia e O respectivo caracter:

3AB2LCIDIESFIGICHK2LIJIO

- Podemos admitir Que sempre Que um alaarismo N3o é

anteposto a uwm caracter, ent3o a ocorréncia do
caracter é Gnica.

3AB)LCDIE3FGCHKk2LIO
Mas e se 0 arQuivo contiver nimeros? Isso traria
amRicuidade a essa codificagado.
» Neste caso, uw caracter atternativo pode ser justaposto
80 alaarismo para informar Que se trata de um alaarismo
do texto e N30 uma frequéncia.
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Alcoritmo de Hubfman

- Método para codificacdo de textos Otimo soB alauns
oritérios.

- O texto é composto por sivmeolos S = {s1,5,...,5,}.
- Cada simpolo s; ocorre com frequéneia f,1 < i< n.

- O oBjetivo é atriguir um cddico ) cada siveolo com a
restricdo de @ue Nnenhum cddico seja prefixo de outro.

- Ou seja, 0s addiaos Que procuramos s3o dados por uma
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Arvore gindria de prefixo

- Arvore estritamente Binéria

Dado um NS interno, a aresta Que conduz a seu £ilho
e_sczuerdo é rotulada com O e a Que conduz 30 seu filho
direito é rotulada com |.

- Cada simrolO estd associado 8 uma $olha, evitando que
um eddiao seja prefixo de outro.

- Os cddiaos s30 as sequéneias BiNdrias formadas NoO
perocurso da raiz até a £olha correspondente ao sivmeolo.
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Arvore gindria de prefixo

Exemplo:
sfm&do cddiao
sl o0
sL Ooloo
s3 olol
s ol

55 |

Qual seria 0 cddiao correspondente ao texto:
S4 5> S5 S5 S S S3 S S4 53 S5 ¢

Ol 0IOO |1 0O OIOO IOl OIOO Ol OIOI IO
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Alaum proelema?

Qual o prorlema dessa Ultima dvore de prefixo?

N3o estamos NOs preoccupando com O tamanho da
seQuéncia Bindria de codificacdo

Um ponto importante é aue s, é O Malor cddico e é o
siMBOIO QUe Mais aparece Na seQUénaia

Uma BOa estratéaia seria, portanto, construir uma
drvore de codificagdo onde 0s simBOIOs Mais frequentes
correspondem a0s menores cddiaos.

O comprimento da sequéncia Bindria da codificagdo é
chamado custo de T e denotado por ¢(T).

Assim, Queremos construir uvma drvore T tal Que ¢(T)
seja minimo.

Uma srvore de prefixo Que satisfaqa tal condigdo é
chatmada de Arvore de Huffman

O custo da érvore do exemplo anterior é 34+
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Custo da drvore de prefixo

- Considere aue O simeoIO s; aparece em um texto com
frequéncia f;,1<i<n

- Se /; é 0 comprimento da codificacdo de s;, note Que s;
contrirui com /4;f; para © custo de T

5 C(T) i 27:1 Lif;
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Construqdo da arvore de Huffman

- Construgdo ulosa

- Das folhas para a raiz

> ou seja, 0s cddigos s30 determinados de tras para frente

- De modo ceral, OBtemos sueed diGos para susconjuntos
de simeolos

- Os surcddiaos s30 susdrvores

- O passo @eral consiste da £us3o de duss surdrvores em
uma.

- O processo termina Quando temos uma Unica surdrvore.
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Construqdo da arvore de Huffman

- Seja T' uma surdrvore Bindria de prefixo de T

- A frequéncia de T/, f(T') € a soma das frequéncias dos
simBolos s; Que s30 folkas de T

- A construg3o inicia-se com n sugdrvores de uwm NS, Que
s30 apenas 0s siMROoIOS s;.

> Frequéncia de cada surdrvore é a frequéncia do simzolo s;.

- A $us30, denotada por @, ocorre entre duas susdrvores

T' e T" de menor $frequéncia.

Esta operac3o cria um Novo NS cujos £ilkos esquerdo e
direito s30 as raizes de T’ e T”, respectivamente.
- A frequéncia f(T' @ T") da nova susdrvore é

f(T)+ f(T").
- O algoritmo termina @uando temos uma Gnica
surdrvore (n — 1 execucSes da operacdo @)
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Alcoritmo de Hubfman

- Dadas as frequéncias fi,f,..., 1

- Construa uma lista de prioridades com as frequéncias, de
MOdO Que menor frequéncia seja O de maior prioridade

- Cada elemento da lista corresponde a uma susdrvore de
um anico NS

- A cads iteraqdo, a lista é rearrumada de acordo com as
prioridades g

- No £im, a 8rvore de Huffman é a correspondente 3 Que
restou na lista de prioridades.

. Lem&ram da lista de prioridade por Heap?!
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Heap

Heap é uma lista linear composta de elementos s;,--- ,s,,
satisfazendo: s; > Stéwi —l$.0n

Cada elemento representa sua prioridade

Podemos assodiar cada heap a uma drvore Bindria
satisfazendo as restrieSes apresentadas.

A prioridade s; > Sizppi=1,---,nda heap € equivalente a dizer
Que cada NS de T possui ré&tulo menor ou igual aos rétulos
de seus Ffilhos.

Toda Heap é associada a uma drvore Bindria completa, assim,
altura é O(log n).
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OperagSes
Inserqdo:
- Insira © novo elemento na Giima posicdo da lista (ie.
£olha irm3 da folha NO UHimo nivel da drvore)
- Compare com a Prioridade do pai e troQue os elementos
eas0 seja necessdrio. Faga essa sueida e_nauar\—to for
possivel. 4

Complexidade: Attura da drvore, ou seja, O(log n).

R.emoqdo:

- Troaue O elemento desejado x eqm O UHtimo elemento
da lista y e remova x (ie. x estara na £olha do drtimo
nivel mais a direita).

- Acerte a drvore resuttante para manter propriedade da
heap (ie. como y £OI para a posigao dO x, deve comparar
sua pgioridade com seus filhos, £azendo a trogs com o
$ilho de menor prioridade)

Complexidade: Altura da érvore, ou seja, O(log n).
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Alcoritmo de Hubfman

minimo(F, T): Reetira elemento de maior prioridade (menor
frequéneia) da lista F e rearruma a lista F. Cada elemento é
associado a8 uma drvore T.

inserir(T,f, F): inclui elemento T de prioridade f = f(T) na
lista F i

Parai=1,2,---,n—1 $aqa:
minimo(F, T")
minimo(F, T")
T—T &l
f(T)=Ff(T)+f(T")
inserir(T,f, F)

- Cada operaqdo de minimo ou inserir N3 lista de prioridade
pode ser efetuada em Ollog n), herdada da heap.

- A operaqdo @ é constante. Como é executada n— 1
vezes, a8 complexidade é O(nlog n).
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Custo minimo??2? Sera?
Lema | Sejam s; simeolos com frequénaias f;,1 < i< nn>1,
tais Que fi e f, s30 as duas menores freqauéncias. Entado
existe uma arvore de Hubfman para esses simrolos, em Que
os NAs de s; e s s30 irMmdos NO ultimo nivel da érvore.

Prova: Seja T uwm drvore de Hubfman Suponha que s; N30 é
folha do Grtimo nivel de T.

Sejam si, k # 2 uma folha do Gitimo nivel de T e T’ a érvore
ORtida a partir de T pela troca de s, com s;. Se f; < fi, entdo
c(T") < ¢(T). Aesurdo. Logo f; < f.

Como f, é a menor freauénaia, f, — f, e, assim, c(T') = ¢(T)
e T’ é tamrém érvore de Hubfman, com

Seja s; irmao de s; em T'. Se j # 2, ent30 troque s, com s,
oBtendo a drvore T”. Pelo mesmo motivo anterior, £ < 1,
donde conalui-se Que c( 1) = c(T").

Z

Loao, T é érvore de Huffman em Que s; e s, s30 irmaos e
est30 No UHtimo nivel. O
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Custo minimo??2? Sera?

Teorema 2. Se T é salda do alaoritmo de Huffman com
frequénaias fi,f,...,f,n>1,entdo T é minima.

Prova: Suponha, sem perda de ceneralidade, @ue f1 < H < ... f,
Seja T, uma drvore minima para essas freQuéncias.

Vamos provar por indugdo soere n aue ¢(T) = ¢c(T,). Pelo
Lema 1, 51 e s, s30 irm3os No UHtimo nivel de T.

Base da Indugdo: n =2 O resurtado é trivial.

Hl: Suponha que toda érvore de Huffman com até n— 1
frequéncias seja minima.
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ass0 Indutivo: Na construcdo da arvore de Huffman, no
Primeiro passo £azemos a fusdo de T; com T», drvores com
apenas 0s NOs s; e s, respectivamente. T; e T, s30
eliminadas e sugstituldas por uma drvore de custo f; + f.

Ou seja, 3P 's O primeiro passo, restam n — 1 frequéncias No
total e n— 2 frequéndias de f3 até f,: i + fo,f3,...,f, Seja T’
a drvore construida pelo alaoritmo para essas n— 2
frequéncias. Pela Hl, T' é minima, e c(T) =¢(T') + f + f.

Por outro lado, seja T” a drvore oetida a partir de T,
eliminando-se as £olhas irmas correspondentes as
frequéncias f1, f e associando-se a0 pai delas uwv Novo
simBOoIo com frequéncia fi + fo.

T" é uwa 8rvore Bindria de prefixo correspondente as n — 2
frequéncias de f; até f,em fi + b, f,..., f, Além disso,
(Tw)=c(T")+ L + fo

Oeserve @ue c¢(T') < ¢(T"), pois T’ é minima. Loao,
c(T) = c(T,) e, portanto, T é drvore minima. O



