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A estratéaia qulosa

- Em um joso de xadrez, joaar pensando apenas NO Que é
BOM NO mMomento da joaads, pode ser desastroso.

- Mas em vérios outros joaos, como O jo&o de palavras
cruzadas, é possivel se sair Bem £azendo © Que parece
melhor No momento. :

- A estratéaia aulosa é aquela Na Qual a8 solugdo é
construida passo a passoO e O Proximo Passo é sempre O
mais vantajoso NO momento. Pode ser comparado a
pess0as: '

> miopes, ou
> Que N30 pensam NO futuro.

- Um alaoritmo auloso nunca se arrepende de um passo
anterior.

- Para vérios proelemas, esta pode N30 ser a estratécia

Stima, mas para varios outros um alaoritmo Guloso
pOde ser uma arordacem atraente e Stima.
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O prorlema do troeco

- Moedas est3o em falta atuslvente devido a crescente
onda de cofrinhos Nos domidlios Brasileiros.

- Um proelema muito comum para Os comerciantes é o
troco, sorretudo Quando envolve moedas.

- Assim, Os comerciantes tém Buscado dar O troco com o
menor Nimero de moedas, dentre as Que eles tém
disponiveis. :

- Como voeés poderiam ajudar esses comerciantes? Qual
poderia ser uwa estratéaia eficiente para Que o troco
seja dado sempre com O Mmenor Numero de moedas?

- Poderiamos pensar em uma estratéaia aulosa onde
escolhemos pPrimveiro as moedas de maior valor.

- Seriaiuma rRO8 estratéaia?
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Exemplos

1. moedas {9,6,5,1}
» troco 1 — c:ulosanne_r\—te_ uvma de b e ur\na de | tem como

melhorar? NAO

» troco IS — c:ulosamar\—te uma de Se uma de b tem como

melhorar?
Nt“ \0 e ‘
> troco Il — quiosamente uma de 9 e duas de | tem como
melhorar?

Oeserve Que sem usar a estratéaia aulosa, podemos dar
uw troco de Il com apenas duas moedas: uvia de b e uma de
5



&
e %
»

E_scalonamento de tarefas

- Imaainem que vocés estejam participando de uw
conGresso

- Como voeés est3o avidos por conkecimento (ou est3o
sendo OBservados pelos orientadores), Querem assistir
O M&XIMO de palestras possivel

- Em conaressos, N30 é de Bowm tom entrar No meio de
uma palestra e nem sair antes Que uma palestra acage

- Assim, dada a pProaramaqgdo do evento Que consta dos
horérios iniciais e finais de cada palestra, Qual seria a
melhor estratéaia aulosa dentre as descritas aRsixo para
Maximizar © Nnimero de palestras assistidas?

P> Assistir as Que comegam mais cedo
> Assistir as Que tém menor duragdo
> Assistir as Que tém menos conflitos
> Assistir as Que terminam mais cedo
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Guloso sim, poderoso tameém

Estratéaia: Assistir as Que terminam mais cedo

Justificativa: Sejam s(x) e f(x) Os horédrios Que comeqam e
terminam O evento x, resp. Seja A uma solugdo fornecids
pela estratéaia auloss e seja O uma solugdo Stima.

Considere iy, i, ...,k 385 escolhas de A e ji,jo,...,jm 85
escolhas em O.

Vamos mostrar Que para todo r < k temos que (i) < f(j,).

Por Indugdo sorre a Quantidade de intervalos k. Suponha Que
a afirmaqdo seja verdadeira para r — 1 intervalos, ie.,

f(ir—1) < f(j,—1). Como 0s intervalos em O s30 compativeis,
temos aue f(j,—1) < s(j;), temos, por transitividade, Que
Fli1) < 5.

Assim, N0 Momento em Que O alaoritmo auloso seleciona iy,
Jjr estd disponivel. Loao, f(i,) < f(j,). Mas por Que isso mostra
Que A é Stimo?
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Guloso sim, AtiMOo tamrém

Suponha por contradigdo Que A N30 seja Stima, ou seja,
existe um conjunto Stimo O com mais intervalos aue A.

Suponha |A| = k. Pela induqdo, temos f(ix) < f(jk), Mas como
O tem mais intervalos Que A, existe _/k+1 Que tem inicio apds
O £im de ji. Ou seja, jxi1 estava disponivel apds a escolha de
ik, M3s O alGoritMmo GuIoso parou. Agsurdo.
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Arvore ceradora Minima

- Imaainem @ue temos alauns computadores e precisamos
fazer uma rede com esses computadores.

- A conex3o entre computadores possul um custo.
- Nosso ogjetivo é interliaéd-los com custo minimo.

- Este proglema pode ser modelado utilizando Teoria dos
Grafos.

- Cada computador é um vértice, e as arestas entre os
vértices indicam possiveis licaeSes entre os
computadores.

- Que estrutura devemos construir para minimizar o
eus—tq?

» Manter ciclos seria uma BOa estratéaia?
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Teoria dos Grafos

Dado um arafo conexo G = (V, E), uma drvore ceradora
de G é um suearafo cerador H= (V,E’') de G,ie,um
SUBGIrafO Que POssui O Mesmo conjunto de vértices de
G, Que é uma drvore, ie., um Grafo conexo e adalico.

No proelema da drvore aeradora minima (MST, o arafo
G é ponderado, ou seja, a cada aresta é atriguido um
custo.

O oBjetivo é construir uma drvore aeradora para G de
Mmenor custo total

A principal justificativa para a construgdo de uma arvore
@eradora é Que a remogso de arestas de ciclos N30
desconecta o arafo.
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AroOrdacem Gulosa | - Kruskal

- Comega com O arafo nulo, ie., sem arestas.

- Adiciona sempre a aresta de menor.custo e Que N30
forma ciclo NoO momento.

- E auloso, pois adicionar a aresta de menor custo é a
estratéaia mais vantajosa NO momento.
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Corretude do Kruskal

- Paseia-se em propriedade da teoria da conectividade

- Um corte de arestas, denotado por [S,S] é um
conjunto de arestas Que té€m um ex‘tr'e.mo emScVe
outroem S’ = V\ S

Propriedade do corte: Suponha Que.um conjunto de
arestas X £aqs parte de uvma MSTde G =(V,E). Para
todo S € V tal aue X N30 possua aresta em [S, 5],

X U {e} $az parte de alauma MST, onde e é a aresta de
[S,S'] de menor custo.

Traducdo: Vocé sempre pode adicionar a aresta de
Mmenor custo de Qualauer corte, dado Que X N30 possuli
arestas no corte.

- Mas por aque funciona??
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Corretude do Kruskal
ldeia da prova:

Seja X 0 conjunto de arestas de uma MST, T. Se e é
uma aresta de X, N30 ha Nada 8 mostrar.

Suponha Que e ¢ X. Vamos construir uwma érvore T’
diferente de T de custo minimo e Que possus a aresta e

Adicione e, aresta de custo minimo em [S,5] a T.
Cria-se um ciclo. Existe outra aresta, di@amos €', no
corte [S,S]. Remova €.

O arafo é conexo e continua com © mesmo Nimero de
arestas de T. Loao, 0 arafo é uma drvore.

O custo total de T’ é o custo de T - —+
custo de e

Como e tem custo minimo em [S, S'], © custo de e é no
MINIMO O custo de e, mas como T é MST, ent3do
saBRemMOs Que O custo de e é igual 80 custo de €.

Logo, T’ é uma MST e e faz parte de T'.
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Complexidade do Kruskal

- Primeiro ordena as arestas do arafo por peso -
O(mlog m), onde m é © Nndmero de arestas

- Depois, utilizando uwa estrutura de dados adequada,
verifica a N30 £Ormagdo de ciclos e faz-se a fusdo -
O(mlogn), onde n é o Nimero de vértices

- Como log m = O(log n?) = O(2log n) s O(log n), temos
complexidade O(m log n)
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Como é essa estrutura de dados?

A cada etapa, 0 algoritmo escolhe uma aresta para ser
adicionada Na solugdo parcial.

Assiw, Precisamos testar se uma aresta candidata uv é de
forma que u e v estejam em componentes conexas
distintas.

Em caso positivo, as componentes devem ser unidas.
Estrutura utilizada: Conjuntos Disjuntos

OperacgSes: ;
- makeset(x): eria um conjunto unitédrio contendo x

- find(x): retorna @ual conjunto contém x

- union(x,y): junta conjuntos contendo x e y.

Com issO, podemos esarever com mais detalhes O alaoritmo
de Kruskal.
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Algoritmo de Kruskal

Entrada: Um arafo ponderado conexo G(V, E)
Salda: Uma MST definida pelas arestas X.

1. Para cada vértice u € V:
2. makeset(u)

3oxXi=

4. E = conjunto E ordenado pelos pesos
5. Para cada aresta {u,v} € E:

6. Se find(u) # find(v):

7. adicione aresta {u,v} a X

8. union(u, v)

Oes.: Total de operagSes:

makeset: |V, linha 1;

find: 2|E|,linkhas 5 e 6, uma para cada extremo de arests;
union: |V| — 1, linha 8, uma drvore hd |V| — 1 arestas.
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Como efetuar as operagSes?
Armazenamos um conjunto em uma drvore direcionada:
- A raiz representa 0 Nnome do conjunto;
- Cada elemento x pOssui um mareador rank(x),
representando Qual altura da drvore com x sendo a raiz.
- Cada N& x pOssui um ponteiro para seu nd pai Na drvore,
7(x). Se x for raiz, entdo 7(x) = x.

makeset(x):
7n(od) =
rank(x) =0
Complexidade: O(1)
find(x):
Enquanto x # w(x):
x—(d
Retorme x
Complexidade: O(h), onde h é a attura da drvore associada a x
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Arvore

{B, E} {A,C, D, F, G, H}

ks

Note aque a attura da drvore associada a8 um conjunto
depende da operaqdo de unido de conjuntos.

Desejamos construir uma drvore de menor aktura possivel.

Unimos duas drvores tornando a raiz de uwa delas a raiz da
nova arvore.
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Uni3o de duas arvores

makeset(A), makeset(B), ..., makeset(G):
0 0 0 0 0 0 0
@ o e e’ o (aid

upion(A,D), union(B,E), union(C,F):

union(x, y): TSR £
re = find(x) rgie o
r, = find(y) 1’*“ 1B° ic"
Se 5 ry: union(E,A); union(C,G):
Retorne r, o - o
Se rank(r) > rank(r,): l\.E’ /\:7
Senado: &
ﬂ_(rx) 4 ry C.DZ union(B,G):

Se rank(ry) = rank(r,): i“\.e\.F
rank(r,) = rank(r,) + 1 . 130 .é‘\.GD

rank(x) estd representado pelo indice soereserito do né x.
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Propriedade central

Note que para saker se dois elementos est3do em um mesmo
conjunto (Que é o mesmo Que dizer Que dois vértices estdo
NUMa MEsina componente conexa), devemos verificar se find
dos dois vértices é igual ou N30.

Isso implica percorrermos NO pior caso a altura das drvores
3ss0ciadas para ter essa resposta.

- A altura da drvore é exatamente o rank(x) tal Que x é a
raiz da érvore.

Por aue? Consequéncia do alaor‘rtnno union(x, y)

Lema: O rank de Qualauer drvore é O Méximo O(log n).

Prova: Para Que uma drvore passe a ter rank = k pela
Primeira vez como resultado de uma unido, temos pelo
menos duas drvores de attura k — 1 cada.

lsso £az dom @ue apds a8 uNiIdo uma surdrvore da raiz tenha
altura k — 2 e a outra ecom aktura k — 1. Seja | Tp| Nmero de
NS's numa drvore de attura h (continua..)
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ASSiM, ‘Tk| > 1+ 1Tk_1| o |Tk_21) onde |T0| = |T1| & 2.
Considerando |Fi| © k-ésimo elemento da seauéncia de
Fizonacal, temos: | Pl (S

1

Como ﬁ(l 1=v5yk < 1, para k > 0, entdo:

s — 1(1+f)k 1(1 2\/) Tg(#)k_l

| Tkl > %(1—*2—@)" — 1, cOoMmO a Base da potenciagdo é uma
constante, entdo:

|Tk| = O(Ck).

Aplicando log,. em ampos Os lados e La;endo Mudanga de Base:
log. | Tk| > k .. k < gz logy | Tic| = O(log | Til)

Qu seja: k < O(log n)
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Concaluindo andlise do Kruskal

- Ordenaqdo das arestas: O(mlogm) = O(mlog n)

- Para cada aresta verificamos se seus extremos estdo
nuMa mesma drvore paraial: O(log n).

» Como £az2emos issO para todas ares—tas NO PIOr C3s0,
ent3o: O(mlogn)

- Ao todos, temos O(mlogn) + O(mlog n) = O(mlog n)
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Alcoritmo de Prim

- Tem O mesmo oBjetivo do slaoritmo de Kruskal.
- Comega considerando apenas uw vértice.

- Escolhe sempre a aresta de menor peso indidente dquele
Vvértice Que N30 cere cidlo.

- Diferentemente do alaoritmo de Kruskal, Que constrdi
florestas e depois as funde, em cada passo do alaoritmo
de Prim tem-se uma érvore. ,

- A corretude deste alaoritmo tameém é justificada pela
Propriedade do corte.

- A complexidade do Alaoritmo de Prim é O(mlog n), se
uma estrutura de dados adequada for utilizada.



