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Dividindo e conauistando - Busca

- H3 alaumas aulas, falamos sorre o método ds Pusca
Binaria.

- Note aue, se TiN) é 0 Nimero de passOs Que O
alzoritmo executa para uma entrada de tamanho N, NO
PIOr ca8s0, pOdemos escrever a seauinte eQuacso:

T = T(2) + O
- Vimos Que a complexidade do alcoritmo de rusca rRindria
é Ofllog, m.

- O Teorema Mestre tameém nos fornece O(log, n) como
solugdo da eqQuagdo de recorréncia acima, Pois
log,1=0=d.
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Dividindo e conauistando - Ordenagdo

- Veremos o método
- Entrada: Lista com N nameros
- Salda: Lista ordenada

- ldeia: Dividir a lista a0 meio e ordenar recursivamente
cada metade. Em seauida, fazer a Lusdo das surlistas
ordenadas.
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Meraesort

Entrada: Vetor de nimeros a[l...n|
Salda: Vetor ordenado

funcdo meraesort (a[l...n])
Se n>1 faga

Retorne merce (Mereesor*t Gall ... [ 54 ercesort s -1

Sen3o
Retorne a

funcdo merae(x[1... k], y[1...4) 3

Se k== 0 $aqa e
Retorne y[l1.../]

Se £ ==0 faga
Retorne x[1...k]

Se x[1] < y[1] £aca
Retorne x[1llwerae(x[2...k],y[1.../])

Sendo

Retorne y[ljverae(x[1... k], y[2...1])

n)»
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Complexidade Meraesort

- Uma vez que sempre dividimos NOsso Proelema ao meio
e a3 Pusdo toma tempo linear, podemos escrever O
tempo de execuqdo do Meraesort como:

T = 2T(2) + On)

- Pelo Teorema Mestre temos aue a complexidade do
Mereesort é , POis log,2=1=d.
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O Meraesort é dtimo?

- Quando a8 comparacdo entre elementos é necessdria No
alaoritmo.

- Desta forma, a3 computagdo deste proglema pode ser
representada por uma drvore Bindria, chamada de drvore
de decis3o.

> As folhas s30 todas as permutacses possiveis para a
entrada. :

> Um ramo conduzird a ordenaqgdo final.

» O nimero de comparagSes feitas é justamente a
profundidade da drvore.

- De modo &eral, O(nlog n) comparagSes s30 necessarias
em um algoritmo de ordenag3o.
» Vamos provar!
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Limite inferior - ordenagdo

- Um alaoritmo Que resolva o proelema para QualQuer
entrada tem Que ser representado por uma arvore cujas
£olhas s30 todas as permutagSes possiveis.

Qu seja, n! folhas.

- Com n! olhas, Qual a aHura da érvore gindria?
> Uma érvore eindria tem 24 golhas, onde déaatturada ¢

50‘&
> Loco, 29 = nl e assim, d = log, n! (% x
MET 2o
> nl > 52.

> Pois cada um dos 3 termos de n! (da sequnda "metade’ de
1.2.--- .n) possui valor maior 3.

n

» d =log, n! > log, 32 > O(nlogn)
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Exemplo de drvore de decisdo
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E se "Querrarmos' em outros lucares?

Quicksort (alto nivel):

Dada uma tarela L, temos O seauinte Pr‘ocedlme_r\—to
recursivo:

-se n=0o0u n=1ent30 a tarels estd ordenads;

- escolha Qualauer elemento x em L (x é o pivd);

- separe L — {x} em dois conjuntos, de elementos:
Si={wel—{x}w<x} 52—{W€L {x}lw > x}. O
procedimento de ordenaqdo é chamado recursivamente
para S; e S..

- L recere as concatenagSes de S; com x e com S,.
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Diferenga pro mergesort
Principal diferenga do meraesort:

- Meraesort sempre divide O Proelema em susproelemas
80 Meig;

- Quuicksort utiliza 0 conceito de elemento pive para
dividir O proglema em suBprorlemas.

Quem seria uv Bom piva ? (vapos escalar o
melhor piva ?7) '

- ldealmente, Queremos alcauém Que propicie suilistas de
meswa dimensdo. Mediana é a solugdolll

» Mediana de L é um elemento x de L tal Que metade dos
elementos possuem valores menores ou iGuais a x.

> Simples assim? N3oll Orter a mediana de uwsa lista requer
O(n?) no pior €350, sem ter Que ordenar a lista.
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Pausa NO Quicksort: Formas para orter mediana

- Ordene e depois ortenha O elemento do meio.
» O(nlog n) utilizando meraesort.
» N3o faz sentido para O Quicksort, uma vez Que ordenar é
O OBjetivo do proglema. 2
> Para orter mediana N30 precisamos r\e_ce_ssarlamer\‘te
ordenar a lista, pois s& @ueremos O elemento Que estaria
NO Meio da lista ordenada. '

- Resolva O proerlema mais aeral: selecione o k-ésimo
menor elemento. Mediana é o n/2=ésimo menor.
» Para alaum elemento v da lista, considere trés pedaqos: S.,
elementos menores do aue v; S,, elementos iGuais a v; Sy,
elementos maiores do Que v.

» Para saker Qual é 0 k-ésimo elemento, dividimos o
prorlema nesses trés possiveis pedagos e resolvemos
recursivamente.
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R.esolvendo k—-ésimo menor elemento

S: 2365218131120541
Se: 24k o S,7 55 S;36 218 13 11 20

Se tivéssemos interessados em sarer Qual © 3-menor
elemento de S, sakeriamos Que ele estd em S,, pois 3 < |S.|

Assim, temos um eritério para saker Qual parte continuamos
O procedimento dependendo do tamanho das suglistas.

selegao(Se, k), & ok =< S|
selecao(S, k) =< v, & 15| < k< |S| + (S|
selecao(Sy, k — |Se| — |Sv]), &k > [Se| +|Sv]

Uma vez escolhendo v, podemos oeter S., S, e Sy em O(n).
Continuando a recursdo, temos tamanho max{|Se|, |Sq|}-
AcOra, como escolher v? Gostariamos Que, idealmente,

|Se| ~ |Sa| ~ L. Para assim, T(n) = T(2) + O(n).

Mas assim, v seria a mediana. Ou seja, muita sorte, nada real.
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Tipos de escolhs do elemento v

Melhor caso: A escolha de v £3Z com Que diminuamos pela
metade o tamanho, T(n) = T(5) + O(n) = O(n) (AprliQue
Teorema Mestre)

Pior caso: A escolha de v £aZ com Que diminuamos a lista
para alauma de maior tamanho possivel, -

T(n) = T(n—1)+ O(n) = O(n?) (Aplique SuestituicSes

R earessivas) .

Apesar do pior caso ter complexidade @uadrética, é esperado
@ue T(n) = O(n) ao escolher v aleatoriamente. (tragalho para
casal Ortenha a8 complexidade de caso médio. Dica: Suponha
proragilidade uniforme 1/n e cada tipo de entrada requer n
Pass0s)
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Volrando ao Quicksortl!

Vimos Que orter mediana para pive pode N30 ser uma Boa
alternativa, apesar de pOssuir um tempo esperado ROM
Quando feito aleatoriamente.

Outros pivl s:

- Usualvente, tomamos O primeiro elemento de L como
o piVGe.
» Horrivel, se a entrada estiver em Ordem decrescente;
» Aceitével, se a entrada for aleatdria.

- Alternativamente, tomamos uw denttre trés elementos:
O pPrimeiro, o uHimo e o central.
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Um pouco mais a Baixo nivel
Como fazer a separaqgdo de L em S; e 5,7
Considere todos elementos distintos.
1. Escolha o pivd x;
2. Afaste o pivé de L (éor\ha x 8pds a altiMé pOsicdo de L)
3. Utilize dois ponteiros i e j: ‘
» | é inicializado apontando para o prmnelro elemento de L;

» j é inicializado apontando para o ul’cmno elemento de L.

4. Incrementamos a posigdo de | enauanto Os eleventos
de L s30 menores Que pive x;

5. Decrementamos a posigdo de j enauanto os elementos
de L s30 maiores @ue pive x.
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E quando pararmos?

- Ao sair do "enauanto’, duas situagSes podem ocorrer:

i) Se i < j,0s elementos de L devem ser trocados e
Prosseauimos;

i) Se i > j, aposic3o estd determinada. Troaue o elemento
com indice i com O pivé x.

£ Todos 0s elementos a esquerda de x
serao menores do Que x e todos Os elementos a direita
de x serao maiores do Que x.
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Alaoritmo Quicksort
procedimento quicksort(ini,fim)
se fim-ini < 2 entdo
se fim - ini = 1 entdo
se L[ini] .chave > L[fim].chave entdo
trocar(L[ini], L[fim]);
sendo PIVO(ini, fim, mediana)
trocar (L[mediana], L[fim])
i:= ini j:= fim-1 key:=L[fim].chave
enquanto j >= i faca
enquanto L[i].chave < key faca

i i=gitd '
enquanto L[j].chave > key faca
Joas Jod

se j >= 1 entdo
trocar(L[i], L[j1)
i:= i+l = j=1
trocar(L[i]l, L[fim])
quicksort(ini, i-1)
quicksort(i+1, fim)
quicksort(1,n)
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Andlises do Alaoritmo

Como visto inicialmente, © Quicksort e 0 meraesort tém
rastante semelhanga. Assim:

- O tempo de exeaucdo do Quicksort para uma lista de
tamanho n é T(n);

- T(n) é o resuttado da soma dos tempos da execuqdo das
duas chamadas recursivas.

Considerando o pivS escolhido ale_a—toFiaMer\—te, temos
TO)=T(1)=1,e:

T(n)=T()+ T(n—i=1)+cn

i & 0 Nimero de elementos de S; e ¢ é uma constante.
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Andlise de pior caso

- Pior caso ocorre @uando o pivd é o menor elemento.
Assim, i =0, e como T(0) = 1:
T(n)=T(n—1)+en,n>1

Podemos resolver esta recorréncia pelo Método das
SuestituieSes Rearessivas:

T(ns= T(h-1)+ cn

=. T(n- 2] i@ 8} cn
= T(1)+cyi,i

= o(m)
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Melhor caso

- Melhor caso ocorre Quando O pive é a mediana sem
elementos repetidos:
TO)=1
T(n) = 27(35) + cigi= il
Exatamente a mesma recorréncia oktida No alaoritmo
meraesort, ou seja: :

T(n) = O(n Ioé n)

Relemrre o Teorema Mestre.
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Caso Médio

- Assumindo Que cada possivel tamanho das suslistas tem
iqual proeaeilidade, essa proeagilidade é: 1/n.

T(n) = 233 T()+en
nT(n) = 2575 T()+cr?

Ou ainda:

(n—1)T(n—-1) = 2573 T()+c(n— 1)
Efetuando a diferenca das duas urtimas expressSes:

nT(n)—(n=1)T(n-1) = 2T(n—1)+2cn—c

Ou ainda:,
nT(n) = (n+1DT(n—1)+2cn
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Caso Médio (cont)

nT(n) = (n+1)T(n—1)+2cn

Agora sim, temos uma £Srmula recursiva de T(n) em funcdo
de T(n—1). dividimos por n(n+1) e repetindo sucessivamente:

) T=1) ) 2

i) MLy o

T(n-2) o Tf'_lz) e
n— w n— 2
n—1 e n—2 i n——%

Tep T aa

73 T ol

Ou seja: -0 — T—gll + 26 Zf’;l Jl Dessa forma: %”1») = O(log n)

T(n) = O(nlog n)
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Meraesort ou Quicksort?

Meraesort:
- Complexidade de melhor caso: O(nlogn)
- Complexidade de caso médio: O(nlogn)
- Complexidade de pior caso: O(nlog n)

Quicksort:
- Complexidade de melhor caso: O(nlog n)
- Complexidade de caso médio: O(nlogn)
- Complexidade de pior caso: O(n?)

ENnt3o por Que O QuUicksort recereu 0 NOme de "o
répido"?

- QUicksort N3o precisa de um vetor auxiliar durante sua
execuqdo, diferentemente do meraesort.

- Na prética, O Quicksort se torna mais eficiente.
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Dividindo e conauistando - Matrizes

- H3 alaumas aulas Vimos um alaoritmo de multiplicagdo de
matrizes com complexidade O(n). ¥

- Vamos ver o Alaoritmo de Strassen, com complexidade

- ldeia:
> suedividir cada matriz em 4 Blocos de tamanho 3
» cada Bloco é considerado um elemento,
> As matrizes s30 multiplicadas, e
» O resuitado é ortido de maneira recursiva.
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Estratéaia |

A B E F
- c BT
xy _ | AE+BG AF+BH

| CE¥DG GEDH

Esse processo pode ser descrito pela seauinte eQuagao:
T =8 T(g) + O(n?)

Pelo Teorema Mestre, a complexidade é O(n?)
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Sera que da para melhorar?

- Assim cOmO NO proglema da muktiplicagdo de dois
inteiros, a estratéaia é reduzir © nimero de
multiplicagSes &

- Strassen conseauiu reduzir 0 nimero de muktiplicagSes
de 8 para T de maneira intricante.

Ps -+ Pa = Baig- {6 b

23 Py + Py P+ PL B | O0FE
i (Aéi‘B;“’lz Ps = (A+D)E+H)
Sl (C+ D)E Ps = (B-D)(G+H)
o P = (A-O(E+F)

P+ ='"D(G-E)
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Complexidade do Alaoritmo de Strassen

- Podemos escrever a seauinte eQuagao:
T(n) =0l (g) + O(n?)

- Pelo Teorema mestre, a complexidade do alzoritmo de
Strassen é O(n'°827) ~ O(n?81)



