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O que sao?

- Dentre os alaoritmos Que N30 Garantem a corretude da
resposta, temos os Algoritmos Aproximativos

- Agora, contudo, consideraremos Os proglemas de

- Imaainem aue temos um proelema NP-¢ ou um proglema
em P com complexidade ruim ou, ainda, um proelema que
N30 se conheqa a8 complexidade

- Algoritmos Aproximativos nem sempre d3o a resposta
correta, mas a solugdo dada é préxima da solugdo real do
pProe’lema com melhora No tempo de execucdo.

> Qu3o préxima? Depende do fator de aproximagdo.
> Como asseaurar esse fator dado Que N30 se conhece a
solugdo real?
» Geralmente, esse fator é calculado com Base em certas
condigB es necessérias ou suficientes para a solugdo.
> Tais propriedades conduzem a limites @ue Nos permitem
caleular o £ator de aproximagao.






Melhor aprox. vs Melhor tempo

- Imaaginem Que tenhamos dois algoritmos para um mesmo
Proerlema de otimizagdo. )
- O primveiro tem razado 1.5, dito 1.5- apro»qnna—tlvo e
complexidade O(nlog n)
- O sequndo tem razdo 1.375, dito 1.375-aproximativo, e
complexidade O(n?)
- Sendo assim:
» Com Que tipo de proelema de otimizagdo estamos lidando?
Minimizacdo
> Qual 0 melhor alaoritmo aproximativo? Depende



Aproximativos vs heuristicas

- Qual a diferenga entre um alaoritmo aproximativo e
uma heuristica?

> A heuristica N30 fornece um $ator. de aproximacdo
- Mas ent30 por aue temos heuristicas?

> Poraue nem sempre temos as tais condieSes que
conduzem a limites Que permitem:caleular o fator de
8Proximagdo



Caixeiro-Viajante Mé+trico (Euclidiano)

1. Grafo Completo

2. Os custos das arestas satisfazem a desicgualdade
trianaular
A T

A B
5 "\ .
c(A,B) = c(AX) + c(X,B) 4

3. Quer-se determinar o ciclo -Hamiltoniano de menor
custo



Algoritmo R.SL — R.osenkrantz, Stearns e Lewis

- Ortém-se uma drvore ceradora minima
- Duplicam-se as arestas da érvore, oktendo um
muttiarafo. !
> Consequéncia: t0do vértice tem arau par
» Loco, O arafo resultante é Euleriano
- Toma-se um cireuito Euleriano
> A partir dele, constrdi-se um e|clo —Hamultor\lar\o

suestituindo as repeticSes de vértices POr caminhos
"diretos”

» Assiw, arestas Que N30 est30 NO cireuito Euleriano serdo
inseridas.

» Note que elas sempre existem, pois © arafo oriainal é
completo.

































Fator de aproximvagdo e complexidade

- Sejam:
c(T) o custo da drvore aeradora minima,
c(64imo) o custo Stimo do Caixeiro Vna)ar\—te (3
c(A) o custo do algoritmo R.SL

>
»

v

c(T) < c(Stimo)

Note aue c(A) < 2¢(T) pela desicualdade trianaular.
Basicamente, c(A) na primeira etapa de A é icual 3 2¢(T),
pela ortengdo do cico Hamitoniano do multiarato na
edpia das arestas de T, depois reduzimos c(A) pelo "corte
de caminho" @arantido da desigualdade trianaular Na adigdo
de novas arestas

Como 2¢(T) < 2¢(Stimo), temos c(A) < 2¢(Stimo)

O alaoritmo RSL é 2-aproximativo

Complexidade: O(n?) apds ter ortido a MST.



Sorre o fator do R.SL

- Seria possivel melhorar o fator de a8pProximacgdo do R.SL7?

- Veremos aaora uma instdncia para a Qual 8 resposta
fornecida pelo R.SL €, assintoticamente, 2 vezes O valor

Stimo
- O custo das arestas em nearito é 1 e o das demais é 2
° °
[} °® ° °
o o
® O ® ®
- Note aue o HamiHoniano de menor custo tem

eusto n.



Qual o custo?

- Suponha Que 8 MST oBtida seja a estrela Kis e Que O
cireuito Euleriano seja O seauinte:

.3
5 6
® o
o
.2 .4
- Note aue, neste caso, 0 custo da solugdo do algoritmo

5 4n

S —2=2n-—2, Que, assintoticamente é 2n.



Algoritmo de Christofides
- Ortém-se uma drvore aeradora minima

- Toma-se um emparelhamento perfeito minimo No arafo
sOBre O conjunto dos vértices de arau impar e
adicionam-se tais arestas a arvore

> Sempre temos um emparelhamento perfeito? Sim, pois o
arafo é completo e o Nimero de vértices de arau impar
em Qualauer arafo é par (Teoria dos Grafos)

» Consequéncia da adigdo de arestas: Grato Euleriano

- Toma-se um circuito Euleriano

> A partir dele, constrdi-se um ciclo Hamitoniano
suestituindo as repetigSes de vértices por caminhos
"diretos”

» Assiw, arestas Que N30 est30 NO cireuito Euleriano serdo
inseridas.

» Note que elas sempre existem, pois © arafo oriainal é
completo.

































Fator de aproximvagdo e complexidade

- Sejam:
c(T) o eusto da rvore eradora minima,
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c(d
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) O custo do emparelhamento perfeito,
timo) o custo Stimo e
) © custo do algoritmo de Ckns—tomdes
c(T) < c(O'tIMO) |
c(M) < M , POIS USBMOS NO MxiMmO metade das
arestas do cus—to S1timo No emparelhamento, dado aue
usSaMOs NO MAXIMO % arestas e no ciclo temos |V/|
arestas '

c(A) < ¢(T) + c(M), pela desicusldade trianaular e pelo fato
de usarmos arestas de T e de M

Loco, c(A) < c(Simo) + <OHMO) _ 3 (& 4imo)

O aleoritmo de Ckr‘is-tomdes é 1.5~ apronnna-tlvo
Complexidade: O(n?) pelo alaoritmo para orter
emparelhamento perfeito minimo (Alcoritmos em Grafos)



Sorre o fator do Christofides

- Serd Que é possivel melhorar o fator de aproximacdo do
Christotides?

- Veremos aaora uma instancia para a Qual a resposta
fornecida pelo Christofides é exatamente 1.5 vezes o
valor étimo

- O custo da aresta curva é | 5| e © das demais € 1. O
arafo tem nimero impar de vértices.

[ ] e e [ ) =

e SN /2 P

- Note que o HamiHoniano de menor custo tem
custo n.



Qual o custo?

- Suponha Que a8 MST oBtida seja induzida pelas arestas
em nearito e Que o cireuito Eulemar\o se )a esse
caminho + a aresta curva.

o . o L gy

s

- Note aue, neste caso, 0 custo da solugdo do alaoritmo

é(n-1)+ (3}



Vertex Cover

- Vertex Cover: Coerertura das arestas por vértices.

- J8 vimos que a vers3o de otimizacdo do Vertex Cover é
NP-dificil.

- Seria possivel oBtermos um alaoritmo aproximativo para
o VC?

- SaeemOs Que O Proslema do Emparelhamento Méximo é
solucionével em tempo polinomial.

- Seria este proelema um aliado para uma alaoritmo
aproximativo para VC?



Emparelhamento vs VC

- c(otimo): tamanho do menor vertex cover.
- Seja M um emparelhamento méximo

- |[M]| < c(otimo) cada aresta de M precisa ser corerta por
um Vértice o
- Como M é maximal, 0s vértices Que s30 extremos das
arestas de M correm todas as arestas
» Caso contririo, existiria pelo menos uma aresta para
adicionarmos a M. Cornvtradigdo com a8 maximalidade de M
> A solugdo dada pelo alaoritmo é, portanto, o conjunto de
todos 0s vértices incidentes a M.

- A Quanttidade de vértices Que s30 incidentes as arestas
de M é 2|M|. Seja A a @uantidade 2|M| de vértices
retornada pelo alaoritmo.

- Dal, AM| < 2c(otimo), Assitn =t — _2M_ SEliimo)

c(otimo) c(otimo) — c(otimo)

Loao, este alaoritmo é 2-aproximativo.




Soerre o fator de aproximagado

- Seria possivel melhorar o fator de aproximag3o deste
alaoritmo aproximativo para VC?

- N3o. Orserve o exemplo: A ficura descreve uma familia
infinita de arafos K, , onde o emparelhamento maximo
é perfeito, com cardinalidade 2n, enQuanto Que o Vertex
Cover minimo tem cardinalidade n.




Sokre o fator de aproximacgado (I

- Seré que ent30 conseaUIMOos suBir O limite inferior?

» Dada a arOrdagem com emparelhamento, N3o.

» Considerando K,, com n ivpar, o emparelhamento maéximo
tem cardinalidade 51, enquanto Que o vertex cover
minimo tem tamanho (n — 1).




