Aula |8 - Algoritmos
R.andomizados

Luis Felipe
uee

2.8 de Novemprro de 2023



2
et
W &u\\‘”

Algoritmos R.andomizados

Um experimento é aleatdrio ou randSmico @uando seu
resultado advém de uma Quantidade t30 arande de
varidveis Que torna-se impossivel prevé-lo.

» O langamento de um dado é um experimento aleatdrio, hd

mMuitas varidveis inviéveis de prever.

Um alaoritmo é randomizado Quando em pelo menos um
Momento alauma de suas decisGes é tomada através de
um experimento aleatdrio.
Um alaoritmo cldssico (ndo-randomizado) é

E conveniente imaainar Que um alaoritmo randomizado
langa um dado (com Nimero aualQuer de faces) para
decidir @ual ac3o serd executada.
» Na prética, © computador usa ceradores de nimeros
"aleatd rios" para executar o papel dos dados.
» Esses geradores s30 alaoritmos deterministicos que
sorteiam um Ndmero em um conjunto £inito com
progaeilidade Bem préxima da uniforme.
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Qual O prego Que se paaa”?

e

- Alaoritmos randomizados tém aplicagSes em diversos
0aMmpOos (eriptoaratia, computacdo distriruida, teoria dos
arafos ete)

- Motivo: eles s30, em Geral, mais simples ou mais
eficientes Que Os deterministicos respectivos.

- Mas a aleatoriedade corra um Preqo: a incerteza

> Serd Que essa resposta esté cer“t@?

> Vamos ver Que é possivel conhecermos Quao provével é a
exiBied0 de uma resposta incorreta.

> Serd Que esse alaoritmo para em tempo hagil?
> Vamos ver Que nem a pior entrada é ruim o suficiente para
forgar o algoritmo a executar um Nimero excessivo de
passos
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Monte Carlo e Las Vecas

Existem dois arandes arupos de alaoritmos randomizados:
- Monte Carlo: incerteza na corretude da resposta

- Las Veaas: incerteza no tempo de execuqdo

Qual usar? Dependera do proglema.

- Se tempo é de—ter'mir\istieamer\—te,‘_Ijr\‘ni—tado em fungdo do
tamanho da enttrada, entdo Monte Carlo

- Se certeza na resposta é necessario, entdo Las Veass.
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Monte Carlo
- Nem sempre ddo a resposta certa
- Assoeiados 3 Prorlemas de decisdo

- Divididos em dois tipos: de erro unilateral e de

» Erro unilateral:
» easeados-noO-SIM: Fornece certificado para o SIM. Nunca
erra Quando a reposta encontrada é SIM

> easeados-no-NAO: Fornece certificado Ppara o NAO. Nunca
erra @Quando a reposta encontrada é NAO
> Podem retornar tanto SIM auanto NAO
incorretamente

- A unilateralidade do erro de uv MC permite refinar o
arau de confianga da resposta a niveis 130 BONs QUaNto
Queiramos.
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Exemplo:

1. ldentidade de polindmios
> F(x)=(x—a1)(x—a2)...(x — adq)
> G(x) = bax? + by 1x? L bix+ by
> F(x)= G(x)? :
Ala. deterministico | Ale. Monte Carlo

Transforma F(x)

Compara Os coef. de F(x) e G(x)
Retorna SIM, caso Os coef. sejam icuais
Retorna NAO, caso contrario
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Exemplo:

1. ldentidade de polindmios
» F(x)=(x—a1)(x —a2)...(x — aq)
P G(x) = byx? +bg_1x? "4 .o+ bix+ ho
> F(x) = G(x)? :

Ala. deterministico | Ala. Monte Carlo
Transforma F(x) Sorteia w entre | e IOO d
Compara Os coef. de F(x) e G(x) Se F(w) = G(w), entdo retorna SIM

Retorna SIM, caso os coet. sejam iquais | Caso contrério, retorna NAO
Retorna NAQ, caso contrario
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Exemplo:

1. ldentidade de polindmios
> F(x)=(x—a1)(x—a2)...(x —aq)
> G(x) = bgx? 4+ by_1x?71 ...+ bix + bo
> F(x) = G(x)?

Ala. deterministico O(d2) ‘ Ala. Monte Carlo
Transforma F(x) Sorteis w entre | e 100 d
Compara Os coef. de F(x) e G(x) Se F(w) = G(w), entdo retorna SIM

Retorna SIM, se 0s coet. sejam iquais | Caso contrério, retorna NAO
Retorna NAQ, caso contrario

Este alaoritmo de Monte Carlo é gaseado-no-NAO
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Esquemas raseados -no-NAQ / -no-SIM

Oes: Proeraegilidade da ) Oes: Proragilidade da
Resposta Correta ser NAO Resposta Correta ser SIM
dado que o AlgOoritmo dado que o Algoritmo
retorna NAO € icual a 1. retorna SIM é icual a L

Seta de M para Y represents a prorarilidade de M dado M.
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R_ecordar é viver.. Prorarilidade

A Pung30 de proeraeilidade P precisa atender 8s condicSes:
1. Para todo evento AC Q,0 < P(A) < 1,0onde Q é o espago
amostral .

2 P

3. Para eventos Aj, A, ..., dois-a-dois disjuntos,

P(Ui Ai) o Zi P(Ai)
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R.ecordar é viver. PIE

Sejam Aj, Ay, ... eventos areitrérios. Entdo

P(UiAy = >ZiR(A:)
“Z,’qP(AiﬁAj)
+ Licjek P(AI N A; O AL)
/
= SH (_1)I+1 Ei1<iz<...<i/ P(ﬂr:l A,-,)
+...

Assim, um limite para a unido é dado por:
P(UAi) < Z P(A))

Oes.: Nem sempre temos informagSes t30 completas das
interseql es dos eventos entdo ficamos satisfeitos
marjorando superiormente a proeagilidade.
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R_ecordar é viver.. Prorarilidade Condicional

A proeaegilidade condicional de um evento A dado um evento
B, denotada por P(A|B), corresponde 3 propaeilidade de que o
resutado do experimento aleatdrio pertenga a A
sapendo-se Que tameém pertence a B.

P(AN B) P(B|A)P(A)

PR~ T

OBS.: Quando os eventos s30 independentes entre si,
P(A|B) = P(A). '

Da definicdo de proragilidade condicional, conauimos Que:
P(07:1 Ai) = n?:lp(Ai| ﬂj<,~Aj)
Se 0s eventos forem dois-a-dois independentes, ent3do:

| PNy A7) = N2, PCAD
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R.ecordar é viver.. Reara de Payes

e

Seja Q= {By,Bs,...,B,} o particionamento do espaco
amostral Q. Qual a prosa&thdade_ de um evento A aualauer

acontecer?
) > / :
& // L 10 i
B N - \\ ”
P(A)=P(ANU; B;) = Xi_, P(AN B)) = 331, P(A|B))P(B))
_P(BcNA) _ P(AIB)P(BY)
> i1 P(AIB)P(B))

Reara de Bayes P(Bk|A) PA)
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Uma aplicagdo do Teorema de Bayes

Prorlema: Un $arricante de sorvetes recere 20% de todo o
leite da fazenda F;, 30% da fazenda F, e 50% da fazends Fs.

Foram encontras adurteragSes: 20% dos leites de Fi, 5% dos
leites de F; e 2% dos leites de Fs. .

Seja A o evento "leite adulterado”. Fi, F> e F5 formam umwa
Partiedo do espago amostral de onde vem O leite.

Assim: P(A|F1) = 0,20, P(A|F,) = 0,05 e P(A|Fs) = 0,02
Além disso, A= (AN FR)U (AN F) U (AfEF3)

Pergunta: Qual a prorarilidade do leite ser da fazends F;
dado @ue estd adutterado?

L P(EAAE P(A|F1)P(F1)
P(Fl‘A) o Py e P(A\F1)P(F1)+P(A|Fz)P%Fz)+P(A|F3)P(F3)
0,2x0,2 _ 0615

(0,2x0,2)+(0,3%0,05)+(0,5X0,02)
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Vokrtando ao exemplo

- O alaoritmo sempre acerta a resposta auando Os
polindmios s30 idénticos ou Quando retorna NAO

- Qual a proraeilidade do alaoritmo errar 3 resposta7 @)
Que sianifica errar neste caso?

» O alaoritmo responde SIM e a resposta correta é NAO

» |sso acontece Quando O NUmero sor‘te_ado é raiz de
F(x) — G(x) mas 0s polinGmios N30.s80 Os mesmos. Qual o
arau de F(x) — G(x)? No méximo d

P> Pelo Teorema Fundamental da Alae&ra, esse polinémio tem
NO Maximo d raizes distintas

> Assim, a proeagilidade de erro é, no méximo, a proeagilidade
de tomar alauma dessas raizes
d 1
> Quseja, e — = — =1%
¢ 222 180d 100 3

> Loco, a proeasilidade de acerto é de pelo menos 99%
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Notagdo Monte Carlo

Sejam Os eventos ass0ciados 8 uma execugdo do alaoritmo
para uma determinada instdncia de umw proelema de decisdo:

- Cy: 8 resposta correta é NAO
- Cs: 8 resposta correts é SIM

- Ay : O alaoritmo responde NAO
- As : O algoritmo responde SIM

raseado-no-NAQ: P(Cy|Ay) = 1+:P(As|Cs) = 1
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Prorarilidade do erro

e

P(e_rr‘o) P([CN n As] U [Cs ﬂA‘N])
P(CN N As) af P(CS ﬂAN)
P(Cn)P(As|Cn) + P(Cs)P(An|Cs)
P(Cn)P(As|Cn) + P(Cs)0
P(Cn)e
5' G
1
P(acerto) >p=1—=¢

i)
a3
A
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R_efinamento

- A um alaoritmo de Monte Carlo Baseado-no-NAO
- A erra com prokagilidade menor ou iGgual a &
- | é uma instancia QualQuer do proelema de decisdo

- Plano: Vamos exeacutar A vérias vezes de maneira
independente até aue o NAO seja respondido ou por t
vezes

- Quando ele erra? Quando a resposta certs é NAO e ele
N30 conseaue encorvtrar o certificado em t execueSes

- Assim, P(erro) = P(erro;,erros,...,erro,) < &'
- Conseauéncia: A proragilidade de erro decresce

exponencialmente com O aumento de Nnimero de
repeticS es independentes do alaoritmo
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Las Veaas

- Sempre d3o a resposta certa

- O tempo computacional de um alaoritmo de Las Veaas é
uma varidvel aleatdria

> como tal, estd completamente definido por seu conjunto

de
> O tempo computacional de um alaoritmo de Las Veaas é
avaliado em termos de seu , e talvez

E , eta
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Exemplo:

1. Busca de elemento em lista com repetieSes
> Desejamos localizar um alaarismo aualauer (dicamos, o 9)
NnuMWa lista de tamanho n

> A lista contém todos os alaarismos de 0 a 9 distriruidos
em iGguais Quantidades

> isto é, 1/10 de suas posi¢Ses apreéentam O alaarismo 0, 1/10
de suas posi¢Ses apresentam O alaarismo 1 e assiv por
diante.

> Nada se sake sOBre a localizagdo dos elementos.
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SolucSes: Estratéaias deterministicas

1L

Examine uma a uma todas as posieSes da lista, a partir da
primeira, até encontrar o priveiro 9,

. Examine uma a uma todas as posicSes da lista, a partir da

UHtima e caminhando de tras para diante, até encontrar
O Primeiro 9;

Examine primeiro todas as posieSes impares da lists, isto
é, a primeira, depois a terceirs, auinta ete. Depois (se
nenhum 9 tiver ainda sido encontrado, evidentemente)
venha voltando pelas posieSes pares de trés para diante;

Divida a lista em k suslistas de tamanho n/k cada: os
Primeiros n/k elementos irdo para a primveira suglists, os
n/k elementos seauintes irdo para a seaunda suglista e
assim por diante. Examine agora o primeiro elemento de
cada suBlista, em seauida © secuNdo elemento de cada
suBlista, em secuida © terceiro ete até encontrar um 9.
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Conseauimos entradas desfavoraveis?

- Qualauer Que seja a estratéaia adotads, sempre ha
entradas Que exiGir3o do alaoritmo um tempo "ruim'”
(linear Nno tamanho da entrada, neste exemplo).

> O aleoritmo deterministico pode ser constantemente
levado a ter um desempenho lento;

> Depende da aplicagdo e da distriruiedo das instancias de
entrada, pOr forga de algum acente externo, malicioso ou
N30, ou ainda Que intermitentemente.
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Solugdo: Estratéaia randomizada

1. Escolha, aleatdria e uniformemente, uma posicdo
Qualauer, das n possiveis. Verifique-a. Repita até
encontrar um 9.

OBS.: Esta estratéaia ird encontrar o 9. Porém, como
saker O NUmero de verificagSes até eneor\—trar o
primeiro 97

Conrtinuaremos na proxima aula!



