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O proelema do Caixeiro Viajante

CAMEIRO VIAJANTE

Dados: Conjunto de cidades C = {¢,c,...,¢y}, inteiro k e
custo c(cj, ¢j) para cada par ¢, ¢ de C.

Quest3o: C adwite um percurso Que passe por cada uma das
cidades sem repeticdo, exceto a cidade inicial pois devemos
concluir onde comeeamos, de custo < k?

O custo total do percurso caixeiro viajante é dado por:

1 £ 4
S imeles ool R e cpl) onde ¢, , Cpyi- -5 G, € UM Pereurso
caixeiro viajante, isto é, uma permutagdo das cidades de C.

Vamos mostrar Que CAIMEIR.O VIAJANTE é N P-completo
a partir do proelema N P-completo CICLO HAMILTONIANO
(HO.



Teorema. CAMEIRO VIAJANTE é NP-completo.

Prova: CAMEIR O VIAJANTE estd em N'P. Sejs G uma
entradas cenérica do HC. Vamos construir uma instdncia
particular do CAIMEIR.O VIAJANTE da seauinte forma:

- Cidades: Cada vértice de G é uma cidade.

- Custos: Se viv; € E(G), entdo c(c,,q) =
Caso contrério, c(c, ¢) =1

- k:0

Resta mostrar que G tem ciclo hamiltoniano sse existe
Percurso caixeiro viajante em C com custo 0.



(=) Se G tem ciclo hamitoniano, entdo existe umw percurso
caixeiro viajante Que, POr construgdo, tem custo total 0.

(+) Se existe um percurso caixeiro viajante eom custo total
0, entt30 temos uma permutaqdo das cidades de C de modo
Que, neste permutaqdo, cidades conseautivas s30 vértices
adjacentes de G, por construgdo. Além disso, tameém existe
aresta entre Os vértices correspondentes a ¢, e c,,. Loao,
existe um cidlo hamittoniano em G [
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R.edugSes para proglemas polinomiais

- Até 0 momento vVimos alaumas redugS es polinomiais e
utilizamos deste recurso para provar a N P-completude
de alguns prorlemas.

> Y oc X onde Y é NP-completo e X serd mostrado
NP-completo

- Podemos, enttretanto, utilizar redugeSes polinomiais para
Mostrar Que uwm proelema é soluciondvel em tempo
polinomial.

> X < Y onde X é O proklema Que Queremos mostrar ser
polinomial e Y é o proelema soluciondvel em tempo
polinomial.
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72 -coloragQado versus 2-SAT

- 2-coloracdo é um proelema soluciondvel em tempo
polinomial.

> U arafo é 2-colorivel sse é ipartido.

- Contudo, vamos mostrar Que 2-col é polinomial
fazendo uma reduqdo de 2-col para 2-SAT.
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2-coloragdo x 2-SAT

Teorema. 2-col é soluciondvel em tempo polinomial.

Prova: Seja G uma instdnaia @enérica do 2-col. Vamos
construir uwa instdncia particular do 2-SAT da seauinte
forma: !

- Vearidveis: Cada Vértice v aera uma varidvel x,

- Cldusulas: Se vw € E, ent30 temos 8 conjung3o de duas
cldusulas: (x, V xy), (X, V X,). Isto $a2 com aue x, = X,

Resta mostrar que G é 2-col sse (X, C) é satisfazivel.



(—) Vamos exigir uma atrirui¢do para as varidveis de X
Baseada Na 2-coloragdo de G. Se o vértice recereu cor 1
ent30 a varidvel recere verdadeiro, caso contrario, recere
falso. Neste caso, por construedo, cada cldusula tem um
literal verdadeiro e um £also, sendo, portanto, satisfeita.

(+-) Vamos 2-colorir G a partir da atriruicdo Que satisfaz
(X, C). Se a varidvel x, : V,entd0 v recere cor 1. Caso
contrario, recere cor 2. Note Que todos os vértices de G
$foram coloridos e, como Vértices adjacentes estdo
associados a varidveis Que tém valor Ié Gico OpOstos, @uando
(X, C) é satispazivel, ent3o vértices adjacentes recerem
cores distintas. Loco, G é 2-colorivel. [
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MAMASAT

- MAXSAT: Variante de SAT

- Quer-se determinar se existe uma atriguicdo as
varidveis Que satisfaca pelo menos k cldusulas de C.

- Especificamente, vamos mostrar Que MAM 2-SAT é
NP-completo através de uma reducdo polinomial a partir
do proelema CLIQUE.
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MAM 2-SAT

MAM 2 -SAT

Dados: (X, C), onde: |X| = p e cada cldusula tem exatamente 2
literais, e uw inteiro k, 1 < k < p. ,

Quest3o: Existe uma atriruicdo as varidveis de X que satis-
£aqa pelo menos k cldusulas de C simuttaneamente?

ORS.: 2 SATé poli. Orserve aue se k'= p O proelema seria
solucionével em tempo polinomial.
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MAM 2-SAT

Teorema. MAY 2-SAT é N'P-completo.

Prova: MAMY 2. -SAT estd em NP. Considerando umwa
instdncia @enérica do prorlema CLIQUE, vamos construir
uma instanaia particular para o proglema MAM 2-SAT da
seauinte forma:
- Variaveis:
> uma varidvel auxiliar z
> para cada vértice v;, uwa vanavel x,
- Cldusulas: i
> (xiVz),(xVZ)
> para cada N30 aresta v;v;, a cldusula (X V X;)
- k' |V|+|K|+ |E| ,onde K é a clique de tamanho pelo
menos k do proelema CLIQUE, e E é o conjunto de n3o
arestas de G
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@\\Exuste ciQue de tamanho pelo menos k sse existe umwa

@Gdrugutqao Que satisfaga pelo menos k' cldusulas de (X, C).

(—) A partir da dique K, vamos determinar umwa atriguiedo
para as varidveis de X:

Se a varibdvel corresponde a um vértice em K, ent3o ela
recere verdadeiro. Caso contririo, falso.

Faqa a varidvel z verdadeira.

Vamos mostrar que pelo menos |V| + |K| + |E| ddusulas s30
satisfeitas.

De fato, com esta atriruigdo, satisfazemos |V| cdusulas pois
as cldusulas (x; V z) s80 satisfeitas (z recereu verdadeiro);
satisfazemos |K| cldusulas, pois as cldusulas (x; \/ z) s80
satisfeitas (x; recereu verdadeiro); e |E| ddusulas, pois as
cldusulas (X \V X;) s80 satisfeitas em casos de N30 arestas.
Pois, xjx; 530 dOs seauintes tipos:

N vértice na clique () com vértice fora da cliQue (1)). Neste
caso, x; = Ve x; = F e 888im (6 V x5) = W4

i) vértice fora da dique () com vértice fora da clique (V).
Neste caso, x; = F e x; = F e assim (X VX)) = V.



ca\\“@ 4 ExiBamos clique de tamanho > k com Base na atriguigdo
e satisfaz pelo menos k' = |V| + k + |E| cldusulas de (X, C).

Fagamos K como O conjunto dos vértices v; eujas varidveis
associadas x; recereram V.

e

Se K for uma cdlique, entdo alcangamos O OBjetivo e |K| > k.
Se K ndo £or cliQue, existe um par v, de N30 arestas em K
aujos valores de x; e x; foram V.

Facga , Neste caso. Note que continuamos satisfazendo
uma cldusula dentre (x; V' z). (x \/ Z), mas perdemos uma cldusula.

Entretanto, ORserve Que passamos a satisfazer a cldusula
(X V %;). Lomo, empatamos no total de cldusulas satisfeitas.

Outras cldusulas envolvendo X; (v; participando de
N30-aresta), tameém passam a ser satisfeitas, e, pelo mesmo
araumento, 0 Nimero de ddusulas Que satisfazemos é pelo
Mmenos igual ao antterior.

Esse processo se repete até Que N30 tenhamos N30 arestas
em K. Loao, K é dique. Note aue |K| > k pelo conjunto K
tomado inicial de tamanho > k e as suestituicSes N30
diminuirem o nimero de dldusulas satisfeitas. [



