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ConsideragSes soere P e NP

Teorema. Seja X um proelema NP-completo. Entdo X
pertence 3 dlasse P se, e somente se, P = NP.

Prova: (+) Se P = NP, entdo, como X € N?ﬁ;temos Que

X eP.

(—) Se X € P e considere um proelema Y € N'P. Como

Y x X, YeP U

Exerdicio:

Corolario. Se existe um proglema em NP que N30 pode ser
resolvido em tempo polinomial, entdo nenhum prorlema
NP-completo pode ser resolvido em tempo polinomial
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Teorema de Cook

Na aula anterior vimos Que:
-3SAT x IS x VE & SC
- Teoricamente, asinda N30 MOstramos Que estes

proelemas sdo NP-completos (precisamos de um
prorlema N P-completo como ponto de partida)

Yo 777 o« BSAT IS & VE o« SCTY. ¢ VP

X
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O primeiro proelema N P-completo

- Um cireuito é uw arafo direcionado especial
> aciclico
» fontes: rotuladas por 0 ou 1 (entrada £ixa) ou © nome de
uma varidvel de entrada
> sumidouro: saida do aireuito
> Os outros vértices: rotulados com um operador: A, \/,

CIRCUT SAT

Dados: Um cireuito
Quest3o: Existe uwma atriruicdo de valores as varidveis de
entrada Que forcem a saida do cireuito ter valor 17
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CIR.CUIT SAT x 3SAT
Teorema. CIRCUIT SAT « 3 SAT

Prova: Considerando um circuito aenérico, vamos construir
uma instanaia particular de 3SAT (X, C) da seauinte £orma:

- Varidveis x, : vértices v do aireuito

- Cldusulas: :
1. Para cada aresta direcionads, (.) representa a aplicagdo do
conectivo -, A,

> u— v (—) corresponde 3 conjungdo das cldusulas:
(xv vV xu), 55V Xu) asseaura Que Xy =%

> u—v (), wv (V) corresponde 3 eonjung3o das cldusulas:
(v V- Xu )y (0 VX )5 (v Mo xu VX ) Gatianite @ue v, = X, V X

> u— v (A), w— v (A) corresponde 3 conjuncdo das cldusulas:
(3o V xu); G Vo xiw), (v V. X5 V X)) Garante @ue x, = Xy A X

> Para cada vértice fonte v com valor constante (1 ou 0): uma
cldusula unitéria (x,) (se v: 1D ou (xy) (se v: O)

> Para cada salda v, adicione uma cldusula unitéria (x,)
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CIRCUIT SAT « 3SAT

Prova (continuagdo): Para construirmos uma entrada pro
3SAT, precisamos transformar as cldusulas Que tém
tamanho 1 ou 2 em dldusulas de tamanho 3.

Para isso, vamos adicionar 4 varidveis auxiliares:

- varidveis: Z1,22,23,24

(ZiVz3V2),(Z VBV 2),(ZVVZa)z VvV Vaa)i=1,2
» Neste ¢330, estamos foreando Que z1 : F,z : F
- Caso haja uma dldusula com exatamente um literal:
()= (tVz1V )
- Caso haja uma cdusula com exatamente dois literais:
(tvt)= (tVE Vz)
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CIRCUIT SAT « 3SAT

Prova (continuagdo): Resta mostrar Que:

Existe uma atriguied0 para as varidveis do dircuito tal Que a
saida seja 1+ (X, C) é satisfazivel.

(—) Por construqdo, orserve Que sempre temos um literal
verdadeiro em cada uma das cldusulas de (X, C).

(+) Como a saida é uma conjung3o de uma ou mais cldusulas
por construqdo e (X, C) é satisfeita, entdo existe uma
atrieuicdo para as varidveis do circuito Que conduzem a

salda 1. O
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CIR.CUIT SAT é NP-completo

Note qQue para mostrar Que todos Os proglemas
Mmencionados até o momento sdo N P-completos,
Precisariamos mostrar que:

Teorema: CIRCUIT SAT é N'P-completo.|

Prova: Precisamos mostrar Que CIRCUIT SAT e NP e aue
para todo proglema Y € NP, temos aue Y « CIR.CUIT SAT.

CRCUIT SAT € N'P: Tendo um cireuito de aktura polinomial
NO Ndmero de varidveis, O peraurso por nivel certifica uma
s0olucdo em tempo polinomial, pois s& devemos avaliar
resuttados das sucessivas portas IS aicas A, \V/,— e a0 £inal
teremos O resuttado do cireuito Nno NS sumidouro (NS saida
do cireuito).
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Y x CIRCUIT SAT

Qualquer algoritmo polinomial pode ser processado como
um cireuito de tamanho polinomial, cujas portas IS aicas
codificam as entradas do alaoritmo. (Afinal, aualauer
alaoritmo pode ser executado em um computador, e o
computador é, em Ultima andlise, um olrcurto BOOleano
implementado em um ahip)

Assim, se um alcoritmo resolve um proglema de decisdo Y,
ent30 essa resposta é dada NO sumidouro do cireuito.

Portanto, dada uma instancia / do Pro&le.ma Y cuja solugdo
seja S, construimos em tempo polinomial um cireuito cu jas
entradas s3o:

Entradas fixas do cireuito sdo os Bits de /,
Entradas varidveis do cireuito s30 oOs Bits da solucdo S.

Portanto, a salda do circuito é 1 (verdadeiro) se, e somente
se, Os Bits da entrada da solugdo S de £ato codificam uma
solugdo da instancia | de Y. O



