


Grafos Bipartidos

- Um grafo G = (V, E) é bipartido se V admite em dois
subconjuntos X e Y tais que toda aresta em E possui um extremo
em X e o outro extremo em Y. Essa particdo de V(G) é chamada
de biparticdo de V.
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- Um grafo & bipartido completo, denotado per K, ,, & um grafo
bipartido (X, Y, E) com |X|=p,|Y| =¢ge |E| = p X g. Ou seja,
Kp,q tem todas as arestas possiveis com um extremo em X e o outro
em Y.
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Grafos Bipartidos

Teorema 2: Um grafo bipartido k-regular, com k > 0 e com biparti¢do de
V em X e Y, satisfaz | X| = |Y]|.

- Prova: Num grafo bipartido,

Como G é k-regular,

S d(v) = kiX|

veX

> dlv) — ki

veyY
Logo, «|X| = k|Y| e, como k >0, |X| =|Y].
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Passeio, trilha e caminho

- Passeio: uma sequéncia vg, v, ..., v de vértices de V com
viviq1 € E,onde i=1,2,... k— 1.
» Comprimento do passeio = nimero de arestés__.

- Trilha: um passeio onde as arestas sdo distintas:
- Caminho: um passeio onde os vértices sdo distintos.

- Ciclo: € um passeio fechado vy, va,..., % = vi, onde
Vi, Vo,...,Vk_1 € um caminho. :
» Comprimento do ciclo = nimero de arestas = namero de vértices
» Se o ciclo tem comprimento par, é dito ciclo par. -
» Caso contrario, é dito ciclo impar.
» A cintura é o comprimento do menor ciclo de G.
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a,b,c,d,c,e & um passeio
a,b,c,d,c,e ndo & uma trilha
a,b,c,d,c,endo & um caminho
a,b,c,f,b,g & uma trilha
a,b,c,f,b,g ndo é um caminho
~ h,b,c,d & um caminho

“a,b, h,a é um ciclo impar

" a,b,g, h,aéum ciclo par
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Conexidade
- Um grafo G é conexo
se existe caminho entre
qualquer par de vértices de G.

- Um grafo G é desconexo
quando n3do é conexo.

ofl /| R,
- Uma componente conexa

de um grafo G é um subgrafo conexo maximal.

» Denotamos por w(G)
o niamero de componentes conexas de G.
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Distancia, Excentricidade, Didmetro e Centro

- A distancia entre dois vértices u, v € V/, denotada por d(u,v), é o
tamanho do menor caminho entre u e v em G.

» Quando n3o ha caminho entre os vértices u, v, d(u, v) = co

- A excentricidade de um vértice v € V, denotada por e(v), é o valor
da maior distancia entre v e os demais vértices de V.

- O diametro de um grafo G, denotado por, c“i‘iam(G) é o valor da
maior excentricidade dos vértices de G.

- O centro de um grafo G, denotado por C(G), é o conjunto dos -
vértices de menor excentricidade do grafo.



Exercicio: Determine as distancias entre todos os pares de vértices, a
excentricidade de cada vértice, o didmetro e o centro do grafo abaixo.
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(Outros) Tipos importantes de grafos

- Um grafo é um grafo ciclo de tamanho n, denotado por C,, n > 3,
se G consiste de um Gnico ciclo.
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- Um grafo € um grafo caminho de tamanho n — 1, denotado por P,,
n > 2, se G consiste de um tnico caminho com n vértices.
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Caracterizacdo de Grafos Bipartidos

Exercicio: Determine se os seguintes grafos sdo bipartidos.
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- Note que n3o existe biparticdo para o Cs.
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Demonstracdo (ida)

Prova:

= Seja G bipartido com biparticdo em X e ¥ e sejé :

C = vy, vi, -+, Vk, Vo um ciclo arbitrario de G. Suponha,

, que vg € X. Assim, como vgv; é uma aresta de G e G é
bipartido, temos que . Da mesma forma, v» € X. De modo geral,
i€ X e . Note que colocamos vo”er'n X, e como existe a

aresta vxvp em G, entdo v, pertence a . Ou'seja, k é impar
(k =2i+1, para algum /). Isso implica que C, de tamanho k + 1, possui
tamanho par.
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Demonstracdo (volta)

Prova (continuacio):

P
Note que é suficiente considerarmos G conexo (se G nao fosse conexo,
bastava analisar cada componente conexa separadamente). Suponha G
um grafo sem ciclos impares. Escolha um vértice arbitrario u € V(G).
Como G é conexo, definimos uma particdo dos vértices de G em relacdo
a distancia dentre u e os demais vértices de V pela seguinte associacio:

6 — {xEV|d(u,X)éipar}
= {yeV|d(u,y) é impar }

Resta mostrar que X e ¥ formam uma biparticdo de V(G), ou seja,
vamos mostrar-que ndo ha aresta entre dois vértices de uma mesma parte.
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Demonstra¢do (volta, continuaco)

Prova (continuagao):

Considere v e w dois vértices de X. Portanto, a distancia entre v e v é
par, bem como a distancia entre u e w é par. o

Considere P um caminho de menor comprimento de u até v e Q um
caminho de menor comprimento de u até w.

Considere v’ o altimo vértice comum que pertenca tanto a P quanto a @
(note que, eventualmente, u’ = u). :

Como P e @ sio caminhos de menores tamanhos, entdo os caminhos de
u até u’ tanto em P quanto em @ possuem o mesmo tamanho.

Como P e @ possuem comprimentos pares, os caminhos entre 1/ e v e
entre 1’ e w possuem a mesma paridade.

Implicando, ent3o, que o caminho entre v e w utilizando arestas de P e
@, passando por u’, possui comprimento par. Seja P'Q’ este caminho.
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Demonstracao (volta, concluséo)

Prova (conclusdo):
Se v e w fossem vizinhos, teriamos, portanto, um C|clo impar obtido pelo
caminho P'Q’ e pela aresta vw.

Porém, dado que nio existe ciclo impar em G (por hipétese), entdo nao
existe a aresta vw. Ou seja, ndo existe aresta entre dois vértices da
mesma parte X.

Analogamente, segue para quando analisamos dois vértices de Y.
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Arvores

Teorema 4. Um grafo &€ uma arvore se, e somente se, entre cada par de
vértices existe um Gnico caminho.

- Dem.:
(+) Se, entre cada par de vértices existe caminho, entdo G é
conexo. Além disso, como o caminho é tnico, G ndo possui ciclos.
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Arvores

- Dem. (continuacdo):
(—) Agora, seja G uma arvore e suponha que, entre os vértices u e
v existam dois caminhos distintos P e P’. Tome xy € E(P) tal que
xy ¢ E(PY).
Considere o subgrafo induzido por PUP' e remova deste subgrafo a
aresta xy. Note que (P U P’) \ {xy} & conexo. Logo, existe um
caminho P” entre x e y neste subgrafo. Portanto P" + {xy} &€ um
ciclo em G. Absurdo. :
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