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Fluxos em redes
Uma rede é um multidigrafo D = (V, E) no qual cada aresta e € E
possui uma capacidade real positiva: c(e) > 0.
Em geral, a rede possui dois vértices especiais:
- s: origem ou fonte;

- t: destino ou sumidouro.

Assumimos que s alcanca todos os demais vértices, e que t é alcancado
por todos os demais.

; e

Cada numero indica a capacidade da respectiva aresta.
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Fluxo em uma rede

2/3

o o0 T
2/5

(-]

O rétulo x/y em uma aresta representa: fluxo / capacidade.

Por exemplo, 2/4 significa que a aresta tem capacidade 4 e transporta
fluxo 2.
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Valor de um fluxo

O valor do fluxo na rede & denotado por f(D) e definido por:

s 3 s, o)

z:(s,z)€E

Isto &, o valor do fluxo € a quantidade total que sai da fonte s.

Pela conservacio de fluxo, esse valor é igual a quantidade total que
chega no destino t:
g f(x, t).

x:(x,t)eE
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Exemplo

2/4 2/3
© o

Neste exemplo:

f(D)=f(s,a) £ fls. DX (s, gl T2 42— 4.

Também: ¢ ;
;i f(D)=fle 1)+ fld;t) =2+ 2 = 4
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Problema do Fluxo Maximo

Problema do Fluxo Maximo

Entrada: uma rede D = (V/, E) com origem s, destino t e capacidades
c(e). :

Objetivo: encontrar um fluxo f de maior valor possivel.

Ou seja, queremos maximizar:

FD)=" 3" s z)

z:(s,z)€EE
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Exemplo de fluxo maximo

3/4 3/3
© o o

(-]

Neste fluxo:
f(D)=2+2+3=T.

Veremos depois que este fluxo & maximo.

4/5
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Aresta saturada

Uma aresta e é saturada quando:

Isto é, a aresta esta usando toda a sua capacidade. ? .

No exemplo abaixo, as arestas sb, bd e ct estdo saturadas.

® o
0 4/5

0/3
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Fluxo maximal versus fluxo maximo
Um fluxo € maximal quando todo caminho direcionado de s a t contém
alguma aresta saturada.

Intuitivamente: ndo conseguimos aumentar o valor do fluxo apenas
colocando mais fluxo em algum caminho dirigido de s a t.

- Todo fluxo maximo é maximal. v
- Nem todo fluxo maximal é maximo. Exemplo abaixo:

-] . ®
o

A raz3o é que as vezes precisamos diminuir fluxo em algumas arestas
para conseguir aumentar o fluxo total.
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Observacdo importante: Fluxo estatico

Um fluxo n3o deve ser interpretado necessariamente como uma sequéncia
temporal.

Ele € uma atribuicdo simultdnea de valores as arestas da rede.

O que exigimos é:

f(e) < c(e)

para toda aresta e, e

S fav) =) f(¥5e)

X z

para todo vértice interno v.

Assim, podem aparecer circulacdes internas, isto &, fluxo passando em
ciclos.

Essas circulacdes ndo alteram o valor do fluxo da rede, pois o valor &
medido pelo total que sai de s ou chega em ¢t.
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Exemplo de corte

Considere:

S'={ssa, bl 555 Wend 1

1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
i

As arestas do corte sdo as que cruzam de um lado para o outro.
Neste exemplo:
[S;8k= {st, bec, ¢bbd, da}:
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Arestas diretas e contrarias do corte

Para um corte [S, S’], definimos:
- (5,50 conjunto das arestas diretas do corte, isto &, arestas que
vdo de S para S;
- (5,5')": conjunto das arestas contrarias do corte, isto &, arestas
que vdo de S’ para S. N

Para S = {s,a,b} e 5! =¥ \S —{c d,t}:

(5,5)" = {sc,bec,bd} arestas diretas do corte,
(Se8) . — D arestas contrarias do corte.

Atencdo: aqui, “direta” e “contraria” sdo termos relativos ao corte, ndo a
rede residual, que sera visto daqui a pouco.
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Capacidade de um corte

A capacidade de um corte [S, S’] é a soma das capacndades das arestas
que v3o de S para S’: ; :

eLS, 5 Z c(e).

ec(S,5)+

Apenas as arestas de (S, S’)" entram na soma.

As arestas de (5,S’)” ndo contam para a capacidade do corte.
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Exemplo: capacidade do corte
Para S = {s, a, b}, temos:

(5,5°)" = {se beibd}.

Logo:

c(S, 81— c(sc)‘—i— c(bc) + c(bd) = 4 +‘1"'}+ 4=0.
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Problema do Corte Minimo

Problema do Corte Minimo

Entrada: uma rede D = (V/, E) com origem s, destino t e capacidades
c(e). :

Objetivo: encontrar um corte [S, S’] com menor capacidade possivel.
Isto é, queremos minimizar:

el9:S" = Z c“(&:e).

e€(S,5)t
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Exemplo: fluxo no corte

Considere o fluxo abaixo e S = {s, a, b}.

2/3

@ o o =9

(0/3] [1/3]
()

1/3

Temos:
f(S,S’) = f(sc) + f(bc) + f(bd) — f(cb) — f(da).

Logo:
f(5,8)=24+1+3-1-1=4=f(D).

Atengdo: f(D) é o valor do fluxo f considerado, ndo necessariamente o
valor maximo possivel da rede.



2®

Fluxo em qualquer corte

Teorema. Seja f um fluxo em uma rede D e seja [S,S'] um corte

qualquer. Ent3o:
S by (D).

Ideia da prova: '
Ao somar as equagdes de conserva¢do para todos os vértices de S \ {s},
os fluxos internos a S se cancelam.

O que sobra é exatamente:

fluxo que sai de S — fluxo que entra em S.

Esse valor é igual ao fluxo que sai da fonte s, isto &, (D).
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Todo corte limita todo fluxo

Teorema. Seja f um fluxo qualquer em D e seja [S, S’] um corte
qualquer. Entdo:
f(D) < efS551).

Prova: e
F(DY=f(S$i80) = D= Fle)— SN fle).

ee(S,5)+ ée(S,5")-

Como f(e) > 0:
f(D) < f(e)
ec(5,5')*
Como f(e) < c(e):
f(D) = ele) = c1S.S").
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Consequéncia importante

Para qualquer fluxo f e qualquer corte [S, S']:
DT = e(55).
Logo, podemos interpretar essa desigualdade de duas formas:

1. todo corte fornece um limite superior para o valor de qualquer fluxo;

2. todo fluxo fornece um limite inferior para a capacidade de qualquer
corte. ‘

Corolario: Seja f um fluxo em uma rede D e seja [S, S’] um corte. Se
F(D) = (5. 5"),

entdo f & um fluxo maximo e [S, S’] € um corte minimo.
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Fluxo maximo e corte minimo

No exemplo abaixo, o fluxo tem valor 7.

o
o= -0 m

()

3/4

0/3

Para S = {s,a, b,c}:
c(5,5") = ¢c(bd) +c(ct) =443 =7,

Como f(D) =7 = ¢(S,S’), o fluxo & maximo e o corte & minimo.
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Arestas diretas e contrarias

Dado um fluxo f em uma rede D, uma aresta e = (x,y) &
- direta se ainda podemos aumentar fluxo nela:

c(e) — f(e) > 0;
- contraria se podemos reduzir fluxo nela:
f(e) >0.

Uma mesma aresta pode ser simultaneamente direta e contraria quando:

0< f(e) < c(e).
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Rede residual

Dada uma rede D e um fluxo f, a rede residual Dy representa todas as
possiveis variacées de fluxo.

Para cada aresta (x, y) € E:

- se c(x,y) — f(x,y) > 0, adicionamos a aresta residual (x,y) com
capacidade:

el y) = cOo il EiRa:

- se f(x,y) > 0, adicionamos a aresta residual (y, x) com capacidade:

cr(y, x) = f(x,y).
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Rede residual: vamos construir passo a passo

Considere a rede D abaixo com um fluxo f de valor 4.

2/3
o B o m ()

0 =

1/3
(- )

A rede residual Dr mostra quanto ainda podemos aumentar fluxo e
quanto podemos desfazer do fluxo ja enviado.

0/3
1/3
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Passo 1: aresta direta
Se uma aresta (x, y) ainda tem capacidade sobrando, isto é&,

C(va) T f(Xv)/) = 07
ent3o colocamos em Df uma aresta residual no mesmo sentido:
(x.y) com capacidade residual cr(x,y) = c(x,y) — f(x,y).

o ™ o0 - m 9
@ =

Na aresta (s, a), temos f(s,a) = 0 e c¢(s,a) = 3. Logo:

¢r(s,a) = e
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Passo 1: aresta direta em Dy

A aresta (s, a) gera a seguinte aresta residual:

Interpretacéo:

Ainda podemos enviar até 3 unidades adicionais de fluxo pela aresta
original (s,a).
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Passo 2:
Se uma aresta (x,y) ja tem fluxo positivo, isto &,

f(x,y) >0,
entdo colocamos em Dy uma aresta residual no sentido contrario:
(v,x) com capacidade residual cf(y,x) = f(x,y).

"
f

(- ) o 2/5

(- )

Na aresta (s, b), temos f(s, b) = 2. Logo, podemos desfazer até 2
unidades desse fluxo.
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Passo 2: aresta contraria em Dy

A aresta original (s, b) gera a aresta residual contraria (b, s):

0" 0

Interpretacéo:

No residual, usar (b, s) significa reduzir o fluxo atual em (s, b).
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Passo 3: aresta direta e a0 mesmo tempo

Uma mesma aresta original pode gerar duas arestas residuais.
Isso acontece quando:

0< f(x,y) < c(x,y).

G‘
\m 2/3
-] o o = ©

©
Na aresta (c, b), temos:
f(c,b)=1, c(c,b)=2.

Logo, ha capacidade para aumentar e também para reduzir fluxo.
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Passo 3: duas arestas residuais

A aresta original (c, b) gera:
- uma aresta-residual direta (¢, b) com capacidade 2 — 1 = 1;

- uma (b, c) com capacidade 1.

A aresta direta representa aumento de fluxo; a contraria representa
reducdo. '
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Aplicar a regra a todas as arestas

Atestaem D | f/c | Residual direta Residual contraria

(s, a) 0/3 (s, a) com 3 -

(s, b) 2/2 — (b, s) com 2
(s, c) 2/4 (s, c) com 2 (c,s) com 2
(a, b) 0/3 (a, b) com 3 R
(b, c) 1/1 — (c,b) com 1
(c, b) 1/2 (¢, b) com 1 (b, c) com 1
(b, d) 3/4 (b, d) com 1 .(d, b) com 3
(d, a) 1/3 (d, a) com 2 (a,d) com 1
(c, t) 2/3 (c,t) com 1 (t, c) com 2
(d, t) 2/5 (d, t) com 3 " (t,d) com 2

Cada linha da tabela vem diretamente das duas regras:

Cf(Xay):C(X7Y)_f(X7y)v Cf(y,x)=f(x,y).

Observacdo: se duas regras geram arestas residuais com o mesmo
sentido, suas capacidades devem ser somadas na rede residual final.
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Rede residual completa

Aplicando as duas regras a todas as arestas, para o dado fluxo atual f,

obtemos Ds.
(- )
2
(- ) () (<)
(o)
2

Verde: arestas residuais de aumento de fluxo.
: ‘arestas residuais de reducdo de fluxo.
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Interpretacdo da rede residual

A rede residual € um mapa das possiveis variacdes de fluxo.
- Uma aresta residual no mesmo sentido de uma aresta original indica
que podemos aumentar fluxo nessa aresta.
- Uma aresta residual no sentido contréario indica que podemos reduzir
fluxo na aresta original.
Essa possibilidade de reduzir fluxo é essencial.*

Ela permite desfazer escolhas feitas anteriormente e redirecionar o fluxo
por caminhos melhores.
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Caminho aumentante e gargalo

Um caminho aumentante na rede residual € um caminho de s a t na rede
residual Dr.

Se existe um caminho aumentante, entdo ainda ha uma forma de
aumentar o valor do fluxo. i

O aumento possivel ao longo desse caminho é ||m|tado pela menor

capacidade residual entre suas arestas.

O gargalo de um caminho aumentante P em Dy é:

P)= mi ;
g(P) i cr(e)
Ou seja, g(P) € a menor capacidade residual ao longo do caminho.

Podemos atimentar o fluxo total exatamente em g(P) unidades usando
esse caminho.
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Exemplo de caminho aumentante

Na rede residual abaixo, considere o caminho:

P —"s. a.b.dt
()
.
(- ) () ‘
(4 )
5

As capacidades residuais ao longo do caminho P s3o:

335, 5

Logo, o gargalo do caminho P é:

gtPy=T.
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Lema do caminho aumentante

Lema. Dados uma rede D e um fluxo f, se hd& um caminho aumentante
em Dr com gargalo g, entdo existe um novo fluxo fye.0 tal que:

frovo(D) = (D) + g.

Atualizacio:

- se a aresta residual corresponde a aumentar fluxo em uma aresta
original, somamos g;

- se a aresta residual corresponde a reduzir fluxo em uma aresta
original, subtraimos g.
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Atualizando o fluxo

Se o caminho aumentante na rede residual é:
A / !
Pe—teies, ey

com gargalo g, entdo atualizamos o fluxo consnderando todas as arestas
residuais do caminho.

Para cada aresta residual ejf de P:

- se e/ = (x,y) veio da aresta original (x, y), entdo:
fx,y) < fx,y)+ &
- se &/ = (y,x) veio da aresta original (x, y), entdo:

i, v) % fixy)—8

As arestas que n3o correspondem a nenhuma aresta de P mantém o
mesmo valor de fluxo.
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Exemplo de aumento

Fluxo inicial com valor 4:

2/3

() - O = (o) = ()
2/5|
ot .

Considere o caminho aumentante na residual:

P:S’a’b’d7t’ g:]"

Depois da atualizacdo, o novo fluxo tera valor:

441=5.
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Exemplo de aumento: novo fluxo
Apés aumentar g = 1 unidade pelo caminho residual

P —is a, bid,t

obtemos o seguinte fluxo:

23
® o
‘ ()

2/3

Ae

1/3
1/3

frovo(D) = f(D) +g=4+1=5.

3/5

-Q



2®

Caracterizagdo por caminhos aumentantes

Teorema. Dados uma rede D e um fluxo f:

f € maximo <= ndo existe caminho aumentante em Ds.

Esse é o analogo, para fluxos, do Teorema de Berge para
emparelhamentos.

Enquanto existir caminho aumentante, ainda podemos aumentar o valor
do fluxo.

Quando n3o existe caminho aumentante, o fluxo € maximo.
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Fluxo maximo - corte minimo

Teorema (Fluxo Maximo - Corte Minimo).

Em toda rede, o valor de um fluxo maximo é igual éfifé»pacidade de um
corte minimo: .
max f(D) = min ¢(S,S’).
2xf(D) = min €(5.5)

Ou seja:

Ny
o maior valor que conseguimos enviar de s para t & exatamente a menor
capacidade que separa s de t.
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Prova: fluxo maximo - corte minimo

Ja sabemos que, para qualquer fluxo f e qualquer corte [S, S']:

f(D) < (S, S)).

Logo:
f(D) < min ¢(S,S)).
max ( )_(gjlsr))C( » 9

Falta mostrar que existe um fluxo e um corte com igualdade.

Para isso, tomamos um fluxo maximo f e olhamos a rede residual Ds.
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Prova: construindo o corte

Se f & maximo, entdo ndo ha caminho aumentante em Ds.
Seja S o conjunto dos vértices alcancaveis a partir de s em Dr.

Como n3o ha caminho aumentante, temos:
te S

Logo, (S,V \ S) é um corte.

Vamos mostrar que:

f(D) = c(S,V\ S).
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Prova: saturacdo no corte

SeueSev¢s, entdo ndo pode existir aresta residual (u, v).

Portanto, toda aresta original (u, v) € (S,S’)" deve estar saturada:
f(u,v) = c(u,v).

Além disso, se v ¢ S e u € S, entdo uma aresta original (v, u) € (S,5')~

ndo pode ter fluxo positivo. .

Caso contrario, existiria a aresta residual (u, v).

Logo, para toda aresta em (S,S’):

f(v,u) =0.
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Prova: concluindo

Como toda aresta de (S,S’)" esta saturada e toda aresta de (S,S5’)~
tem fluxo zero:

f(D) = (55)
oo
- z
€(S,S

Assim, f & maximo e [S, S’] & minimo.
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Como obter um corte minimo pelo residual

Depois de obter um fluxo maximo f, i.e., ndo existe mais caminho de s para t em Ds:

- construa a rede residual Dr;
- faca uma busca a partir de s em Dy;
- seja S o conjunto dos vértices alcancados;

- entdo (S,V \ S) é um corte minimo. —"_"“'»

Grafo original com o fluxo maximo f Rede residual Dy

3/3
i
i 21
ﬁ” o 0.0
23 (/)
2/3 / 4/5]

No residual do fluxo maximo, os vértices alcangaveis a partir de s sdo:

S={s,abc}, S (TN :
As arestas do corte que saem de S para S’ sdo: (S,S’)" = {bd, ct}.
Logo: ¢(S,S’) = c(bd) + c(ct) =4+3=7.
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3
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9
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Complexidade de Ford-Fulkerson

Se todas as capacidades sdo inteiras, cada aumento incrementa o valor
do fluxo em pelo menos 1.

Se F & o valor do fluxo maximo, entdo ha no maximo F aumentos.
Encontrar um caminho aumentante e atualiza-lo custa O(m).

Portanto, a complexidade é:
O(mF).

Essa cota depende do valor numérico F, e ndo apenas de n e m.

Essa complexidade é pseudo-polinomial, pois depende do valor numérico
de F, e ndo apenas do tamanho da entrada em bits.
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Um caso simples, mas ruim

Considere a rede:

Ha duas rotas largas:
S.a,F ietisib T

ambas com capacidade L.

Mas existe também a aresta estreita:
ab

com capacidade 1.
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Escolhas ruins de caminhos

Se Ford-Fulkerson escolher alternadamente caminhos que usam a aresta
ab, por exemplo:
s,a,b,t

e depois um caminho que desfaz parte dessa escolha, cada aumento pode
ter gargalo 1.

Nesse caso, o algoritmo pode precisar de:
2L

iteracdes.

Mesmo que o fluxo maximo tenha valor 2L e possa ser obtido em apenas
duas boas escolhas.
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Ford—Fulkerson: primeira escolha ruim

Considere o fluxo inicial fy de valor zero.

Fluxo atual fo

Rede residual Dr,

m O m -0 4

[ -) o o

Suponha que o algoritmo escolha:
Py =s5s,a b t.

O gargalo é:
g=min{l,1, L} =1.

Atualizamos:

f(sa) «+ 1, f(ab) + 1,

f(bt) + 1.
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Depois da primeira atualizacdo

Ap6s aumentar 1 unidade por s, a, b, t, temos:

Novo fluxo fi Rede residual Dr,
1/L e 0/ L e
(1/L] 0/L] ;
() o 0. ()
e e
Aparece a aresta residual contréria: b s

b— a,

pois ha fluxo positivo em a — b.
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Ford—Fulkerson: segunda escolha ruim

Na residual Dy, o algoritmo pode escolher:

P>'=s:bia

(-)

O gargalo novamente é:
g —1.
Agora:

f(sb) 10 = 1, F(ab) 11 >0,

f(at): 0 — 1.
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Depois da segunda atualizacdo

Ap6s aumentar pelo caminho residual s, b, a, t, obtemos:

m 9

® )
1/L
(5 ) ;-

1/L

O valor do fluxo agora é:

Em duas iteragdes, aumentamos o fluxo em 2, mas sempre com gargalo 1.

Esse padrido pode se repetir.até atingir o valor maximo 2L.
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Como evitar escolhas ruins?

A ideia é escolher caminhos aumentantes mais curtos. |

Em vez de escolher qualquer caminho aumentante, escolhemos um
caminho com menor niimero de arestas na rede residual.

Isso pode ser feito com busca em largura.

Essa versdo é chamada de Edmonds-Karp.
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Edmonds-Karp

funcao EdmondsKarp(D, s, t):
f <- fluxo zero _
enquanto existe caminho P‘de s atemD_f encontrédo por BFS faca
g <- gargalo de P
aumente o fluxo ao longo de P em g

atualize a rede residual D_f L

retornar f

A diferenca para Ford-Fulkerson é a escolha do caminho aumentante:
sempre usamos BFS.

4
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Complexidade de Edmonds-Karp

Em Edmonds-Karp, cada caminho aumentante € um caminho minimo em
namero de arestas na rede residual.

Cada BFS custa:

O(m).
O namero total de aumentos é:
O(nm).
Logo, a complexidade total é:
O(nm?).

Essa cota &€ polinomial e ndo depende do valor numérico das capacidades.



def bfs(re
pai

1
2
3
a4
5
6
b
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Python: recuperando os fluxos

def fluxos_a_partir_residual (G, res):
fluxo = {}

for' usiniGs
for v, cap in G[ul.items():
# Se res[v][u] aumentou, isto representa fluxo em uv.
fluxo[(u, v)] = res[v].get(u, 0)

return fluxo

Observacio: esta funcdo assume que comecamos com fluxo zero e que a
rede residual foi atualizada pelo algoritmo anterior.



ret‘urn‘rs‘, il
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Aplicacdo: emparelhamento bipartido

Uma aplicacdo classica de fluxo maximo é encontrar um emparelhamento
maximo em grafos bipartidos: :
Seja G = (XUY, E) um grafo bipartido.
- Cada aresta liga um vértice de X a um vértice de Y.
- Queremos escolher o maior nimero possivel de arestas sem repetir
vértices. %
- Isto é exatamente o problema de encontrar um emparelhamento
maximo.

A ideia é transformar G em uma rede de fluxo.
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Grafo bipartido de entrada

X
()
()

Q@ 0 0 6

Queremos encontrar um emparelhamento maximo neste grafo.
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Transformando em rede de fluxo

Construimos uma rede D a partir de G = (XU Y, E).
- Adicionamos uma origem s e um destino t.
- Para cada x € X, adicionamos uma aresta sx com capacidade 1.
- Para cada aresta xy € E(G), adicionamos uma aresta dirigida xy
com capacidade 1. :
- Para cada y € Y, adicionamos uma aresta yt com capacndade 1.

Assim, todo caminho de s até t tem a forma: s, x, y, t.

X
°
0—"-0
e

Todas as capacidades sdo iguais a 1.

=25

=
4,;»v

Q0 0 06
==
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Por que isso funciona?

- Como cada aresta sx tem capacidade 1, cada vértice x € X pode ser
usado por no maximo uma unidade de fluxo.

- Como cada aresta yt tem capacidade 1, cada vértice y € Y pode ser
usado por no maximo uma unidade de fluxo.

- Cada unidade de fluxo que vai de s até t escolhe um caminho:
S, X,y,t.

- Esse caminho representa a escolha da aresta xy no emparelhamento.

- Portanto, um fluxo de valor k corresponde a um emparelhamento de
tamanho k.
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Exemplo: fluxo e emparelhamento

o
. O BB o =
0. "
o g B8 o=
1/1 e

Este fluxo tem valor 3 e corresponde ao emparelhamento:

M = {x1y2, Xoy3, X3ya}.
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Do fluxo para o emparelhamento

Depois de calcular um fluxo maximo f, obtemos o emparelhamento:
M={xy€E(G): f(x,y) =1}
Ou seja, olhamos apenas para as arestas entre X e Y que receberam uma

unidade de fluxo.

Como as capacidades das arestas que saem de s e entram em t s3o iguais
a 1, nenhum vértice de X ou de Y pode aparecer em duas arestas
escolhidas.

Logo, M é de fato um emparelhamento.
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Do emparelhamento para o fluxo
Reciprocamente, dado um emparelhamento M em G, construimos um
fluxo em D da seguinte forma:

Para cada aresta xy € M, enviamos uma unidade pelo caminho:
S, X,y,t.

Isto define:

f(s,) =T Fxy) =T, 8B 1= 1.
Para as demais arestas, o fluxo é zero.
Assim, um emparelhamento de tamanho k gera um fluxo de valor k.

Portanto:
tamanho do emparelhamento maximo em G =
valor do fluxo maximo em D.



1
2
3
a4
5
6
7
8
9

N B HKHRBKEEHERBRRER
O © ®WNO O A WNHKO




1
2
3
4
5
6
T
8
9
(1]

1

NNHHEHHRRHEKHRR
HOOVLONOUBAWNH




2®

Python: recuperando o emparelhamento

def recupera_emparelhamento(fluxo, X, Y):
M = set()

for' xidnigxs
for yiiin Y
if fluxo.get((x, y), @) == 1:
M.add ((x, y))

return M

Depois de rodar fluxo maximo na rede construida, basta selecionar as
arestas xy com fluxo igual a 1.



