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goritmo de Bellman-Ford

Problema:

- Dado um digrafo G com pesos nas arestas, determlnar caminhos
minimos a partir de um vértice r. s

- Agora, permitimos pesos negativos.

Pergunta:
Como adaptar Dijkstra para esse caso?
“"“’}

Resposta:

Algoritmo de Bellman-Ford
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“tdeia do algoritmo

- Diferente de Dijkstra, ndo usamos abordagem gulosa.
- A ideia é simples: ;
P relaxar todas as arestas repetidamente;
- A cada iteracdo, as estimativas melhoram.
- Apés um nimero suficiente de iteracées:

obtemos as distancias corretas
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“Por que |V/| — 1 iteracdes?

- Suponha, por enquanto, que ndo ha ciclo negativo alcancavel a
partir de r.

- Nesse caso, para cada vértice v, se existe caminho minimo de r até
v, entdo existe um caminho minimo simples, i.e. um caminho
simples que n3o repete vértices. :

- Portanto, em um grafo com |V/| vértices, eIe tem no maximo |V| —1
arestas.

- Apés a i-ésima passada por todas as arestas, o algoritmo ja
considera todos os caminhos de r até cada vértice usando no
maximo |/ arestas.

» Ou seja, ap6s a la passada por todas as arestas ja sabemos todos os
caminhos 6timos a partir de r que usam no maximo 1 aresta; apés a
2a passada, sabemos todos os caminhos 6timos de r com no maximo
2 arestas; e assim sucessivamente.

- Assimyap6s |V| — 1 passadas, todos os caminhos minimos simples ja
foram considerados.
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“ntuicio das passadas

- Pense em um caminho minimo de r até v:

F =My e Vi oVo =20 > Vg
- Depois da primeira passada, conseguimos descobrir corretamente
caminhos que usam uma aresta, como r —. vy.

- Depois da segunda passada, conseguimos descobrir caminhos que
usam duas arestas, como r — v; — Vs.

- Depois da terceira passada, caminhos com trés arestas, e assim por
diante.

- Como um caminho minimo simples tem no maximo |V/| — 1 arestas,
|V| — 1 passadas sdo suficientes.
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“Execucao

Passada 1
a=b: 0+1=1 -+ L[bl=1 Passada 3
a-c: 0+3=3 =+ L[c]=3 a-b: 0+1=1 (ndo melhora)
b-c; 1+i=e & LEcl=2 a-Cy 9+3=3 (ndo melhora)
b-d: 1+3=4 -+ L[d]=4 b-c: -5+1=-4 =+ L[c]l=—4
cb: 2-4=-2 = LEh]=-2 badii-5+3=-2 o Lid]=-2
c+a: 2+1=3 (ndo melhora) cb: -4-4=-8 + L[b]=-8
c+d: 2+1=3 -+ L[d]=3 cHa: —4+1=- o= L{al=-
d=a: 3+3=6 (ndo melhora) c+d: -4+1=-3 = L[d]=-3

d=a: -3+3=0 (ndo melhora)
L = {a:0, b:=2; #ca2 ud=s g
b= a9 b:-8, 'ci-4, d:-3}

Passada 2

a=b: 0+1=1 (ndo melhora)

a-c: 0+3=3 (ndo melhora) B

b-c: -2+1=- =+ L[cl=-1 Verificagdo de ciclo negativo

b-d: -2+3=1 -+ L[d]=1

c+b: -1-4=-5 -+ L[b]=-5 b-+c: -8+1=-7 < -4 = ciclo negativo detectado
c+a: -1+1=0 (ndo melhora)

c+d: -1+1=0 -+ L[d]=0 Ciclo:' b +ic 2+ b (peso = =3)

d=a: 0+3=3 : (ndo melhora)

L = {a:0, b:=5, ‘c: =15 daas
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“Corretude do Algoritmo de Bellman-Ford

Invariante: Apés a i-ésima passada por todas as arestas, L(v) é no
méaximo o custo do menor caminho de r até v com até / arestas.
Prova por inducao em i:
Base: i = 0.

-L(r)=0;

- L(v)=cc para v #r;

- isso esta correto para caminhos com zero arestas.

Hipotese: Ap6s i — 1 passadas, os melhores camlnhos comatéi—1
arestas ja foram considerados. ~

Passo: Considere um caminho 6timo com até j arestas terminando em v.
Se ele usa i arestas, sua Gltima aresta é alguma aresta (u, v).

Antes dessa Gltima aresta, ha um caminho de r até v com até / — 1
arestas.

Pela hipétese de inducdo, esse caminho até u ja foi considerado. Ao
relaxar (u, v), o algoritmo também considera o caminho até v.
Conclusdo: Ap6s |V| — 1 passadas, todos os caminhos minimos simples
foram considerados.
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“Deteccdo de ciclos negativos

- Apé6s | V| — 1 passadas, todos os caminhos simples ja foram
considerados.

- Fazemos ent3o uma passada adicional por todas as arestas.

- Se alguma aresta ainda puder ser relaxada, encontramos um
caminho melhor com pelo menos | V| arestas.

- Um caminho com pelo menos |V/| arestas repete algum vértice.
- Logo, ele contém um ciclo.

- Se esse ciclo permite diminuir o custo do caminho, entdo ha um
ciclo negativo alcancavel a partir de r.






