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Abstract

This article proposes a framework for de�ning programming languages paradigms. The main idea

is the existence of various levels of abstraction over the notion of programs with inputs. Categorical

language and the concept of sheaf are used in order to obtain an approach for a mathematical de�-

nition of programming languages paradigms based a geometric de�nition of computable functions.
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Resumo

Este trabalho apresenta uma abordagem para de�nir paradigmas de linguagens de programa�c~ao.

A id�eia central �e a existência de v�arios n��veis de abstra�c~ao sobre a no�c~ao de programas com

entradas. Utiliza-se linguagem categ�orica e o conceito de sheaf visando a obten�c~ao de uma carac-

teriza�c~ao matem�atica de paradigmas de programa�c~ao baseada na de�ni�c~ao geom�etrica de fun�c~oes

comput�aveis.
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1 Introdu�c~ao

Atualmente pode-se constatar que m�etodos formais vêm sendo usados com bastante freq�uência na

�area de Linguagens de Programa�c~ao. Este fato �e curioso, visto que as linguagens de programa�c~ao j�a

s~ao, por si pr�oprias, objetos formais: se n~ao o fossem, como poderiam ser executadas pela m�aquina?

Por outro lado, �e justamente o fato de serem constru��das para `rodar em uma m�aquina' que torna

necess�ario o uso de m�etodos formais em certos estudos da �area. A implementa�c~ao acaba por

impor �as linguagens de programa�c~ao certas caracter��sticas que se sobrepoem a conceitos inerentes

�a linguagem, e, num caso extremo, terminam por camu
ar o seu prop�osito original. Da��, utiliza-se

uma metalinguagem - um m�etodo formal - que permita resgatar daquela linguagem o aspecto que

se quer estudar. Da mesma maneira que as linguagens de programa�c~ao, os m�etodos formais têm

que ser exatos, mas estes �ultimos podem conservar, por exemplo, uma sintaxe apropriada ao tipo

de investiga�c~ao pretendida.

Tradicionalmente, a escolha do m�etodo formal �e feita de acordo com o aspecto que se quer

estudar da linguagem. Este fato �e importante porque um m�etodo particular pode n~ao ser adequado

a todos os prop�ositos. Vamos ilustrar com um exemplo em linguagens imperativas, e em linguagens

funcionais.

Semântica Denotacional �e um m�etodo baseado no conceito matem�atico de fun�c~oes. Pode ser

usado para dar a semântica de linguagens, entre as quais, linguagens funcionais e imperativas. No

entanto, para certos aspectos das linguagens imperativas ser�a necess�ario fazer alguns ajustes no

m�etodo. Para dar a semântica do comando GOTO, �e preciso acrescentar a no�c~ao de continuation;

para dar a semântica de comandos paralelos, �e preciso acrescentar ressumption.

Semântica Operacional costuma se baseadar na no�c~ao de estado, e transi�c~oes de estados. Fun-

ciona de maneira bastante adequada no tratamento de linguagens imperativas, onde mem�oria e

atribui�c~ao exercem pap�eis de maior relevância. No entanto, �e preciso investir algum esfor�co quando

se pretende descrever, por transi�c~oes de estados, a semântica de linguagens funcionais, na qual n~ao

s~ao usados os conceitos de mem�oria e atribui�c~ao.

Como se vê, se, por um lado, podemos utilizar m�etodos formais para abstrair das linguagens

de programa�c~ao as caracter��sticas introduzidas pelo modelo de implementa�c~ao, por outro lado,

os pr�oprios m�etodos formais introduzem, nas descri�c~oes das linguagens, aspectos inerentes aos

conceitos que os fundamentam.

Com base nestas quest~oes, nosso estudo neste artigo segue na dire�c~ao de apresentar um mecan-

ismo que seja capaz de descrever diversos paradigmas de linguagens de programa�c~ao, sem recair

no `paradigma' do m�etodo formal. Abstraindo caracter��sticas particulares, tal mecanismo seria

mais adequado para compreender, classi�car, e at�e mesmo propor modelos de implementa�c~ao para

linguagens.

Vamos, ent~ao, procurar o que h�a de semelhante nas entidades que fazem parte do `mundo da

programa�c~ao' - programas, programas instanciados, linguagens, paradigmas, fun�c~oes comput�aveis,

etc - e caracterizar esta semelhan�ca atrav�es de uma linguagem geom�etrica. Por exemplo, imagine

que cada uma destas entidades pode ser representada por um objeto geom�etrico. Nosso trabalho,

aqui, ser�a o de comparar estes objetos, procurando em suas formas algo que permita agrup�a-los.

O pr�oprio conceito de objeto ser�a de�nido sobre uma no�c~ao geom�etrica (o conceito de sheaves),

j�a que esta no�c~ao �e bem de�nida em Teoria das Categorias. Descreveremos objetos em linguagem

categ�orica.

Como pano de fundo para este trabalho, temos a referência [1], na qual a no�c~ao de objeto �e

de�nida atrav�es de sheaves. A no�c~ao apresentada aqui �e inspirada no referido trabalho.

2 A abordagem geom�etrica

A op�c~ao por uma abordagem geom�etrica, como foi dito anteriormente, baseia-se na necessidade

de ado�c~ao de uma linguagem que n~ao incorpore caracter��sticas de um ou de outro paradigma

particular. Mas esta op�c~ao traz consigo a di�culdade de ter que extrair uma forma de algo que

parece ser completamente abstrato: o paradigma.

J�a que o paradigma, em si, �e algo demasiadamente impreciso, vamos, ent~ao, partir do que con-

hecemos de concreto nos paradigmas: as execu�c~oes, ou traces de programas.

�

E f�acil descrever

geometricamente o trace de um programa: basta ver a curva descrita pela varia�c~ao de seus compo-

nentes, ou atributos. Sendo assim, podemos considerar um dom��nio espa�co-temporal (espa�co para



retratar os atributos, tempo para retratar cada passo da execu�c~ao) e um dom��nio de valores. A

dinâmica poder�a ser descrita por um mapeamento que designar�a, a cada localidade no espa�co e

evolu�c~ao no tempo, os valores dos atributos para aquela localidade.

A partir da�� nossa estrat�egia ser�a a de aumentar, aos poucos, o n��vel de abstra�c~ao. Dados, ent~ao,

todos os poss��veis traces de todas as poss��veis implementa�c~oes, vamos agrup�a-los por semelhan�cas

geom�etricas de forma a ter conjuntos de traces que representam a masma implementa�c~ao. O

passo seguinte �e, ent~ao, procurar semelhan�cas nas descri�c~oes geom�etricas dessas implementa�c~oes

de forma a identi�car os casos que computam a mesma fun�c~ao, e �nalmente, caracterizar fun�c~oes

comput�aveis.

O presente trabalho trata da caracteriza�c~ao geom�etrica de fun�c~oes comput�aveis, e descreve as

bases de nossa perspectiva futura: a caracteriza�c~ao de paradigma. Esta, tem como diretivas as

id�eias a seguir.

Tendo baseado a descri�c~ao geom�etrica de fun�c~oes comput�aveis em mapeamentos do dom��nio

espa�co-temporal em valores, vamos encontrar os paradigmas nas formas de lidar com este dom��nio.

Por exemplo, j�a que o paradigma funcional tem como caracter��stica o 
uxo de valores durante a

computa�c~ao, encontraremos as implementa�c~oes funcionais de uma fun�c~ao comput�avel restringindo

o dom��nio espa�co-tempo a uma localidade de tamanho unit�ario nos espa�cos. Esta proje�c~ao no

espa�co ser�a capaz de descrever a fun�c~ao atrav�es das varia�c~oes no tempo. J�a nas implementa�c~oes

imperativas da mesma fun�c~ao comput�avel, ser�a preciso avaliar uma localidade de tamanho maior,

visto que a varia�c~ao de cada posi�c~ao de mem�oria exerce um papel fundamental neste paradigma.

Nestes casos, a proje�c~ao nos espa�cos �e insu�ciente para dar a compreens~ao de toda a fun�c~ao.

A ideia central de nossa abordagem consiste em encarar programas com entrada como se fossem

objetos do `mundo real'. Passamos, ent~ao a discutir a no�c~ao de objeto.

3 O que caracteriza um objeto?

Nesta se�c~ao apresentamos uma s�erie de no�c~oes puramente intuitivas a respeito do processo de

concep�c~ao de um objeto por um indiv��duo. N~ao �e nosso prop�osito fazer, aqui, um estudo t�ecnico

do ponto de vista �los�o�co a este respeito. Ao contr�ario, pretendemos trabalhar com as id�eias mais

simples, que nos vêm a mente ao pensarmos neste assunto.

Quando um objeto qualquer �e exposto a um indiv��duo, este, imediatamente, constr�oi um conjunto

de percep�c~oes. Por exemplo, percep�c~oes a respeito da cor, do calor, da forma, do cheiro. O conjunto

destas percep�c~oes associado aos relacionamentos destas com outras percep�c~oes mais antigas, �e que

v~ao construindo o conceito do objeto para aquele indiv��duo. Na verdade, tamb�em devemos incluir

neste conjunto aquelas percep�c~oes que s~ao transmitidas por terceiros, que, por vezes, in
uem na

forma�c~ao da no�c~ao do objeto para o indiv��duo. Quando o indiv��duo possui algum conhecimento

a respeito de um objeto, e, em seguida, recebe novas percep�c~oes, estas podem ser simplesmente

adicionadas �as antigas, ou, no caso de alguma incoerência, podem provocar a revis~ao de percep�c~oes

j�a aceitas.

H�a que se considerar ainda as in
uências provenientes do contexto em que o indiv��duo se insere.

O que aconteceria, por exemplo, se exib��ssemos o mesmo objeto ao mesmo indiv��duo em momento

e local diferentes? Provavelmente o conjunto de percep�c~oes n~ao seria o mesmo, mas algo neste

conjunto haveria de se manter, j�a que se trata do mesmo objeto. Considere agora o mesmo objeto,

no mesmo contexto, sendo exposto a dois indiv��duos diferentes. Ainda assim, algo haveria de se

manter nas percep�c~oes individuais. Parece, ent~ao que, quando se trata do mesmo objeto, deve

existir uma certa coerência entre os conjuntos de observa�c~oes. Se n~ao h�a coerência, n~ao se entende

o que �e o objeto.

Para de�nir o que �e um objeto, vamos tomar conjuntos de observa�c~oes, ou percep�c~oes que

concordam em certos aspectos:

Um objeto �e um conjunto de observa�c~oes coerentes.

Cabe agora responder: O que �e exatamente uma observa�c~ao? O que signi�ca ser coerente ?



4 Observa�c~oes s~ao fun�c~oes

Uma observa�c~ao �e uma fun�c~ao f : U ! A, onde A �e um conjunto de atributos, e U �e um aberto de

I

0;0

. Este �ultimo �e apenas um dom��nio espa�co-temporal. Sem maiores considera�c~oes, vamos dizer

que I

0;0

�e um espa�co topol�ogico. Mais tarde, voltaremos a esta quest~ao. Considerando tempo e

espa�co como entidades discretas, teremos:

I

0;0

(!; !) = fT � S : T; S 2 I

0

(!)g,

com I

0

(!) = f;; f0g; f0;1g;f0;1;2g; :::g[ f!g.

Vamos desconsiderar o fato de que novas percep�c~oes poderiam causar o descarte de percep�c~oes

mais antigas. Imagine apenas que uma nova percep�c~ao pode ser ou n~ao adicionada ou n~ao ao

conjunto. Sendo assim, o conjunto de observa�c~oes que caracteriza o objeto aumenta, ou permanece

o mesmo a medida em que o tempo passa. A mesma id�eia pode ser aplicada ao espa�co. Ao

expandirmos a �area de observa�c~ao, o conhecimento a respeito do objeto pode crescer, ou se manter.

Pela monotonicidade do conjunto de observa�c~oes, temos a segunte condi�c~ao de restri�c~ao:

f = f

0

U ,

Para U � V , abertos em I

0;0

, e f

0

: V ! A,

f tem os mesmos valores que f

0

, mas s�o �e de�nido em U .

Seja O(U ) o conjunto de observa�c~oes do objeto O a partir de um dom��nio U . Ent~ao, O(U ) �e um

conjunto de fun�c~oes f : U ! A. Passamos, ent~ao a de�nir o que s~ao observa�c~oes coerentes:

Dados V, W abertos em I

0;0

com V \W 6= ;,

se para todo f

V

2 O(V ) e para todo f

W

2 O(W ) temos f

V

= f

W

em O(V \W ),

ent~ao, podemos dizer que O(V ) e O(W ) s~ao conjuntos de observa�c~oes coerentes.

Informalmente, queremos que, do ponto de vista do mesmo dom��nio, tenhamos a mesma vis~ao

do objeto, como ilustra a �gura a seguir.

f

f = f ’

f ’

V

W

f : V -> A

f ’ : W -> A

( f U f ’ ) : ( V U W ) -> A

Observa�c~oes coerentes signi�cam que, na interse�c~ao dos dom��nios, temos o mesmo conhecimento

a respeito do objeto. Com rela�c~ao �a uni~ao, gostar��amos de descrever o conhecimento do objeto na

uni~ao dos dom��nios a partir do conhecimento em cada dom��nio componente, ou seja, a partir da

uni~ao das fun�c~oes em cada dom��nio componente.

�

E necess�ario, ent~ao, de�nir a seguinte condi�c~ao:

Dados V, W abertos em I

0;0

com V \W 6= ;,

se O(V ) e O(W ) s~ao observa�c~oes coerentes, com f 2 O(V ) e f

0

2 O(W ),

ent~ao, f [ f

0

2 O(V [W ).

Na de�ni�c~ao acima, a uni~ao das fun�c~oes �e o menor limite superior da uni~ao dos dois grafos,



considerando a ordem f � f

0

sse f

0

dom(f) = f .

Mas existe um problema com rela�c~ao a esta de�ni�c~ao: estamos considerando o espa�co topol�ogico

formado por retângulos com canto inferior esquerdo na origem. Mas a uni~ao de dois retângulos

deste tipo pode n~ao ser um retângulo, e portanto, n~ao pertence ao espa�co topol�ogico. Para obter

o fechamento sob uni~ao arbitr�aria, vamos rede�nir a uni~ao como:

S

= < max(I

n

);max(J

n

) >; com I

n

=< I

n

; J

n

> e n 2 !

I

n

Agora sim, temos que I

0;0

�e realmente um espa�co topol�ogico que chamaremos de T . A �gura a

seguir ilustra a condi�c~ao de uni~ao.

V WU

f f ’ U

f : V -> A

f ’ : W -> A

( f U f ’ ) : ( V U W ) -> A

V 

W

Em decorrência desta nova de�ni�c~ao de uni~ao, temos que < A; f

�1

> �e um feixe (sheaf) sobre

T , como mostra a �gura a seguir.

V

A 1 A
2

U
op

. . . . . .

.
.

. . .
.

.

.V

f

A �e qualquer categoria que tenha um funtor de esquecimento F , respons�avel por anular qualquer

estrutura existente, retratando a categoria em Set, e U , seu funtor adjunto. A existência de ambos

permite trabalharmos com Set no lugar de A.

et

F
F(b)

a

b

(a)



5 Objetos s~ao funtores contravariantes

Nas se�c~oes anteriores de�nimos O(U ) como o conjunto de fun�c~oes f que representam observa�c~oes

do objeto O a partir do dom��nio U . Pela condi�c~ao de restri�c~ao, temos que, dados U e V , abertos

em T , de tal forma que exista uma fun�c~ao de inclus~ao { : U ,! V , teremos, em Set um mor�smo

O({) : O(V ) ! O(U ). Se considerarmos um outro aberto W em T , com U ,! V ,! W , teremos

O(W ) ! O(V ) ! O(U ). Temos, ainda, que O(I

U

) = O(U ! U ) = O(U ) !O(U ) = I

O(U)

. Da��,

O �e um funtor contravariante: O : T

op

! Set.

U V

W

( U )

( W )

( V )

6 Focalizando uma implementa�c~ao instanciada

Tendo de�nido o que �e um objeto, podemos, agora, abordar uma implementa�c~ao instanciada sob

a �otica dos objetos. Chamamos de implementa�c~ao instanciada a uma implementa�c~ao cujas en-

tradas s~ao de�nidas. Por exemplo, a implementa�c~ao Soma(3,2) �e uma instância da implementa�c~ao

Soma(x,y), onde se substitui x por 3 e y por 2.

Considere o funtor contravariante O, dos abertos da topologia T , em Set. De um lado, temos

Set: conjuntos de atributos. Na verdade, n~ao sabemos ainda o que s~ao exatamente esses atributos,

mas vamos considerar que eles representam todos as informa�c~oes necess�arias para descrever o

funcionamento de uma implementa�c~ao instanciada. Do outro lado, temos T

op

, o espa�co topol�ogico

que representa espa�co-tempo. O funtor O associa aos abertos de T

op

toda a informa�c~ao que se

consegue enxergar daquela localidade.

�

A medida em que aumentamos os abertos com rela�c~ao ao

tempo, podemos ver a varia�c~ao de cada atributo no tempo. Essa varia�c~ao obedece �a fun�c~ao de

restri�c~ao: se voltarmos a um tempo passado, retornaremos ao conhecimento daquele momento.

O mesmo acontece com rela�c~ao �a varia�c~oes no espa�co.

�

A medida em que aumentamos o espa�co

das observa�c~oes, podemos enxergar mais detalhes da implementa�c~ao: o conjunto de atributos

vis��veis aumenta. Mas, se retornarmos a um espa�co menor, restringimos a visibilidade ao que

t��nhamos antes. Para cada implementa�c~ao, existe um tamanho ideal para espa�cos, a partir do qual

pode-se ver todos os atributos relevantes para descrever uma implementa�c~ao instanciada. Se for

considerado um espa�co maior do que este, os atributos introduzidos permanecer~ao com um valor

inde�nido em todos os tempos. Tamb�em com rela�c~ao aos tempos, se considerarmos programas que

p�aram, existe um aberto ideal, do qual pode-se ver a varia�c~ao dos atributos durante toda execu�c~ao

da implementa�c~ao instanciada. Qualquer aberto maior do que este, ser�a mapeado no conjunto

vazio, o que caracteriza o �m da execu�c~ao.

Seja F

1

uma implementa�c~ao espec���ca. F

1

�e um sheaf sobre T . Temos, ent~ao, uma fun�c~ao

p : A! T , onde A �e a uni~ao de todos os conjuntos de atributos A

i

: A = fa : a 2 A

i

para qualquer

ig. A fun�c~ao p associa cada A

i

a um �unico aberto em T

op

.

F

1

= fp

�1

1

(U ); U 2 T g = A

A �gura a seguir mostra duas implementa�c~oes instanciadas F

1

e F

2

.



V

U
op

.
. . .

.

.

.

V

. . . . . ... . . . . .
.

1
A 2A

k
a

1
A

2A

k
a

1

p 1

p 2

2

W

Se�c~oes neste sheaf s~ao fun�c~oes localmente homeom�or�cas S : T ! A que associam cada aberto

em T a um elemento a

k

, valor de algum atributo em A

i

. Podemos visualizar uma se�c~ao como a

linha tracejada que a �gura acima mostra: ela liga um valor a

k

de cada A

i

. Existem v�arios tipos

de se�c~oes em um sheaf, mas nos interessam apenas aquelas que ligam um valor em A

i

ao valor

correspondente ao mesmo atributo em A

j

, onde F

1

(U ) = A

i

, F

1

(V ) = A

j

e U ,! V .

Seguindo a linha pontilhada de uma destas se�c~oes, pode-se acompanhar o comportamento do

atributo correspondente como se estiv�essemos seguindo passo a passo a execu�c~ao. Seja a

k

o valor de

um atributo k de F

1

cujo comportamento �e descrito por S

k

1

: o ��ndice superior representa o atributo,

e o inferior o funtor. Considere um outro funtor F

2

, representando a mesma implementa�c~ao que

F

1

, mas instanciado com valores diferentes. Haver�a tamb�em em F

2

uma se�c~ao S

k

2

representando o

comportamento de k. Podemos comparar, passo a passo, atrav�es da linha tracejada, os valores que

k assume em F

1

e os valores que k assume em F

2

. As duas linha tracejadas mant�em uma certa

semelhan�ca, como se uma fosse apenas uma deforma�c~ao da outra. Este fato �e esperado visto que

F

1

e F

2

s~ao a mesma implementa�c~ao, e o c�odigo n~ao se altera durante a execu�c~ao. Existe, ent~ao,

para cada atributo k em F

1

(U ), uma fun�c~ao que retorna o valor o atributo k correspondente em

F

2

(U ). Chamaremos de � o conjunto das fun�c~oes �

k

para todo k.

Cabe agora investigar qual �e o fator que determina a deforma�c~ao na se�c~ao. Este fator �e incor-

porado aos funtores F por alguma entidade que n~ao seja a implementa�c~ao, pois esta �e invariante.

Em T

op

tamb�em n~ao se encontra este fator, j�a que a topologia �e a mesma para os dois funtores.

O motivo da deforma�c~ao reside, ent~ao, numa categoria que chamaremos de C, cujos objetos s~ao as

entradas e os mor�smos s~ao fun�c~oes que transformam uma entrada em outra. C �e a categoria das

entradas. Seja h o mor�smo de C, que transforma a entrada de F

1

na entrada de F

2

. Usando h,

pode-se transformar S

1

em S

2

para cada U .



V

U
op

.
. . .

.

.

.

V

. . . . . ... . . . . .
.

1
A 2A

k
a

1
A

2A

k
a

1

p 1

p 2

2

W

1
2

h

Da��, � tem a forma

�(V ) : F

1

(V )! F

2

(V )

�(V )(S

1

(V )) = g(h)(1) = S

2

(V )

onde 1,2 s~ao as entradas, h �e a fun�c~ao que associa as entradas: h(1) = 2,

e g s�o depende da entrada, e de h.

Temos, ent~ao que

Para cada atributo k, � �e uma transforma�c~ao natural em T

op

:

O diagrama seguinte comuta para qualquer U e V .

( U )

( V )

( U )

( V )

( U )

( V )

1 2

1
2

Prova: As setas verticais s~ao dadas pela fun�c~ao de restri�c~ao. As setas horizontais s~ao constru��das

atributo a atributo, dado que, para cada atributo, ambas as se�c~oes variam sobre a mesma topologia,

ambas as entradas s~ao conhecidas, e o c�odigo �e �unico.

Exemplo: Considere a implementa�c~ao

ler(x,y)

z <- x

repetir y

z <- z+1

fim

e os funtores F

1

e F

2

representando as entradas (3,2) e (1,6). Abaixo, mostramos as traces dos

dois funtores para os atributos que representam as vari�aveis x,y e z.



(tempos) 0 1 2 3 4 5 6 7 8 :::

F

1

x : 3 3 3 3 3 3 3 3 3 :::

y : 2 2 2 2 2 2 2 2 2 :::

z : ? 3 4 5 5 5 5 5 5 :::

F

2

x : 1 1 1 1 1 1 1 1 1 :::

y : 6 6 6 6 6 6 6 6 6 :::

z : ? 1 2 3 4 5 6 7 7 :::

Vamos selecionar o atributo que representa o comportamento da vari�avel z. Teremos �

z

:

�

z

(T � S)(?) = ? se jT j = 0

�

z

(T � S)(3) = �

1

(h(3; 2)) se jT j = 1

�

z

(T � S)(4) = g

jT j�1

(�

1

(h(3; 2))) se jT j � �

2

(h(3; 2))

�

z

(T � S)(5) = F (�

1

(h(3; 2)); �

2

(h(3; 2))) sen~ao

Acima, temos que h(x; y) =< x� 2; y + 4 > retorna a entrada de F

2

com x, y sendo a entrada

de F

1

. A letra � �e a fun�c~ao de proje�c~ao. A fun�c~ao g �e determinada pela evolu�c~ao do atributo

z em F

1

, que �e conhecida por S

z

1

. Neste caso, g(w) = w + 1, conforme mostra a linha 4 do

programa. A nota�c~ao g

n

signi�ca n aplica�c~oes da fun�c~ao g, e, �nalmente, F representa a fun�c~ao

comput�avel efetuada por esta implementa�c~ao.

�

E importante destacar dois detalhes: primeiro,

estamos considerando um espa�co que faz o atributo z vis��vel. Segundo, haver�a no m��nimo um

atributo em A, para o espa�co ideal, onde encontraremos F , a fun�c~ao comput�avel efetuada.

7 Implementa�c~ao: uma de�ni�c~ao categ�orica

J�a de�nimos o que s~ao implementa�c~oes instanciadas. Sabemos tamb�em de que forma encontrar

�, a transforma�c~ao natural que associa uma implementa�c~ao instanciada, �a mesma implementa�c~ao,

instanciada para outros valores. De�niremos, ent~ao:

Uma implementa�c~ao �e a categoria cujos objetos s~ao os funtores F

e os mor�smos s~ao conjuntos de transforma�c~oes naturais �.

Prova: Pela de�ni�c~ao de categoria, tem-se:

(i) Objetos da categoria: F , funtores de T

op

em A.

(ii) Mor�smos da categoria: �, transforma�c~oes naturais entre os funtores.

(iii) Para cada par < �,�

0

>, com cod � = dom �

0

, tem-se �

0

��, tal que dom(�

0

��) = dom

� e cod( �

0

��) = cod �

0

, e ainda �

00

� (�

0

��) = (�

00

��

0

)�� j�a que cada quadrado do diagrama

abaixo comuta.

U

V

i

( U )

( V )

( U )

( V )

1 2

1
2

1 ( i ) 2 ( i )

( U )

( V )

( i )

3

3

3

( U )

( V )

( i )

4

4

4

(iv) Para cada objeto F , de�ne-se 1

F

: F ! F tal que, dados �: F

1

! F , e �

0

: F ! F

2

, temos

1

F

� � = � e �

0

� 1

F

= �

0

. 1

F

�e a transforma�c~ao identidade.



8 A fun�c~ao comput�avel

Tendo caracterizado o que �e uma implementa�c~ao, gostar��amos, agora, de elevar um pouco mais o

n��vel de abstra�c~ao, e associar implementa�c~oes diferentes que computam a mesma fun�c~ao. Podemos,

ent~ao, imaginar a categoria cujos objetos s~ao todas as categorias que representam implementa�c~oes,

e cujos mor�smos s~ao quaisquer relacionamentos entre estas implementa�c~oes. Nossa quest~ao, agora,

�e como separar deste emaranhado apenas aquelas categorias que computam a mesma fun�c~ao.

�

E fato que duas implementa�c~oes que computam a mesma fun�c~ao, mesmo sendo diferentes, têm

que retornar o mesmo resultado para a mesma entrada. Sejam= e =

0

as categorias que representam

essas duas implementa�c~oes, e C a categoria das entradas. Existem dois funtores, um de C em

=, e outro de C em =

0

, que recuperam, em cada categoria o funtor associado �aquela entrada.

Estes funtores est~ao ilustrados pelas linhas tracejadas da �gura a seguir, onde F

i

,F

j

,...,F

0

i

,F

0

j

,...

representam a implementa�c~ao instanciada para a entrada i, j, ...

i

j

k

l

i

j

k

l

.
.

.

i

l

k

j .
.

.

Diremos que duas implementa�c~oes instanciadas computam a mesma fun�c~ao (tamb�em instanci-

ada) se existe um mor�smo (vamos cham�a-lo de �) ligando F

i

e F

0

i

que fa�ca comutar

j

j

j

Vamos dizer que dois programas computam a mesma fun�c~ao se e somente se, para a mesma

entrada, produzem a mesma sa��da.

�

E claro que estamos, neste momento, nos referindo apenas a

programas que p�aram. Considere, ent~ao, um determinado atributo �, representando o arquivo de

sa��da, e uma se�c~ao S

�

, que descreve sua evolu�c~ao em T

op

. Existe um aberto Y em T

op

que �e

ideal, no sentido em que permite visualizar toda evolu�c~ao de todos os atributos at�e o momento da

parada, ou seja, at�e o momento em que todos os atributos s~ao mapeados no conjunto vazio. Vamos

dizer que duas implementa�c~oes F e F

0

, instanciadas para a mesma entrada, computam a mesma

fun�c~ao se e somente se S

�

(Y ) = S

0�

(Y ), onde � �e o atributo `arquivo de sa��da' e S e S

0

s~ao se�c~oes

de F eF

0

. Podemos, ent~ao, estabelecer que, para o caso de programas que p�aram, i.e., em que se

pode identi�car o aberto ideal Y , o mor�smo � : F ! F

0

�e determinado pela equivalência acima.

No caso de programas que n~ao p�aram, n~ao se pode dizer que dois programas computam a

mesma fun�c~ao se e somente se, para a mesma entrada, produzem a mesma sa��da. Mesmo em casos

patol�ogicos, como um programa que efetua a soma e p�ara, e outro que efetua a soma, e entra em



loop, n~ao se pode assumir que a sa��da do segundo �e o resultado da soma. A soma �e um resultado

parcial, j�a que n~ao houve termina�c~ao.

input(a,b) input(a,b)

c := a+b c := a+b

output(c) output(c)

loop

end loop

Por outro lado, assumir que programas em loop computam ?, e extrair da�� o mor�smo �, n~ao �e

uma estrat�egia interessante a ser adotada aqui, visto que identi�ca, numa �unica classe, programas

que podem ser radicalmente diferentes. Imagine, por exemplo, um sistema operacional, que roda

incessantemente enquanto a m�aquina est�a ligada, efetuando trabalhos �uteis, e um loop como o

descrito acima. Gostrar��amos de caracterizar que estes programas s~ao radicalmente diferentes um

do outro.

A dire�c~ao oposta a de uni�car todos os loops seria admitir que n~ao se pode determinar semel-

han�cas entre loops, e portanto, n~ao existe um mor�smo � conectando-os. Esta estrat�egia, por um

lado diferencia os loops, mas, por outro, deixa de captar caracter��sticas que podem ser interes-

santes, como, por exemplo, o fato de que os dois programas interativos abaixo recebem dois valores

para somar, efetuam a soma, e mostram o resultado.

loop loop

input(a,b) output("digite dois valores")

c := a+b input(c,d)

output(c) e := c+d

end loop output("a soma e'")

output(e)

end loop

Omeio termo para essas abordagens, seria, ent~ao, caracterizar a semelhan�ca com rela�c~ao a certas

caracter��sticas.

J�a que se tratam de loops, devemos observar que os atributos se comportamde maneira uniforme:

uma varia�c~ao no valor de um atributo �e conseq�uência da execu�c~ao de um mesmo comando do loop,

e produzir�a o mesmo efeito, a menos de mudan�cas em certos parâmetros. Assim, teremos que

a se�c~ao que descreve um atributo em um loop ter�a um desenho mon�otono (no sentido usual da

palavra). Da��, podemos identi�car semelhan�cas nos loops a partir destas formas.

Vamos, ent~ao, dizer que dois loops F e F

0

, têm um comportamento similar em rela�c~ao a uma

classe de se�c~oes C

S

se e somente se existe uma classe de se�c~oes C

0

S

em F

0

tal que C

0

S

� C

S

, onde

C

S

�e uma classe de se�c~oes de F

0

. O sinal � est�a indicando que, para toda se�c~ao em uma das

classes, pode-se encontrar uma se�c~ao na outra classe, que equivale a primeira, a menos de alguma

deforma�c~ao.

Finalmente, de�nimos �.

O mor�smo � : F ! F

0

existe sse

(i) Existem os abertos Y e Y

0

, ideais em T

op

, e as se�c~oes S e S

0

, tal que S

�

(Y ) = S

0�

(Y

0

), onde

� �e o atributo `arquivo de sa��da', ou

(ii) Existem se�c~oes S e S

0

, tal que S = S

0

a menos de uma deforma�c~ao.

9 Em dire�c~ao �a paradigmas

Nossa abordagem conta com a particularidade de ser constru��da em diversos n��veis de abstra�c~ao, e

de preservar a geometria na qual se baseia a nossa intui�c~ao de fun�c~oes e programas. Isto permite

avaliar as conseq�uências de um determinado fato em diversos n��veis de abstra�c~ao. Com iso, pre-

tendemos reduzir implementa�c~oes ao que h�a de mais b�asico em qualquer paradigma: as evolu�c~oes

no espa�co-tempo. Utilizando a vis~ao geom�etrica, que permite identi�car os resultados com mais



facilidade, pretendemos alcan�car um meio de distinguir e agrupar adequadamente cada trace, e

veri�car suas conseq�uências em n��veis mais abstratos.

O passo seguinte a este trabalho consiste, ent~ao, em realizar experimentos com programas de

diferentes paradigmas. Pretendemos de�nir um conjunto de atributos que inclua caracter��sticas

inerentes a cada paradigma, e avaliar, em termos da geometria das se�c~oes, as semelhan�cas e

diferen�cas com rela�c~ao �as diferentes abordagens.

10 Conclus~ao

A vis~ao geom�etrica de fun�c~oes comput�aveis �e o princ��pio de uma s�erie de investiga�c~oes a respeito

de implementa�c~oes. Estas investiga�c~oes têm, no entanto, um aspecto diferente: elas s~ao efetuadas

em um ambiente estrati�cado, ou seja, com diferentes n��veis de abstra�c~ao. Com isso, no n��vel de

implementa�c~oes podemos estudar traces e seus relacionamentos, enquanto que no n��vel de fun�c~oes

comput�aveis pode-se estudar implementa�c~oes e seus relacionamentos.

Esta abordagem vem de encontro �a di�culdade encontrada em caracterizar o conceito de paradig-

mas de linguagemde programa�c~ao. A raz~ao desta di�culdade est�a no fato de que os m�etodos formais

conhecidos j�a incorporam certos aspectos que fazem parte do paradigma, conforme ressaltamos na

introdu�c~ao deste trabalho. Isto ocorre porque a an�alise �e feita sob um �unico ponto de vista,

utilizando um ferramental muito pr�oximo das pr�oprias linguagens de programa�c~ao. Sendo as-

sim, propomos um ambiente que permite que o estudo se focalize ora no n��vel da linguagem de

programa�c~ao (implementa�c~oes), ora no n��vel das execu�c~oes (traces), ora no n��vel das fun�c~oes com-

put�aveis. Nosso ambiente provê meios para passar de um n��vel a outro, o que permite deduzir, em

todo os n��veis, as conseq�uências obtidas num determinado n��vel. De uma forma ou de outra, as

entidades do `mundo da programa�c~ao' podem ser representadas geometricamente, o que facilita a

visualiza�c~ao e obten�c~ao de resultados n~ao necessariamente intuitivos.
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