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Problemas Geomeétricos

o Dados geométricos
» Diregbes, pontos, linhas, planos, circulos, esferas, etc.

o Transformagodes
» Rotagbes, translagoes, escalas, etc.

o Qutras operagdes

» Intersecgdes, ortogonalizagéo de base, etc.
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Algebra Linear

Linguagem padréo para problemas geométricos

Limitacoes bem conhecidas
Agrega diferentes formalismos para obter solucées completas

Algebra vetorial

Algebra de matrizes
Numeros complexos
Quatérnios
Coordenadas de Pliicker

v

>
>
>
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Transitar entre formalismos requer convengoes ad-hoc




Algebra Geométrica

Arcabouco de alto nivel para opera¢des geométricas

Elementos geométricos como primitivas para computagao
Naturalmente integra e generaliza

» Quatérnios

» Numeros complexos

» Coordenadas de Pliicker
Estende a mesma solucao para

» Dimensobes mais altas

» Todos os tipos de elementos geométricos




Estrutura do Minicurso

o Terca-feira, 18 de setembro de 2018
» Fundamentos

o Quarta-feira, 19 de setembro de 2018
» Mais um pouco de fundamentos
» Modelo Euclidiano de geometria
» Modelo homogéneo de geometria

o Quinta-feira, 20 de setembro de 2018
» Modelo conforme de geometria




Fundamentos
de

Algebra Geométrica




Espaco Vetorial
Revisao de Pré-Requisito para o Minicurso

Um espaco vetorial sobre um corpo F' € um conjunto V' dotado das
operacoes de adicao de vetores e multiplicacao por escalar,
que definem mapeamentos V xV - Ve F xV —»V

Os elementos em F' sdo chamados escalares e
os elementos em V' sdo chamados vetores




Espaco Vetorial
Axiomas da Adicéo e Multiplicacdo Envolvendo Elementos de F e V

1. Associatividade da adigcao de vetores:
u+(v+w) =@w+v)+w
. Comutatividade da adigcdo de vetores:
ut+v=v+u
. Existéncia de elemento neutro aditivo:
existe um elemento 0 € V talque v+ 0 = vparatodov € V
. Existéncia de elemento oposto:
paracadav e V, existe —v € Vtalque v+ (—v) =0
. Associatividade da multiplicagcdo por escalar:
a(Bv) = (af)v
. Existéncia de elemento neutro multiplicativo:
lv=v,0ondel € F
. Distributividade de escalares sobre adi¢do de vetores:
au—+v)=au+av
. Distributividade da soma de escalares sobre vetores:
(a+B)v=av+ By




Subespacos Orientados como Primitivas

Blades e subespacos sao sinbnimos

Vetores sao subespacos unidimensionais, i.e., 1-blades

a= aie] + ases + agez € R3

—
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Subespacos Orientados como Primitivas

Podemos expandir subespacos bidimensionais, i.e., 2-blades, como o
produto externo de dois vetores linearmente independentes

(j<2> =aAb

2. Fundamentos de Algebra Geométrica
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Subespacos Orientados como Primitivas

Podemos expandir subespacos tridimensionais, i.e., 3-blades, como o
produto externo de trés vetores linearmente independentes

D<3> =aAbAc

D, ,=alNbAc=e Ne,Ne,

—
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Subespacos Orientados como Primitivas

Podemos expandir subespacos tridimensionais, i.e., 3-blades, como o
produto externo de trés vetores linearmente independentes

D<3> =aAbAc

D, ,=alNbAc=e Ne,Ne,

A ideia pode ser aplicada para subespacos k-dimensionais em
espacos n-dimensionais, onde k € {0,1,--- ,n}

—
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Subespacos Orientados como Primitivas

llustracao das propriedades atitude, peso e orientacao de blades

P

Atitude Referéncia Referéncia
/
/

/
a4 - .
N Orientagdo positiva

Vetores com Vetor com o dobro
mesma atitude do peso de referéncia Orientagdo negativa

—
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Uma Base para Subespacos Orientados k-Dimensionais

O espaco vetorial

Rn

consiste de elementos
1-dimensionais chamados
vetores,
representados na base

{81,62, T aen}

Nao é suficiente!




Uma Base para Subespacos Orientados k-Dimensionais

O espaco vetorial

Rn

consiste de elementos
1-dimensionais chamados
vetores,
representados na base

{81,62, T aen}

Nao é suficiente!

O espacgo multivetorial

AR

consiste de elementos
chamados
multivetores,
que podem representar
subespacos
k-dimensionais




Espaco Multivetorial

/A R™ é o espaco multivetorial construido a partir do
espaco vetorial R™

Os 2™ blades de base de A\ R™ sdo definidos pelas
k-combinagbes de vetores em {¢;}" ;

Por exemplo, a base de A\ R? é

@ly, @ @y GNGy, elhEG; @ne, ecihaNe }

Valores Espago Espago Espago
Reais Vetorial Bivetorial Trivetorial

R=A'R3 R3=AR3 N R3 N R?




Espaco Multivetorial
A combinacéo linear de elementos da base de /A R”
€ chamada de multivetor
Por exemplo, um multivetor para a base de /\ R? é
M = n114-n2e1+n3e2+nse3-+ns5e1 Aea+nger Nes+nrea/Ne3+nger AeaAes

onde 7; € R é o i-ésimo coeficiente de M

O 2-blade C(y) pode ser escrito, apos a avaliagao
do produto externo, como

C<2> = 1n5e1 N\ e + nge1 N\ e3 + nres N es




Produto Externo

O produto externo € um mapeamento

AT e T

Propriedades

antissimetria a N\b = —b A a
que implicac A c=10

distributividade a A (b+c) =aAb+aAc
associatividade a \ (b N\c) = (aANb) Ac

comutatividade de escalares a N (Bb) = 5(a A b)




Produto Externo

Ciy=aAnb
(arer + agea + ases) A (Brer + Paea + Pses)  (substituicao)
a1fie1 N e + a1Bse1 A ey + a1 fzer Aes (distributividade)
Tamones e o bl A - o Ay
+ asBies Aer + azfaes A ex + azPses Aes
a1 B2e1 N es + a1 B3e1 A e3 (antissimetria)

— agfier Nex + aafizes N es

—azBier Nes — azfzea Nes

= (Oélﬁg - 012,31)61 N e (distributividade)
+ (01 i3 — azfr)er Aes
+ (0283 — azfla)ea N e3




k-Blades, k-Vetores e Multivetores

k-Blade
€ um subespaco linear orientado. k-Blades s@o obtidos pelo produto
externo de k vetores linearmente independentes em R”

k-Vetor
€ uma combinacao linear de blades de base k-dimensionais

Multivetor

€ a combinacao linear de blades de base

Todo k-blade é um k-vetor, mas nem todo k-vetor é um k-blade.
As Unicas excegOes sao 0s casos onde k = 0 (escalares),
k =1 (vetores), k = n — 1 (pseudovetores)
e k = n (pseudo-escalares)

Utilizamos multivetores para “codificar” k-vetores e,
consequentemente, k-blades




Produto Interno de Vetores
Revisao de Pré-Requisito para o Minicurso

O produto interno de vetores € um mapeamento

R R® >R

Propriedades

simetria a-b=1>-a
distributividade a - (b+c) =a-b+a-c

comutatividade de escalares a - (b) = [B(a - b)




Produto Interno de Vetores
Revisao de Pré-Requisito para o Minicurso

O produto interno de vetores € um mapeamento

R R® >R

Propriedades

simetria a-b=1>-a
distributividade a - (b+c) =a-b+a-c
comutatividade de escalares a - (b) = [B(a - b)

Sejaa-b=Q(a,b), afuncdo Q define a
meétrica do espaco vetorial R"™




Produto Interno de Vetores
Revisao de Pré-Requisito para o Minicurso

A funcéo Q pode ser escrita por multiplicagdo de matrizes

Q(a,b) = a” M b,

onde M = (y;,;) € a matriz de métrica, com termos
pij = Qlei,ej) paral <i,j <n

o Métrica ndo-degenerada
Q(a,a) > 0V a € R", sendo que Q (a,a)
sera igual a zero se e somente se « for igual a zero
o Meétrica degenerada
permite a existéncia de algum b € R”
onde Q (b,b) <0




Produto Interno de Vetores
Revisao de Pré-Requisito para o Minicurso

Por exemplo, a métrica Euclidiana € uma métrica ndo-degenerada:

a-b=Q(a,b) = ||a| ||b] cos,

onde ||x|| = \/af + a5+ -+ a2eféodanguloentreaeb
1l 2 n

Nesse exemplo, para um espago vetorial com vetores de base
ortonormais {e; }}" ;, temos

R R
M=




Assinatura da Métrica
Revisao de Pré-Requisito para o Minicurso

Um espaco vetorial n-dimensional com
assinatura (p, ¢, r) € denotado por R?%" onden =p+q+r

Os vetores de base apresentam a relagéo métrica

+1 ;S = gje i<y <p,
JS€l— jep << p-aq,
, caso contrario.




Assinatura da Métrica
Revisao de Pré-Requisito para o Minicurso

Um espaco vetorial n-dimensional com
assinatura (p, ¢, r) € denotado por R?%" onden =p+q+r

Os vetores de base apresentam a relagéo métrica

+1 ;S = gje i<y <p,
JS€l— jep << p-aq,
, caso contrario.

Uma Algebra Geométrica construida sobre RP:¢" é
denotada por @, ; »

Essa élgebra faz uso do espago multivetorial /A RP%"




Produto Escalar de Blades

O produto escalar € um mapeamento

*:/\TR”X/\SR”—HR

Propriedades
simetria A(r) * B<s> = B<S> * A<r>

distributividade Agy * (B<5> 4 C<t>) = Agy * Bg) + Ay * Cpy

comutatividade de Ay * (6Bsy) = B(Aqy * Bsy)
escalares




Produto Escalar de Blades

Por exemplo, sob métrica Euclidiana
Agwy * By = || A | ||Biwy|| cos

onde || Xy, || € a norma reversa de um blade

2. Fundamentos de Algebra Geométrica
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Quadrado da Norma Reversa

O quadrado da norma reversa de um blade é dado por

A" = Ay * Ay,

onde
AR

€ 0 reverso do subespago




Contracao a Esquerda

Cis—ry = Agy | Bys)

Remove de B, a parte que € “mais parecida” com Ay,
retornando a porgéo Cy,_,y € B, que &€ “menos parecida” com A,
na métrica assumida, devidamente escalada pela relagdo métrica
entre A, € 0 que € mais parecido em B,

Por exemplo, sob métrica Euclidiana

—
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Projecao Ortogonal

Calculo da projecéao ortogonal de um vetor
sobre um plano em um espago Euclidiano R*°

ore—HeH B<_]$ = (aJ B<k>) ] B<_]$,

onde o inverso do blade é dado por B<,€> Gt ammmmar 1]
1B |l

—
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Contracao a Esquerda

A contragao a esquerda define um mapeamento

AR x AR AR

Propriedades
simetria A<7,> J (&) = B(s) J A(r)
seesomenteser = s
distributividade Ay | (B(s> == C(t)) = Ay | By + Ay ] Cip

comutatividade de A | (BBy) = B(Awy | Bsy)
escalares




Equivaléncia entre Produtos Métricos Vistos

Os produtos métricos vistos sé@o equivalentes quanto
aplicados a 1-blades

Dt bzt (8]

O produto escalar de blades é um caso particular de
contracdo a esquerda

Ay ] By = Agky * By




Limitacao dos Produtos Internos e Externo

Os produtos internos e o produto externo nao sao inversiveis!

—
2. Fundamentos de Algebra Geométrica 31/106




Para qué eu quero um produto inversivel?

Se C = xb, para o multivetor C e o vetor b informados,
entdo a solugao poderia ser escrita como

sgeEsst(ai iyt
implicando em

(iR (Rp Y
=i(xb)ibit
= Jf (bb_l) =1y

onde / denota o inverso do produto de x por b




Para qué eu quero um produto inversivel?

Solugbes intuitivas para problemas simples, tal como o uso de taxas

Dados os vetores p, q e t, calcule o vetor r que esta para t assim
como g esta para p

=l o




Produto Geométrico de Vetores

ab=a-b+aNb

A interpretacéo do resultado depende dos operandos




Produto Geométrico de Vetores e Multivetores

W= | B AT

A interpretacéo do resultado depende dos operandos




Produto Geométrico

O produto geométrico define um mapeamento

AR x AR* - AR"

Propriedades
distributividade A(B+ C) = AB+ AC

associatividade A(BC) = (AB)C

ndo-comutatividade no caso geral 3 A,B € \R" : AB # BA




Produto Geométrico em Métricas Ortogonais
Quando a métrica do espago R™ é ortogonal, temos

(AN = Mi’i ’Sel:j’
(R 0 , 8814 4,

paraﬂi7i€R61§i,j§n

O produto geométrico dos multivetores

A:a1e1 N es + aseq /\€3+013€2 /\83 6/\R4e

B = (1e1 ANey + Boer Aes+ Pes Ney 6/\]R4

resulta em

C=AB = —a1f1p1,12,2 — a3B1piz,2e1 N e3 + a1B3puz 2e1 A ey
+ o162 N es — a1 fafin 12 A ey — (aafapin + a3fBapiaz) ez Aey
+ (a3f2 — a2f3)e1 Nea Nez Ney




Extracao do Grau

(M),

denota a operacao de extracao do grau, que elimina os coeficientes
associados as porcoes de dimensionalidade diferente de k& no
multivetor M

Por exemplo, para M = n1 + nse1 A ea + nge1 N es + nres /\ es,

5e1 /\ e2 + nge1 N\ e3 + nrea N es




Outros Produtos a Partir do Produto Geomeétrico

Ay A By = (ApyBay). i produto externo

produto escalar de blades
contracao a esquerda
contragao a direita
produto “dot”

,r#0es#0
MCICE

produto interno de Hestenes

A(r) YA B<s> = <A(7‘)B<s)> produto delta

max

Quando um texto utiliza um Unico produto interno, € comum representé-lo por A - B
(0 o KN o o]




Dualidade

O numero de blades de base em cada porcao k-vetorial do espaco
multivetorial /A R" sugere a existéncia de uma
relagdo entre k-blades e (n — k)-blades

Por exemplo, a base de /\ R3 é

Gly, @y, @ GANZ, @aAN@ @Gahe, eiiAeAe }

Valores Espaco Espaco Espacgo
Reais Vetorial Bivetorial Trivetorial

R=A\R3} R3=AR? N R3 N R3




Dualidade

O dual de A,y com relagéo ao pseudo-escalar unitario
do espaco n-dimensional € definido por

o = Awy | Ty

A dualizagéo define um mapeamento

EE AR

Observe que Azk> éum (n — k)-blade




Dualidade

Nem sempre o dual da “representacao dual” de um blade
resulta na “representacao primal” deste blade

(A?M) : <A<k) J I<_nl>> | I<_nl> = A(k) (n1> (nl) aae (_1)n(n—1)/2A<k)

A representacao dual de um blade pode ser mapeado de volta para
sua representacao primal usando o operador de desdualizagéo

* it 11 —1
(A1) = (4w ) )
A desdualizagcdo é um mapeamento

s AT R S AR




Modelo Euclidiano
de

Geometria




Modelo Euclidiano de Geometria

Espago métrico com assinatura R™°

Assume métrica Euclidiana para o
espaco vetorial com base {e1,e2, - ,e,}

{1
€ € =
0




Relacao entre Produto Externo e Produto Vetorial em R3:0

Na Algebra Vetorial, o resultado de um produto vetorial é o vetor
normal ao plano induzido pelos vetores operados

Na Algebra Geométrica, o resultado do produto externo aplicado a
vetores € o plano induzido pelos vetores operados




Relacao entre Produto Externo e Produto Vetorial em R3:0

Na Algebra Vetorial, o resultado de um produto vetorial é o vetor
normal ao plano induzido pelos vetores operados

Na Algebra Geométrica, o resultado do produto externo aplicado a
vetores € o plano induzido pelos vetores operados

axb=(aNb)

onde X* = X | I3 denota o dual de X




Relacao entre Produto Externo e Produto Vetorial em R3:0

axb=(aNb)*
=(anb)] 1@3 (substituicéo)
= ((alﬂQ = Oz2,81)€1 N e (SUbStitUiQéO)
+ (183 — azfi)er Ae3
+(a2f3 — agfa)es Aes) | rl
= (CL’LBQ = Ozzﬂl) (6‘1 VAN 62) J Q,j (distributividade)
+ (183 — a3f1) (e1 Aes)
+ (a2f3 — a3f2) (€2 Ae3)

]
]

= (agB3 — azfr)er + (azf1 — a1B3)ea + (182 — azfi)es




Relacao entre 2-blades e NiUmeros Complexos em R0
A unidade imaginaria i tem a propriedade

|

A mesma propriedade é observada em 2-blades unitarios, onde o

quadrado é avaliado com o produto geométrico
(e1 Nex)® =  (e1 ANea)(e1 Aey) (substituigao)
= —(e1 Ne2) (e2 ANer) (antissimetria)

= —e1(e2-e2)e1 associatividade e equivaléncia)

(
(
= — (e1€2) (e2e1) (equivaléncia)
(
(

=—(e1-e1) equivaléncia)

= =1




Relacao entre 2-blades e NiUmeros Complexos em R0

E facil montar em A R>° um multivetor que se comporta como um
nuamero complexo

o+ Pe; N ey

onde « é o coeficiente associado a parte 0-vetorial (escalar)
e (3 é o coeficiente associado a parte 2-vetorial




Relacao entre Rotores e Quatérnios em R3:0

Os componentes imaginarios de quatérnios sao tipicamente
denotados por i, j e k. Eles satisfazem as rela¢des

Um quatérnio geral é dado por
h = +mai+ n3j + nik

comn; € R

Rotores serdo definidos formalmente em breve




Relacao entre Rotores e Quatérnios em R3:0

Um rotor R € A\ R3? pode ser representando como um
multivetor na forma

R =m +mex Nes+nze1 Aex+naes Aey
Existe isomorfismo entre
i—o>eNes, j—erNeyy, K—e3he
de modo que as relagdes multiplicativas sdo as mesmas

ij > (e2Neg)(e1 Nex) =e3 Nep — K,
jk—)(el/\eg)(eg/\el)262/\83—>i,
ki—>(€3/\€1)(82/\e3):el/\ez—)j

Rotores serdo definidos formalmente em breve




Rotacao como um Par de Reflexoes

Reflexao de um vetor arbitrario a com respeito a um pseudovetor
M, 1y que age como um espelho, onde v = M@—1>

1

d=-va/v=—vav~

(o o B o o}
—
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Rotacao como um Par de Reflexoes

Um par de reflexdes de a sobre os vetores p e g é equivalente a
rotacdo de a no plano p A g

d=q(papt)q!

L a(papHq’

pa p"

O angulo de rotacdo ¢ é duas vezes o angulo entre p e ¢
O sentido da rotagéo é dado pela orientacao do 2-blade p A ¢

Rotacionar “em torno de um eixo” ndo generaliza para n > 3. Rotag¢éo é no plano!
[0 o [

Ry —
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k-Blades, k-Versores e Rotores
De Volta aos Fundamentos de Algebra Geométrica

k-Blade
€ um subespaco linear orientado. k-Blades s@o obtidos pelo produto
externo de k vetores linearmente independentes em R”

k-Versor
€ uma transformagéo ortogonal. k-Versores sdo obtidos pelo produto
geométrico de k vetores inversiveis, sao inversiveis
e podem ter grau misto (par ou impar)

Rotor
€ um versor par unitario

Todo k-blade inversivel € um k-versor, mas nem todo
k-versor &€ um k-blade




Produto de Versores
De Volta aos Fundamentos de Algebra Geométrica

O produto de versores pode ser estendido da aplicagdo em
sanduiche sobre vetores

% {VXV—1 , para versores pares

gt , para versores impares

onde o inverso do versor V' é dado por V1 = V%

e X denota a involucao do grau dos blades de base no multivetor X

w = (=1)*B,




Produto de Versores
De Volta aos Fundamentos de Algebra Geométrica

O produto de versores pode ser estendido da aplicagdo em
sanduiche sobre vetores

gt , para versores impares

% {VXV—1 , para versores pares

onde o inverso do versor V é dado por V! = %

e X denota a involucao do grau dos blades de base no multivetor X

)y = (=1)"By

Outermorfismo: o produto de versores preserva a estrutura de
qualquer operagéo, i.e., V (Ao B) V™! = (VAV~!) o (VBYY)




Modelo Euclidiano de Geometria

o Meétrica Euclidiana
o Interpretagéo geométrica de blades
» Direc¢oes k-dimensionais

o Interpretagdo geométrica de versores

» Reflexdes
» Rotacdes




Modelo Homogéneo
de

Geometria




Modelo Homogéneo de Geometria

Similar ao uso de coordenadas homogéneas em Algebra Linear

Espaco métrico com assinatura R0 logon =d + 1

Assume métrica Euclidiana para o
espaco vetorial com base {eg, e1, €2, - ,eq}

{1
ei~ej= 0




Modelo Homogéneo de Geometria

Meétrica Euclidiana
Interpretacdo geométrica de blades
» Direcoes
» Subespacos planares afastados da origem
(pontos, linhas retas, planos, etc.)
Interpretacdo geométrica de versores
» Rotacdes ao redor da origem

O vetor extra na base, ¢y, € interpretado como o ponto na origem




Pontos no Modelo Homogéneo de Geometria

Espago (2+1)-Dimensional
de Representagéo

(OB
» c
T S
Lo
8
o £
40
Wy

Plano Homogéneo

eNe,

Ponto préprio (v # 0) Ponto impréprio

p="(eo +aier + azes + - -+ + ageq) u= pher + Boes + - - - + Byeq

—
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Retas no Modelo Homogéneo de Geometria

Espaco (2+1)-Dimensional
de Representagao

o ®
@ c
© S
-
8.0
g E
40
Wy

Plano Homogéneo

Lioy=pAg

—
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Retas no Modelo Homogéneo de Geometria

Espaco (2+1)-Dimensional
de Representagao

o ®
@ c
© S
-
8.0
g E
40
Wy

Plano Homogéneo

L<2> =pAvV

—
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Subespacos Planares k-Dimensionais Orientados

Subespacos planares orientados
podem ser construidos pelo produto externo de (k + 1) pontos

Fioy1y =p1 Ap2 A APrta

k = 0 para pontos, k = 1 para retas, k = 2 para planos, etc.

De forma pratica, para a localizacéo p e direcéo
A(k) (@ (61 Nex N\ ---/\ed)

Firy =pAAw

Para d = 3, os coeficientes de F(;, 1y equivalem as suas coordenadas de Pliicker
(0 o KN o o]




Extracao de Parametros de Subespacos

Proprio Improprio
COﬂdiQéO €o J X<k+1> 75 0 60J X(k+1) =0
Diregao Ay, & | Xt X(k+1)
Momento M1y | €5 | (eo A X<,§+1>) -

Vetor suporte s Mg 1y A gy +
Ponto-suporte unitério ey + s XA -




Aplicacao: Desenho de Secoes Conicas e Generalizacoes

Secoes Conicas

\\\/OQ

Hipérbole Parabola Elipse Circulo

(7]
1]
]
©
-
[
=
()
[=2]
[
[a]
o
ug
4

Degeneradas

Par de Retas Par de Retas
Paralelas Concorrentes
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Aplicacao: Desenho de Secoes Conicas e Generalizacoes

A relacao geométrica entre os pontos a, b, p, s € m é utilizada na
obtencao do ponto ¢ sobre a cénica

—
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Aplicacao: Desenho de Secoes Conicas e Generalizacoes

A relacao geométrica entre os pontos a, b, p, s € m é utilizada na
obtencao do ponto ¢ sobre a cénica

alAp mAs bAp mAs

ondem = a +ypp=4r, v € R

—
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Aplicacao: Desenho de Secoes Conicas e Generalizacoes

A relacao geométrica entre os pontos a, b, p, s € m é utilizada na
obtencao do ponto ¢ sobre a cénica

(@aAp)V (mAs) (bApP)V (mAs)

ondem =a+ypp=t, v EReXVY=(Y*AX*)""

—
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Aplicacao: Desenho de Secoes Conicas e Generalizacoes

A relacao geométrica entre os pontos a, b, p, s € m é utilizada na
obtencao do ponto ¢ sobre a cénica

e e b A A R e A s )

ondem =a+ypp=t, v EReXVY=(Y*AX*)""

—
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Aplicacao: Desenho de Secoes Conicas e Generalizacoes

A relacao geométrica entre os pontos a, b, p, s € m é utilizada na
obtencao do ponto ¢ sobre a cénica

g=BA(aAp)V(mAs)))V(an((bAP)V (mAs)))

ondem =a+ypp=t, v EReXVY=(Y*AX*)""

—
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Aplicacao: Desenho de Secoes Conicas e Generalizacoes

A expressao pode ser generalizada para quadricas

conforme apresentado por Jourdanet et al.
em “Automatic tessellation of quadric surfaces using
Grassmann-Cayley algebra”, in Proc. Int. Conf. Comput. Vis.
Graph., 2004, pp. 674-682

—
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Aplicacao: Cameras com Modelo de Projecao Linear

O modelo de camera estenopeica (ou pinhole)

O modelo de camera afim passa a ser uma
consequéncia natural da generalizacao

4. Modelo Homogéneo de Geometria
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Aplicacao: Solucao de Sistemas Homogéneos de Equacoes

Subespagcos Euclidianos em R™ representam o
conjunto solu¢ao para qualquer sistema homogéneo de equacgdes
lineares com n variaveis

SoiiE A

para 0 < k < n, onde cada vetor f; é a representagao dual do
hiperplano que caracteriza uma das fun¢des do sistema




Aplicacao: Solucao de Sistemas Homogéneos de Equacoes
Por exemplo, considere o sistema

261—362 =0
6172€2+3€3:O

O dual dos hiperplanos que
caracterizam as funcoes séo

f1=2e1 — 3ez
Sfo=e1 — 2e3 + 3e3

=(finfa)™"

((2e1 — 3ea) A (e1 — 2ea + 3e3)) ™" (

(—ey Ney+6ep Aes — ey Aes)™ ™ (distributividade e antissimetria)
(—e1 Nex +6ey Ne3 —9ex Nes) | Iisy  (substituigdo)
9e; + bey + e3 (avaliagao da contracao)

substituicao)

(o o B o o}
N o gy — —
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Modelo Conforme
de

Geometria




Modelo Conforme de Geometria

Concebido para trabalhar de forma natural com
transformacdes de similaridade’

Assume-se métrica proporcional ao quadrado da distancia Euclidiana
entre vetores interpretados como pontos finitos unitarios p e ¢

1
ikl o= —§d2E(p,q)

Logo, vetores p interpretados como pontos finitos sdo vetores nulos,
ie,Q(p,p)=p-p=0

'Transformagées que preservam angulos, paralelismo e raz&o entre distancias
(0 o KN o o]




Modelo Conforme de Geometria

Podemos optar pelo uso de...

...métrica de Minkowski, com ... OU métrica conforme, com
vetores de base vetores de base

{617627"' ,€d7€+,€,} {novelve27"' 7ed7noo}

e matriz de métrica e matriz de métrica

ey e, . n

€ (%]
J/IRRRN () (U
Ot 0 O




Modelo Conforme de Geometria

Podemos optar pelo uso de...

...métrica de Minkowski, com ... OU métrica conforme, com
vetores de base vetores de base

{617627"' ,€d7€+,€,} {no,€1,€2,"' 7ed7noo}
e matriz de métrica e matriz de métrica

er e, CERR! 877

€ (%]
J/IRRRN () (U
Ot 0 O

1 0 d pHEH
0 1 0 ed G ©
m O =1 e | =1 ©
Espago com métrica degenerada,
de assinatura R4*+11 logon = d + 2




Modelo Conforme de Geometria

Métrica pseudo-Euclidiana
Interpretacdo geométrica de blades
» Direcoes
» Subespacos planares afastados da origem
(pontos, linhas retas, planos, etc.)

» Circunferéncias
(pares de pontos, circulos, esferas, etc. - reais ou imaginarios)

» Subespacos tangentes

Interpretacdo geométrica de versores
» Transformacgdes de similaridade
(reflexao, rotacao, translacao, escala uniforme e transversao)
Dois vetores extras na base

> n, € interpretado como ponto na origem
» n_, € interpretado como ponto no infinito




Matriz de Métrica Conforme

Meétrica desejada para vetores interpretados como
pontos finitos unitarios p e q

Q(p,q) =p =——d (,q)

Pontos finitos unitarios que respeitam a métrica indicada acima séo
escritos como vetores usando a base {n,,e1,es, - ,eq,n.}

P =no+ areg + agey + - - -

Ly
:no+x+§x N




Matriz de Métrica Conforme

Meétrica desejada para vetores interpretados como
pontos finitos unitarios p e q

1
Hili—i— —id%(p,q)

Dados os vetores
1, 1,
p:no+x+§xnw q:no+y+§ynoo

podemos corrigir a métrica colocando os 1's e 0s quadrados em local
adequado, e adicionando um menos extra

1 1
pg=( x : : s




Relacao entre Métrica de Minkowski e Métrica Conforme
Usando a matriz de métrica de Minkowski

Q Gl &y e Cg G Gl
ee|1 0 --- 0 O 0
Cois B& (DRREER1iaSes R aRs{()/ERs(() 0

e DS )
e O R
i eSS e Ecdameneas e eheaseey)

adotamos os vetores de base

{61,32, mE R ’edveJrvef}

e constuimos os vetores extra da métrica conforme como
1

no =7 (er +e)

Nee = €_ — €,




Pontos Finitos no Modelo Conforme de Geometria

Pontos finitos gerais sdo escritos como pontos finitos unitarios
multiplicados por um valor escalar v # 0

d
1
s e n0+a1e1+ageg+---+aded+52(04?)%0
i=1

Espaco (2+2)-Dimensional
de Representagéo

0T
85
Qe
5 S
3o
gE
s
we

—
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Pares de Pontos no Modelo Conforme de Geometria

O produto externo de dois pontos finitos define um par de pontos

Koy=pAgq

Espaco (2+2)-Dimensional
de Representagéo

0T
85
Qe
5 €
3o
gE
» 0
we

—
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Circulos no Modelo Conforme de Geometria

O produto externo de trés pontos finitos define um circulo

Cizy =pAgAT

Espaco (2+2)-Dimensional
de Representagéo

spago-Base
Dimensional

5. Modelo Conforme de Geometria
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Circunferéncias no Modelo Conforme de Geometria

No caso geral, circunferéncias (k-esferas) sao construidas a partir do
produto externo de (k + 2) pontos finitos

Stk+2) =P1 AP2 A\ -+ A Pi2

Outra maneira pratica de construir k-esferas é a partir do ponto

central ¢, do raio p e da dirego A1y C (e1 Aea A--- Aeg) do
espaco-suporte

Srn = (4 30 ) A (e (i)

ty = (—1)'X 4y denota a involugédo do grau

0-esfera, par de pontos; 1-esfera, circulo; 2-esfera, esfera, etc.




Circunferéncias no Modelo Conforme de Geometria

No caso geral, circunferéncias (k-esferas) sao construidas a partir do
produto externo de (k + 2) pontos finitos

Stk+2) =P1 AP2 A\ -+ A Pi2

A hiperesfera de centro ¢ e que passa pelo ponto p
pode construida por

S<d+1) =D noo)_*

X" = X | I,q42y denota a desdualizagéo

0-esfera é um par de pontos; 1-esfera é um circulo; 2-esfera € uma esfera, etc.
(0 o KN o o]




Pontos Planares no Modelo Conforme de Geometria

Ponto planar é construido pelo produto externo de
um ponto finito com n_,

Py =pAng

Espago (2+2)-Dimensional
de Representagéo

QT
o c
T S
[sa i)
5 c
o}
SE
»' 0
we

(o o B o o}
—
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Retas no Modelo Conforme de Geometria

Ao incluir o ponto finito ¢ ao produto externo de p com n.., teremos um
3-blade geometricamente interpretado como uma reta

Ligy =pAgAne

Espago (2+2)-Dimensional
de Representagéo

QT
o c
T S
[sa i)
5 c
o}
gE
»' 0
we

—
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Subespacos Planares Orientados no Modelo Conforme

No caso geral, subespagos planares orientandos podem ser
construidos pelo produto externo de (k + 1) pontos finitos e n,

Fietoy =p1Ap2 A APpg1 Al

De forma pratica, F ;.2 também pode ser contruido a partir de sua
localizagéo p e diregéo Ay C (e1 Aea A--- Aeg)

Fuoy =pANAgy Ang

k = 0 para pontos, k = 1 para retas, k = 2 para planos, etc.




Expressées Uteis para Contruir Hiperplanos

Hiperplanos podem ser obtidos a partir do vetor normal unitério
nC (eg Nea A--- N eg) e distancia Euclidiana § em relagéo a origem

H<d+1) = (I’l Sw 5noo)_*

Ou a partir de seu vetor normal n e de um ponto finito p
contido no hiperplano

Hygy=pAnAng) "

Ou como o bissetor perpendicular de dois pontos finitos p e ¢

Hgy=p—q)"
X" = X | I,q42y denota a desdualizagéo




Direcoes no Modelo Conforme de Geometria

Direcdes ndo podem ter nenhum aspecto de localizag&o

Portanto, devem ser colocadas infiniamente distantes de n,

Dier1) = Aggy A oo = Ayl

para A<k> @ (61 TAN(HIVANSIEOTA ed)




Subespacos Tangentes no Modelo Conforme de Geometria

Subespacos tangentes sao blades que tangenciam o
paraboloide de pontos finitos

Espago (2+2)-Dimensional
de Representagédo

2T
3%
5
Qe

2
30
gE
a0
we

Para X 4, interpretado como circunferéncia ou subespago planar que passa
pelo ponto finito p, 0 subespago tangente localizado em p é

Ti—1y=p] 3\(<k>

(o o B o o}
Ry —
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Subespacos Tangentes no Modelo Conforme de Geometria

A expressao geral para construgao de subespagos tangentes, a partir
de um ponto p e uma diregdo A,y C (ex Aea2 A--- Aeg), € dada por

Tir—1y=pPA <—PJ <Z(k>”oo)>

Z<k> = (—1)*A, denota a involugéo do grau




Testes para Interpretacao Geométrica de Subespacos

Condicoes

Circunferéncia
Primal/Dual

Moo AN Xy #0
s ] #0
<k>7£0

Subespaco
Planar Primal

N /\X<>—0
Moo | Xy 70

Subespaco
Planar Dual

Moo AN Xy #0
ooJX(k)_O

Direcao
Primal/Dual

Wes /\X<k> =0

Tangente
Primal/Dual




Extracao de Parametros de Subespacos

Direcao
(Aynos)

Localizacao
Finita (p)

Quadrado do
Raio (p?)

Circunferéncia
Primal

(=1 ] Xy) A 1o

l ng)ncngk)
2 (nooJX(k>)2

X () Xy
(”ooJX<k))2

Circunferéncia
Dual

(—noo | X&:;) Ang,

1 X(kynoo X (k)
2 (noo JX (k) )

XXk
(noo)Xey)

Subespaco
Planar Primal

e

(no ] Xoy) X

Subespaco
Planar Dual

—n.. | Xa:;

(l’lo N X(k)) X&;

Direcao
Primal

X (k)

Direcao
Dual

X k)

Tangente
Primal

(—noo J X<k>) AN /S

Tangente
Dual

(—noo | X@:;) Ang,




Versores como Transformacoes de Similaridade

Para ser um versor de similaridade, V deve preservar
o0 ponto no infinito

Vn V! =n

Pela manipulagéo algébrica da expressao acima, chegamos a
condigdo para um versor V ser de similaridade

1771001)*1 = [fss
lA)noo =nyV
n.V — lA/noo =
R
o | W=




Versores como Transformacoes de Similaridade

Para ser um versor de similaridade, V deve preservar
o0 ponto no infinito

Vn V! =n

Pela manipulagéo algébrica da expressao acima, chegamos a
condigdo para um versor V ser de similaridade

1771001)*1 = [fss
lA)noo =nyV
n.V — lA/nc,o =
R
o | W=

n.. € ortogonal a qualquer caracteristica que V venha a codificar




Versores como Transformacoes de Similaridade

Os versores de similaridade mais simples e mais gerais que existem
séo vetores que codificam a reflexdo em um hiperplano Hgyy = h™*,
com vetor normal unitario n e distancia ¢ da origem

h=n+dn,

e a reflexdo em uma hiperesfera S¢4,1y = s~* de raio p positivo

Sem perda de generalidade, nos proximos slides utilizaremos S, 1
centrada na origem, o que leva a




Versores como Transformacoes de Similaridade

Os versores de similaridade mais simples e mais gerais que existem
séo vetores que codificam a reflexdo em um hiperplano Hgyy = h™*,
com vetor normal unitario n e distancia ¢ da origem

h=n+dn,

e a reflexdo em uma hiperesfera S¢4,1y = s~* de raio p positivo

Sem perda de generalidade, nos proximos slides utilizaremos S, 1
centrada na origem, o que leva a

1 2
§ =iy = ip s
Aplicaremos o teorema de Cartan-Dieudonné na constru¢do de

versores para outras transformagdes de similaridade




Translacoes a Partir de Dupla Reflexao

A partir do dual de hiperplanos paralelos
€ com a mesma orientacdo

/’11 :}’l+51}’loc
ho = n+ dan,

o rotor de translagéo 7 € obtido por

T = hohy
= (n+ don..) (n+ d1n.,)
=1—(02—01)nAng,

1 1t
=1—=m
g Moo

P = hohiphy'hyt = TpT
onde =2 (62 — 1) n € o vetor de
translagao

(o o B o o}
—
5. Modelo Conforme de Geometria 93/106




Rotacao a Partir de Dupla Reflexao

A partir do dual de hiperplanos
néo paralelos

hy =ny + 61n.,
ho = ng + dan.,

o rotor de rotacdo R é obtido por
R = hohy
= (ny + dan.,) (n1 + d1n.,)

=ng-ny+ny Ang

= COS (2) — sin (;b) Bg)

onde ¢ é o angulo da rotacao que ocorre
no plano unitario B s,

5. Modelo Conforme de Geometria
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Escala Uniforme a Partir de Dupla Reflexao
A partir do dual de hiperesferas
centradas na origem

1

2

S1 =Ny — iplnoo
3853

Sg =N, — 5/)21130

o rotor de escala positiva S é obtido por

S = 5251

1 1
e

1 1
:i(P%+P§)—§(P%—p2)”o/\nm

= cosh (Z) + sinh (l)n An P” = stlpsflsgl = SpS
2 DN isas: &

2
onde exp () = % € o fator de escala
;i (0 o KN o o]

—
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Transformacoes como Exponencial de 2-blades

A exponencial de k-blades em um espago métrico arbitrario,
para grau k par, é€ escrita com série de Taylor

ooAt

k
exp (Aw) =D =

=

2 3
Aw | Aw | Yw

=1+—"+

1! 2! 3!
cos o + SmTaA<k> , para A%k) = —a?
H pEEsd
= {1+4g  para A%, =0
cosh o + %A%) , para A%k> = o?




Transformacoes como Exponencial de 2-blades

Os rotores de rotagéao, translagéo e escala uniforme positiva vistos
anteriormente podem ser obtidos como os
casos da exponencial de 2-blades

R = exp (—%B@)) = Cos (g) — sin (g) B
1 1

i

2)n0/\noo

O logaritmo desses versores é conhecido!




Aplicacao: Interpolacao de Transformacoes

Imagens de Dorst, Fontijine, and Mann, “Geometric algebra for computer science: an
object oriented approach to geometry”, Amsterdam: Morgan Kaufmann Publishers, 2007

Ry
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Aplicacao: Voronoi e Delaunay
Diagrama de Voronoi

5. Modelo Conforme de Geometria

Triangulacdo de Delaunay

I
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Aplicacao: Calculo de Estrutura Molecular

Imagem dos comprimentos de ligacédo, angulos de ligacao
e de torcao entre atomos

A discretizacdo da geometria de distancias moleculares sugere uma
interpretagdo geométrica do problema através da intersegdo de esferas

Imagem de Alves, “Algebra de Clifford Aplicada ao Célculo de Estruturas Moleculares”,
Tese de Doutorado, IMECC-UNICAMP, 2013

—
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Aplicacao: Deteccao de Formas Geométricas Analiticas

Deteccao automatica de entidades geométricas em imagens é uma
tarefa rotineira em Visdo Computacional

—
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Aplicacao: Deteccao de Formas Geométricas Analiticas

Uma das técnicas mais empregada é a Transformada de Hough

Espago de Imagem Espaco de Parametros

-80 -60 -40 -20 0 20 40 60 80 100
x

—
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Aplicacao: Deteccao de Formas Geométricas Analiticas

Uma das técnicas mais empregada é a Transformada de Hough

Espago de Imagem Espaco de Parametros

-100 -80 -60 -40 -20 0 20 40 60 80 100
x

Requer um modelo matematico diferente e um mecanismo de votagéo
diferente para cada caso de tipo de entrada e tipo de entidade
geométrica a ser detectada

—
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Aplicacao: Deteccao de Formas Geométricas Analiticas

A Transformada Generalizada para Subespacos define um mecanismo de
votacao e identificacao de picos de votos para encontrar os blades
de grau p que melhor se ajustam aos blades de entrada de grau qualquer,
em qualquer modelo de geometria

Proposed Approach

p-D Subspaces.
from Any Combination of Subspaces
with Uncertainty

D Space (10)  Non-Analytical Shapes
. in Images

Ballard (1981)

2.0 Space|

Proposed Approach

p-D Subspaces (1) Non-Analytical Shapes
from Any Combination of Subspaces in Volumetric Images

Non-Analytical Shapes

D Space| Wang a (1990)

3D Space|

(3) Oriented Flat Spaces

o
Aot @000 © ompoies
D space S 1579

2.0 Space

1
@ Ellipse
® Circles from Points with Normal Direction
from Points

@) Straight Lines
from Points
Bennet et . (1999)
Duda and Hart (1972)
2.0 Space

2:D Space|

Hough (1959)
Duda and Hart (1972)
2.0 Space|

Specific Geometric Primitives

[ 1
® Straight Lines. © Circles
from Points with Normal Direction from Points with Normal Direction

Kimme et al. (1975)

2.0 Space| 2:D Space|
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Aplicacao: Teste Geral de Inclusao

Casos de
relacdo de incluséo

—
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Consideracoes Finais




Consideracoes Finais

o Linguagem universal consistente para opera¢des geométricas
» Elementos geométricos como primitivas
» Produtos com significado geométrico embutido
o Se bem utilizada, leva a solugbes que generalizam
» Para dimensdes mais altas
» Para todo tipo de elemento geométrico
o Abre oportunidades de pesquisa

» Definicdo de novos algoritmos
» Generalizagao e integragcéo de técnicas existentes
» Definicdo de novos modelos de geometria




Consideracoes Finais

o Linguagem universal consistente para opera¢des geométricas
» Elementos geométricos como primitivas
» Produtos com significado geométrico embutido
o Se bem utilizada, leva a solugbes que generalizam
» Para dimensdes mais altas
» Para todo tipo de elemento geométrico
o Abre oportunidades de pesquisa

» Definicdo de novos algoritmos
» Generalizagao e integragcéo de técnicas existentes
» Definicdo de novos modelos de geometria

Em breve teremos a
Escola Nacional de Algebra Geométrica e Aplicagdes (ENAGA)
de 27 a 30 de julho de 2020
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