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Prefacio

Algebra Geomeétrica é uma area da matematica aplicada que busca representacoes
algébricas para conceitos geométricos. Reconhecida pela comunidade dos fisicos
como ferramenta de grande importancia, vem ganhando espaco em outras areas,
como engenharia, computagao visual e robotica. Podemos dizer que, até 1844, a
Algebra Geométrica ndo tinha ainda se desenvolvido. Mas naquele ano, Hermann
Gilinter Grassmann introduziu o tema, mostrando que seu sistema algébrico po-
deria ser aplicado em diferentes contextos: espagos Euclidianos, espagos afins e
espagos projetivos. Alguns anos depois, em 1878, William Kingdom Clifford juntou
as ideias de Grassmann com os quatérnios de Josiah William Hamilton, definindo
um novo tipo de produto, o produto geométrico, conceito fundamental em Alge-
bra Geométrica. A beleza e o poder da Algebra Geométrica estdao relacionados
a sua capacidade de unificagao, simplificacao e generalizagao de vérios objetos da
matematica que envolvem conceitos geométricos. Por exemplo, vetores, ntiimeros
complexos, quatérnios, tensores e formas diferenciais podem todos ser vistos de ma-
neira integrada dentro da Algebra Geométrica. Pode servir, também, como uma
linguagem unica para fisicos, engenheiros e cientistas da computacao, facilitando a
definigao e a compreensao de problemas que aparecem nessas areas.

Este livro é produto de nosso envolvimento com o uso pratico da Algebra Ge-
omeétrica em pesquisas realizadas na Universidade Federal Fluminense (UFF), na
Universidade Estadual de Campinas (UNICAMP) e na Universidade Federal do Rio
Grande do Sul (UFRGS). O estudo da Algebra Geométrica motivou a criagio de
cursos introdutorios ministrados nessas universidades e de tutoriais apresentados no
SIBGRAPI 2009 — Conference on Graphics, Patterns and Images e no Programa
de Verdo de 2010 do Instituto de Matematica Pura e Aplicada (IMPA).

O material apresentado é destinado a alunos de final de graduagao e inicio de
pos-graduagao em Ciéncia da Computagio, Matematica (Pura e Aplicada) e Enge-
nharia, que buscam o primeiro contato com a Algebra Geométrica. Nesse espirito,
analises matematicas mais rigorosas sao apresentadas de forma ilustrada sempre
que possivel, ou explicadas de forma intuitiva no texto. Ao mesmo tempo, o texto
inclui o desenvolvimento mais profundo de algumas questoes teéricas que conside-
ramos fundamentais para nortear o raciocinio dentro do universo multidimensional
da Algebra Geométrica. Nossa intencdo é apresentar o assunto de modo acessivel
para aqueles que nunca tiveram contato com o tema, exigindo apenas conhecimen-
tos basicos de Algebra Linear e destacando que a Algebra Geométrica pode ser uma
nova maneira de se compreender virios conceitos geométricos e resolver problemas
associados aos mesmos.

O Capitulo [1] apresenta a motivaciao para o estudo da Algebra Geométrica e
aspectos historicos relacionados ao nascimento do tema e seu desenvolvimento até
os dias atuais. Conceitos da Algebra Geométrica, tais como o produto externo, uma
série de produtos internos, o produto geométrico, inversao de subespagos, dualidade,
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reflexdes e rotagoes sao introduzidos no Capitulo[2} A partir desses conceitos, o Ca-
pitulo [3] constréi a geometria inerente ao espago Euclidiano, ao espago homogéneo
e ao espago conforme. Com os topicos abordados nos trés capitulos iniciais, o lei-
tor serd capaz de associar um raciocinio geométrico a élgebra apresentada e, dessa
forma, modelar solugoes para problemas praticos que usualmente sdo explorados
utilizando o ferramental de Algebra de Matrizes e Calculo Vetorial. Os exercicios
incluidos nesses capitulos iniciais tém por objetivo ajudar na fixagao dos contetidos.
Para estimular a criatividade do leitor, o Capitulo [] enumera alguns problemas
de Visao Computacional, Reconhecimento de Padroes e Geometria Computacional,
ilustrando as vantagens do uso de Algebra Geométrica em relacdo a abordagem
classica. O Capitulo [5| discute estruturas de dados e algoritmos para implemen-
tacdo de uma biblioteca para Algebra Geomeétrica. O Capitulo |§| conclui o texto
apresentando algumas consideragoes e sugestoes para aprofundamento no assunto,
incluindo problemas de pesquisa envolvendo Algebra Geométrica

Material suplementar, solugoes dos exercicios e as figuras incluidas no texto
podem ser encontradas no sitio do livro na Internet:

http://www.ic.uff.br/ algebrageometrica

Sao Carlos, 28 de fevereiro de 2017.

Leandro Augusto Frata Fernandes
Carlile Lavor
Manuel Menezes de Oliveira Neto


http://www.ic.uff.br/~algebrageometrica

Capitulo 1

Introducao

Em qualquer problema envolvendo geometria, a representagao algébrica dos objetos
geométricos e de suas relagdes precisa ser consistente, do ponto de vista matemé-
tico, tornando possivel uma eficiente implementacao computacional. Atualmente, a
ferramenta mais utilizada para esse fim é a Algebra Linear, que apresenta deficién-
cias no poder de representagao e generalizagao dos conceitos geométricos envolvidos,
causando dificuldades em todo o processo de implementacao de solugoes. Como ve-
remos ao longo desse texto, a Algebra Geomeétrica é uma alternativa para resolver
grande parte desses problemas, oferecendo uma linguagem matemaética poderosa e
que pode ser traduzida diretamente em implementagdes computacionais.

1.1 Abordagem Classica para Problemas
Geométricos

Na resolucao de problemas geométricos, é importante fazer a distingao entre o espago
“fisico” dos objetos que queremos manipular e o espago dos objetos mateméticos que
sera utilizado para modelar o espago fisico. Por exemplo, o espaco fisico pode ser
o espacgo tridimensional & nossa volta, onde residimos junto a diregoes, pontos,
retas, planos, circulos, esferas e outros objetos geométricoaﬂ O espago dos objetos
matematicos, por outro lado, pode ter a mesma quantidade de dimensoes ou mais
dimensoes que o espaco fisico. As dimensOes extras e as propriedades desse espago
mais abrangente conferem a seus objetos matemaéticos interpretagoes geométricas
convenientes para que esses sejam vistos como objetos geométricos de interesse no
espaco fisico.

Para darmos exemplos concretos da relagao entre espaco fisico e espago de obje-
tos matematicos, e de que maneira a Algebra Linear tem sido utilizada em problemas
geométricos, deixe-nos antes introduzir os conceitos de espago vetorial (ou espago
linear) e de subespago vetorial (ou subespaco linear).

Um espago vetorial sobre um corpo F' é um conjunto V' dotado das operagoes de
adigao de vetores e multiplicagao por escalar, que definem mapeamentos V x V — V
e F' x V — V respectivamente. Os elementos em F sao chamados escalares. Os ele-
mentos em V sao chamados vetores. Por exemplo, o conjunto de valores reais R é
um corpo F, sendo R? um espaco vetorial tridimensional definido sobre R. Sejam o

LA referéncia especifica ao espago tridimensional é ilustrativa e de fins didaticos. Na pratica,
os conceitos aqui discutidos s@o mais gerais e se aplicam a espagos n-dimensionais.



2 Introducao

e [ escalares em F, e u, v e w vetores em V| as operagoes de adigao e multiplicagao
envolvendo elementos de F' e V satisfazem oito axiomas:

1. Associatividade da adig¢ao de vetores: v+ (v + w) = (u + v) + w.
2. Comutatividade da adigdo de vetores: v+ v = v + u.

3. FExisténcia de elemento neutro aditivo: Existe um elemento 0 € V, chamado
vetor zero, tal que v + 0 = v para todo v € V.

4. Existéncia de elemento oposto: Para cada v € V, existe —v € V tal que
v+ (—v) =0.

5. Associatividade da multiplicagcdo por escalar: o (Bv) = (af) v.

6. Fxisténcia de elemento neutro multiplicativo: 1v = v, onde 1 € F.

7. Distributividade de escalares sobre adigdo de vetores: a(u + v) = au + av.
8. Distributividade da soma de escalares sobre vetores: (a+ ) v = av + fv.

Sejam V e W espagos vetoriais definidos sobre o mesmo corpo F, W é um
subespago vetorial de V' quando W é um subconjunto néo vazio de V' (i.e., W C V|
para W # (), e as operagdes

adicao de vetores : W x W — W
multiplicagao por escalar : FF x W — W

SA0 as mesmas que

adicao de vetores: V xV — V
multiplica¢ao por escalar : FF x V — V

quando efetuadas em elementos de W.

Voltando para o espago fisico dos objetos geométricos que queremos manipu-
lar e o espago dos objetos matematicos utilizado para modelar o espago fisico, é
possivel afirmar que o espaco vetorial R? pode ser utilizado com restricoes para des-
crever o espaco fisico tridimensional. As restri¢oes se devem ao fato de que vetores
em R? representam direcdes unidimensionais, enquanto que o conjunto de objetos
geométricos de interesse pode ir muito além de direcoes. Logo, os objetos mate-
maticos presentes em R? néo sdo suficientemente adequados para caracterizar uma
grande variedade de objetos geométricos do espago fisico. Como veremos a seguir,
o0 espaco vetorial R® néo é a melhor representacio mateméatica para o espaco fisico
tridimensional. O uso de subespagos vetoriais como objetos mateméticos seria mais
adequado. Em problemas reais, estamos mais interessados na geometria em si do
que no espago que contém os objetos geométricos.

Além do conceito de direcao, precisamos também da nogao de direcao perpen-
dicular (normal) & superficie e da nogao de localizagdo. A questdo da localizagéo é
“resolvida” pela Algebra Linear introduzindo uma origem a partir da qual vetores
podem também indicar a localizacao de pontos de forma relativa a essa origem.
Note que essa “solucao” causa um problema de seméantica, pois em um programa de
computador, ou mesmo em manipulagoes algébricas, o vetor dire¢ao, o vetor normal
e o vetor posigao serao representados pelo mesmo objeto matematico (o vetor). En-
tretanto, cada um deles se comporta de maneira distinta. A adigdo de dois vetores
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diregao gera um novo vetor direcao, mas a interpretagao geométrica do resultado
da adicao de dois vetores normal ou de dois vetores posi¢ao nao é a mesma do caso
anterior. Essa diferenca pode levar a erros durante a implementacao computacional
dessas operagoes e a impasses semanticos durante manipulagoes algébricas.

O problema de representacao pode se agravar ainda mais com a inclusao de
outros objetos geométricos bésicos, como retas e planos. Retas que passam pela
origem podem ser representadas por vetores diregao, caso contrario, precisam tam-
bém de um vetor posicdo. Ou seja, sdo usados dois objetos mateméticos em R?
para representar um objeto geométrico. Planos s@o comumente representados por
um vetor normal, juntamente com a distancia do plano & origem. Nesse caso, sao
utilizados dois objetos mateméticos de origens distintas, R3 e R, respectivamente,
na representagao de um objeto geométrico.

Existem alternativas para contornar a situagao descrita acima. Por exemplo,
usando coordenadas de Pliicker [32]. Neste caso, pontos, retas e planos tém repre-
sentacoes distintas que néo utilizam mais vetores e escalares. Mas a Algebra Linear
continua sendo fundamental para representar as transformagcdes entre os objetos ge-
omeétricos e o problema é que a “conexao” entre a representagao de transformacoes e
a representagao de objetos geométricos por coordenadas de Pliicker nao é imediata,
podendo ser outra fonte de dificuldade em manipulacoes algébricas e no trabalho
de implementagao computacional.

Dois exemplos de transformacoes bésicas entre objetos geométricos sao as trans-
lacoes e rotagdes. Em Algebra Linear, tais movimentos sdo representados por ve-
tores e matrizes, respectivamente. Novamente, dois objetos matematicos de na-
turezas distintas devem ser utilizados para representar movimentos essenciais no
espaco fisico tridimensional, um do espaco vetorial R® e um do espaco matricial
R3*3. Usando geometria projetiva [35], pode-se representar translacdes e rotacoes
por meio de um tnico objeto matricial, mas ao aplica-lo a pontos, retas e planos,
diferentes expressoes e, consequentemente, diferentes implementagoes devem ser de-
senvolvidos para tratar cada situagao. Por exemplo, seja M a matriz que, usando
geometria projetiva, codifica uma transformagao construida pela composicao de
sequéncias arbitrarias de rotagoes, translacoes e escalas no espago tridimensional.
Sejam p e r vetores que representam, respectivamente, um ponto e um plano em ge-
ometria projetiva tridimensional. A expressao matricial que aplica a transformagao
M em p é dada por

p’ = Mp,

enquanto que a aplicagdo da mesma transformagao sobre r é descrita pela expressao
_I\T
r' = (M 1) r,

onde (M_l)T denota a transposta da inversa de M. Seria mais natural se fosse
possivel utilizar a mesma expressao algébrica para transformar qualquer objeto
geométrico. Na proxima secdo, veremos que isso é possivel em Algebra Geométrica.

No caso especifico da representagdo de rotagdes, os quatérnios [I7] sdo mais
apropriados na codificacao desse tipo de transformacao, trazendo vantagens sobre
o uso de matrizes. Mais uma vez, solu¢oes mais eficientes sao encontradas fora do
mundo proprio da Algebra Linear.

Embora coordenadas de Pliicker, geometria projetiva e quatérnios possam ser
considerados extensoes da Algebra Linear, ndo ha uma ligacdo natural entre essas
diferentes estruturas matemaéticas. Para nao-especialistas, fica dificil entender to-
das essas diferentes linguagens, e mesmo para os pesquisadores da area, o fato dos
objetos nao pertencerem a uma tnica estrutura algébrica dificulta sua compreensao
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e torna ainda mais complexa a implementagao das rotinas computacionais associa-
das. Imagine como seria rotacionar uma reta em coordenadas de Pliicker por meio
de quatérnios.

A interpolacao é outra operacao importante que aparece quando queremos des-
crever como um objeto se altera de uma posigao para outra. Usar matrizes para
fazer interpolacoes é uma tarefa dificil. Neste caso, os quatérnios também sao tteis,
mas ficam restritos ao espaco tridimensional e a0 movimento de rotacao.

Subespacos vetoriais sao representados em Algebra Linear de maneira implicita
por uma colecao de vetores que, combinados linearmente, geram todo o subespago
(lembramos que as retas e planos que passam pela origem s@o justamente os subes-
pacos do R? de dimensdo um e dois, respectivamente). Essas estruturas também
podem ser descritas, novamente de maneira indireta, pela imagem de uma matriz
cujas colunas sao os vetores dessa colecao. Usando a representacao matricial, por
exemplo, apenas no caso de matrizes quadradas é que podemos utilizar o determi-
nante para obter informacgoes associadas ao subespaco.

Resumindo, a limitacdo do “vocabulario” da Algebra Linear levou & criacio de
varios formalismos para definigdo de objetos matematicos (sem uma conexao natural
entre eles) aplicados na solu¢do de problemas especificos. Isso dificulta a solucao
de problemas geométricos que necessitam de uma estrutura tinica e integrada para
facilitar sua implementagao computacional.

1.2 Uma Alternativa: Algebra Geométrica

Felizmente, existe algo fundamentalmente melhor & disposi¢cao. Todo o esforco inte-
lectual desenvolvido no século XIX, retomado no final do século XX (ver Segao ,
deu origem ao que é hoje chamado de Algebra Geométrica.

Uma diferenca fundamental, comparada com a Algebra Linear, aparece logo
na caracterizagao dos elementos basicos dessa nova linguagem. Toda a riqueza da
estrutura mateméatica da Algebra Geométrica é construida ndo mais baseada no
conceito de vetor. A ideia de subespago vetorial é que define o alicerce de tudo.

A Algebra Geométrica oferece uma linguagem universal para tratar problemas
geométricos. Ao estender os elementos primitivos da Algebra Linear, amplia-se o
poder de representagao dos objetos geométricos e de suas operagoes, a0 mesmo
tempo em que remove-se a necessidade de incluir solu¢oes ad hoc para problemas
especificos. A Algebra Geométrica torna-se, entdo, uma proposta para deixarmos
de tentar remediar as limitacoes da Algebra Linear.

Usando o produto externo, herdado da Algebra de Grassmann (ver Segéo, 0s
vetores usuais da Algebra Linear geram objetos matematicos de dimensoes variadas,
os multivetores, sem correspondentes diretos na Algebra Linear. Combinado com o
produto interno classico, o produto externo déa origem ao produto fundamental da
Algebra Geométrica: o produto geométrico. Esse produto é essencial na construcao
de multivetores que codificam transformacoes.

Através do modelo conforme de geometria (ver Segao , multivetores permi-
tem representar objetos geométricos fundamentais, como diregoes, pontos, retas,
planos, circulos e esferas, como elementos béasicos da nova linguagem. Suas propri-
edades também garantem a universalidade das expressoes. Por exemplo, obtemos
a mesma expressao para aplicacao de rotagoes, translacoes e escalas, independen-
temente dos objetos que serao transformados serem diregoes, pontos, retas, planos,
circulos ou esferas.



Notas Historicas de Euclides a Clifford 5

Adotar a Algebra Geométrica como linguagem para a soluciao de problemas geo-
métricos nao significa abandonar os conceitos de matrizes, coordenadas de Pliicker,
nimeros complexos e quatérnios. Na verdade, todos esses objetos podem ser consi-
derados como parte integrante da nova estrutura e, caso necessario, é simples té-los
de volta. Encarar esses objetos classicos no contexto da Algebra Geométrica nos
faz perceber suas caracteristicas proprias e nos ajuda a estabelecer uma visao geral
e unificada para todos esses objetos e suas transformagoes.

Além de propor solucoes para todos os problemas citados na se¢ao anterior, a
Algebra Geométrica também oferece as seguintes vantagens em relagao & abordagem
classica:

e As estruturas de subespagos vetoriais sao construidas explicitamente;

e As técnicas matriciais sao estendidas, tomando como base ndo mais os vetores,
mas os subespacos vetoriais;

e A operacao de interpolacao é simplificada e generalizada; e

e Objetos geométricos podem atuar como operadores, e operadores podem ser
transformados como objetos geométricos.

1.3 Notas Historicas de Euclides a Clifford

O estudo da geometria foi motivado pela necessidade do homem em fazer medigoes
de distancias, areas e volumes. O surgimento de nog¢oes geométricas é observado
de forma independente em diversas culturas e povos antigos. Mas foi o matematico
grego Euclides de Alexandria (por volta de 330-260 a.C.), o autor da primeira obra
onde a geometria foi colocada de maneira axioméatica. Essa obra de 13 volumes,
intitulada “Os Elementos”, foi escrita por volta de 300 a.C., cobrindo a geometria
Euclidiana e a versao grega antiga da teoria dos ntiimeros elementares. A geometria
desenvolvida por Euclides é construida pelo raciocinio dedutivo, sobre um alicerce
de postulados e definigoes.

Algebra e geometria se desenvolveram como ramos separados da Mateméatica
(Figura [1.1), até que o francés René Descartes (1596-1650) mostrou como traduzir
problemas de geometria para a algebra, abordando esses problemas através de um
sistema de coordenadas. Em 1637, Descartes desenvolveu a geometria de forma
sistematica, dentro de uma linguagem simbolica, ao tratar a aritmética de escalares
como um tipo de aritmética de segmentos de reta. Suas aplicagdes de algebra em
geometria foram compilados em “La Géométrie” [7].

O noruegués Caspar Wessel (1745-1818) foi o primeiro a desenvolver a nogao
geométrica de niimeros complexos, em 1799 38|, caracterizando-os como pontos em
um plano e provendo uma forma de descrever uma rotacao em termos algébricos. Na
literatura, a interpretagao geométrica de niimeros complexos é geralmente atribuida
ao matematico sui¢o Jean-Robert Argand (1768-1822), pelo trabalho desenvolvido
em 1806 [3], de forma independente aos resultados de Wessel. As contribuigdes de
Wessel e Argand promoveram muitas tentativas de desenvolvimento de uma alge-
bra de espagos n-dimensionais, por analogia com a representacao do plano usando
nimeros complexos.

Em 1840, o matematico francés Benjamin Olinde Rodrigues (1795-1851) propos
as relagoes de arco-metade para calcular o efeito da composicao de duas rotagoes
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Figura 1.1: Cronologia das descobertas, incluindo os cientistas que mais influenci-
aram no desenvolvimento da Algebra Geométrica.
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finitas [33]. Quatro anos depois, o matemético irlandés Sir William Rowan Hamil-
ton (1805-1865) descreveu os quatérnios [I7], apresentando resultados equivalentes
ao de Rodrigues, mas desenvolvidos de forma independente. Os quatérnios formam
a algebra nao-comutativa mais antiga e conhecida na matemaética, podendo ser con-
siderada um caso especial da Algebra Geométrica, ao expressar seus elementos de
base como um produto binario de outros elementos de basd’]

Em 1844, o matematico alemao Hermann Giinter Grassmann (1809-1877) des-
cobriu uma regra ligeiramente diferente da adotada por Descartes para relacionar
vetores a outros nameros [16]. Ele definiu, dentre outras coisas, o espago multiveto-
rial e dois produtos: o produto interno comutativo (a - b), que relaciona segmentos
de reta orientados (vetores) a valores escalares, e o produto externo ndo comutativo
(a A'b), que a partir de dois vetores linearmente independentes caracteriza a nogao
de segmentos de planos orientados (um paralelogramo, também chamado bivetor
ou 2—vetorED. Com esses produtos, Grassmann desenvolveu as nogoes de subes-
pago, independéncia, longitude, span, dimensao, uniao e intersegao de subespacos e
projecao dos elementos nos subespagos.

Grassmann foi o primeiro a definir multiplicagdo de subespagos apenas pela
especificacao de um conjunto de regras, inventando o produto externo que pode
ser definido sobre qualquer espago vetorial. O produto externo, uma generalizagao
da ideia de produto vetorial, era uma nova entidade matematica para codificar
planos orientados. As realizagoes consideraveis de Grassmann sao reconhecidas
como a primeira apresentagao da teoria abstrata de espagos vetoriais sobre o corpo
dos nuimeros reais. O produto externo é a operacao chave na algebra que hoje se
conhece como Algebra Exterior.

Os quatérnios levaram a introdugao da ideia do produto vetorial e do produto
escalar pelo cientista americano Josiah Willard Gibbs (1839-1903). Porém, qua-
térnios existem apenas em espacos vetoriais 3-dimensionais, ndo sendo adequados
para a representagao de rotacoes em espacgos n-dimensionais. De 1880 a 1884,
Gibbs trabalhou no desenvolvimento, a partir da Algebra Exterior de Grassmann,
de um Calculo Vetorial proprio para as necessidades de fisicos. O Calculo Vetorial
desenvolvido por Gibbs, e de forma independente pelo cientista britanico Oliver
Heaviside (1850-1925), ganhou for¢a na comunidade cientifica no fim do século XIX
por permitir lidar com dimensionalidades mais altas utilizando a estrutura simples
do espago vetorial. Entretanto, o espago vetorial nao tem a generalidade do espago
multivetorial desenvolvido por Grassmann. Nesse ponto, os quatérnios também
foram abandonados por grande parte dos pesquisadores.

A Algebra Geométrica, também conhecida como Algebra de Clifford, e algumas
vezes chamada de Numeros Hipercomplexos, por descrever uma generalizacao de
numeros complexos e de quatérnios, foi introduzida pelo matematico inglés William
Kingdom Clifford (1845-1879), em 1878 [6]. Clifford usou as ideias de Grassmann,
como ponto de partida para o desenvolvimento de sua algebra, e unificou o produto
interno e o produto externo em um novo produto, chamado produto de Clifford ou
produto geométrico. Infelizmente, Clifford contraiu tuberculose e faleceu antes de
ter a oportunidade de desenvolver suas ideias. Nos anos seguintes, o trabalho de
Gibbs, em Calculo Vetorial, despontou e se tornou a ferramenta matemaéatica padrao
para fisicos e engenheiros, ao invés das ideias mais gerais que compdem a Algebra

2A relagio entre a quatérnios e Algebra Geométrica é comentada na Subsegdo

3Na Segdo serd visto que existe distingao entre os termos 2-vetor e 2-blade. O primeiro é
um nimero em um espago 2-vetorial, enquanto que o segundo é o resultado do produto externo
de dois vetores. Um 2-blade sempre serd um 2-vetor. Mas, em dimensoes n > 3, um 2-vetor pode
nao ser um 2-blade.
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Geométrica. A Figura resume os passos que levaram ao desenvolvimento da
Algebra Geométrica.

Os trabalhos desenvolvidos por Hamilton, Grassmann e Clifford, todos no sécu-
lo XIX, foram praticamente esquecidos no século XX e “substituidos” pelos conceitos
de vetores, matrizes e tensores. As ideias desses pesquisadores ganharam forga
novamente apenas no final do século XX e inicio do século XXI. Uma figura central
nesse processo € David Hestenes, um fisico americano que nomeou essa reformulagao
de Algebra Geométrica e realizou todo um trabalho de disseminacio ao redor do
mundo. O impacto foi sentido ndo apenas na comunidade de fisica, mas também
nas engenharias e em computagao, com destaque para aplicagoes em roboética e
computagao grafica e, mais recentemente, em problemas de geometria molecular.



Capitulo 2

Fundamentos de Algebra
(Geométrica

Este capitulo introduz os conceitos bésicos de Algebra Geométrica, onde apresenta-
mos as primitivas geométricas, transformagoes e operagoes algébricas fundamentais
para o texto. No intuito de manter as explicagoes didaticas, sempre que possivel, o
formalismo matematico ser4 mantido a um nivel minimo. Além disso, a intuigao ge-
ométrica seré ilustrada com exemplos e serao feitas comparacoes com a abordagem
convencional em Algebra Linear. Uma vez apresentada a intuicdo geométrica, serdo
apresentadas provas e defini¢oes formais dos conceitos que julgamos mais relevantes
nesse primeiro contato com a Algebra.

2.1 Subespacgos Orientados como Primitivas

Um bom ponto de partida para o estudo de Algebra Geométrica é a revisdo de
conceitos basicos de Algebra Linear. Em especial, iniciaremos nosso estudo por
espagos vetoriais. Por defini¢cao, um espago vetorial R™ consiste de um conjunto de
elementos chamados vetores, o qual é fechado sob adicao de vetores e multiplicagao
por escalar (vide Segéo. Assumindo a base {¢;}_; para R™, um vetor arbitrario
pode ser escrito como uma combinagao linear dos vetores de base. A Figura [2.1
ilustra um vetor

a = «ie] + Qgeg + azes ERS, (2.1.1)

onde a; € R é o i-ésimo coeficiente de a. Na representacao grafica, o subespago
1-dimensional caracterizado por um vetor é uma reta orientada que passa pela
origem de R® e da suporte ao segmento de reta ilustrado. O comprimento do
segmento representa a intensidade (denominada mo6dulo ou norma) do subespago,
enquanto que a seta indica sua orientacao. Entenda o moédulo de um vetor como
sendo a velocidade com que o subespago 1-dimensional cresce, ou como a velocidade
com que uma particula, confinada na reta que d4 suporte ao subespaco, transita. A
orientacao indica o sentido do crescimento do subespacgo, ou o sentido do transito
da particula.

E importante comentar que, neste livro, a base {€}_, assumida para o espago
vetorial nao corresponde, necessariamente, & base canonica de R™. Neste caso, os
vetores sao linearmente independentes, mas nao necessariamente ortogonais. Entre-
tanto, em muitas das ilustragoes e em alguns exemplos apresentados assumiremos
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Figura 2.1: Um vetor a é representado graficamente por um segmento de reta
orientado, onde o comprimento do segmento e a seta representam, respectivamente,
o médulo e a orientagdo de a. Nesse exemplo, os vetores {¢;}5_; definem a base do
espago vetorial R3 e os valores escalares {«;}?_; permitem descrever algebricamente
o vetor a como a combinagao linear dos vetores de base (equagao )

um espago R™ Euclidiano, por questao de conveniéncia. Porém, vale a pena ressaltar
que as defini¢es apresentadas sdo mais gerais.

Podemos construir subespagos de dimensionalidades mais altas a partir de ve-
tores. Em Algebra Geométrica, um subespaco 2-dimensional pode ser expandido
como o produto externo de dois vetores linearmente independentes (o produto
externo é definido formalmente na Segéo. A Figura mostra um subespago
2-dimensional calculado como:

C<2> =aAb, (2.1.2)

onde A (simbolo cunha) denota o produto externo e a e b sdo dois vetores. Na
Figura C(2) € o plano orientado que da suporte para o disco. O raio do disco
e a seta circular ilustram, respectivamente, o modulo e a orientacao do subespaco.
Note que a orientagao de Cjy) respeita a ordem dos operandos no produto ex-
terno. Ou seja, a orientagdo é de a para b. Logo, de maneira aniloga a subespagos
1-dimensionais, a interpretacao geométrica da orientacao esté relacionada com o
sentido que uma particula transita no plano suporte do subespago 2-dimensional.
Por ser uma grandeza que assume apenas os valores “positiva” e “negativa’; é conve-
niente imaginar a orientagao como “o sentido em que o plano rotaciona”, enquanto
que o modulo corresponde & velocidade com que ele rotaciona.

Dando continuidade aos exemplos ilustrados nas Figuras e a Figura |2.3
mostra a representagao grafica de um subespago 3-dimensional expandido como o
produto externo de trés vetores linearmente independentes:

D3y =an bAc. (2.1.3)

A dimensionalidade de D3y ¢ igual & dimensionalidade do espago R3. Isso implica
que D3y € uma copia do volume total, mas com modulo e orientagao que podem
ser distintos do espago total de referéncia. Uma convengao possivel seria dizer que
o espacgo total de referéncia é construido como e; A es A ez, onde {ei}§’=1 é a base
assumida para R3. Na representacdo grafica utilizada na Figura a orientagao
do subespaco ¢é indicada pela seta na extremidade da linha espiral. Tal orientagao
pode ser interpretada como o sentido em que uma particula se desloca no volume.
Note que a linha espiral obedece & ordem de multiplicagao dos vetores a, b e ¢
na equacao @ . Ou seja, de a para b e depois para c¢. O moédulo de D3, nao
estd ilustrado na Figura Mas pode ser entendido como a velocidade com que o
deslocamento acontece.
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Figura 2.2: Um subespago 2-dimensional C(3), expandido pelos vetores a e b, é
representado graficamente por um disco. Sua magnitude é representada pelo raio
do disco, enquanto que sua orientacao é indicada pela seta curva. Nesse exemplo,
Cl2y esta inserido em um espaco tridimensional, com base {ei}f’:l.

Com os exemplos apresentados até o momento para uma, duas e trés dimensoes,
é intuitivo sugerir que, usando o produto externo, podemos expandir subespacos
orientados k-dimensionais, para 0 < k < n, a partir de k vetores linearmente in-
dependentes em R"™. Em Algebra Geomeétrica, tais subespacos sdo chamados de
k:-blade£|7 onde k é o grau do bladeﬂ Portanto, por exemplo, um escalar a € R
¢ um 0-blade, um vetor a € R™ ¢ um 1-blade, Coy = a A b ¢ um 2-blade, enquanto
que D3y =aAbA céum 3-blade, e assim por diante. Tal como vetores sao ele-
mentos primitivos em Algebra Vetorial, k-blades sdo primitivas computacionais em
Algebra Geométrica. A diferenca fundamental é que blades em Algebra Geométrica
comportam a representagao de subespagcos de dimensionalidade 0 a n, enquanto que
a Algebra Vetorial esta restrita ao uso de escalares e vetores como elementos primi-
tivos para computagao.

Um blade arbitrario By apresenta as seguintes propriedades:

atitude: A postura do blade no espago onde ele esta inserido. Essa
propriedade remete ao suporte do subespaco, desprovido de
peso. Ou seja, os subespagos escritos na forma a By, para
qualquer a € R, possuem a mesma atitude.

peso relativo: O valor de v em By = aJyyy, onde Jyy € um blade de refe-
réncia com a mesma atitude que Byyy.

orientagao relativa: O sinal do peso relativo a Jiy, i.e., positiva ou negativa.
mddulo: O valor absoluto do peso relativo a Ji.
diregdo: A combinagdo de atitude e orientagao.

A Figura [2.4] ilustra a atitude, o peso relativo e a orientacdo relativa de vetores.
Observando essa ilustracao e as Figuras e a imagem conceitual dessas
propriedades pode ser estendida para blades de dimensionalidade arbitraria.
Alguns autores, como Dorst et al. [I0], ndo apontam o médulo e a diregdo como
propriedades de blades. Talvez porque essas propriedades possam ser obtidas a
partir das trés primeiras. Outros autores, como Perwass [31] e Kanatani [24], ndo

10 termo inglés blade é usado nesse livro de forma intercambiada com subespacos pela auséncia
de uma tradugado adequada para o mesmo.

20s termos grau e dimensionalidade também sio usados de maneira intercambiada, pois sdo
sinénimos nesse contexto.
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e, a €
D, ,=aNbAc=e Ne, e,

Figura 2.3: Um espago 3-dimensional D3, expandido pelos vetores a, b e ¢, corres-
ponde a uma versdo do espaco R? como um todo. Sua orientacao é indicada pela
seta em espiral, enquanto que, nessa ilustracao, a magnitude nao é representada
graficamente. Porém, ela pode ser entendida como a densidade do espaco ou a
velocidade de movimentagao da espiral.

comentam as propriedade de k-blades em seus livros. Neste livro, indicamos moédulo
e direcao como propriedades de blades por fazerem parte do vocabulario de quem
trabalha com Algebra Geométrica.

2.2 Espago Multivetorial

Para tratar blades com dimensionalidade arbitraria como primitivas para computa-
cao, é preciso que a algebra disponibilize uma base mais robusta que a base classica
do espago vetorial que, por defini¢ao, suporta apenas subespagos 1-dimensionais,
i.e., vetores. Em Algebra Geométrica, A\ R” é o espago multivetorial construido
a partir do espago vetorial R™. Os 2" blades de base de A R" sio definidos como as
k-combinagdes de vetores do conjunto {e;}7; (i.e., >i_o (}) =2"). Por exemplo,
a base de \R? &:

{ 1, e, e, e eNe, e Nes, exNe3, e NeNes }
—
Valores Espaco Espaco Espaco
Reais Vetorial Bivetorial Trivetorial
R=AR> R} =A\'R? N R3 N R3
(2.2.4)

Pela combinagéo de zero elementos do conjunto {e; }7_;, o resultado é o blade de base
“1” para subespacos 0-dimensionais, i.e., valores em R. Como é de se esperar, os
blades de base para subespagos 1-dimensionais sao os trés vetores de base definindo
R3. Para subespacos 2-dimensionais em /\2 R3, os trés blades de base sdo calculados
pela combinacao dois-a-dois dos elementos do conjunto de trés vetores de base.
Finalmente, o produto externo de todos os vetores de base definem o blade de base
para subespagos 3-dimensionais.

Por simetria aos elementos do espago vetorial, elementos do espaco (n — 1)-di-
mensional sao chamados pseudovetores. Também, note que blades em A" R" sdo
a versao escalada do espago n-dimensional como um todo. Tais blades sao chamados
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Atitude . Referéncia Referéncia
- //// S .
/ Orientagdo positiva
Vetores com Vetor com o dobro -
mesma atitude do peso de referéncia Orientacdo negativa

Figura 2.4: Tlustragao de propriedades de blades. Em especial, da atitude, do peso
relativo e da orientacao relativa de vetores.

pseudo-escalares, e o pseudo-escalar unitario positivo é tipicamente denotado por
Iy =erNea A+ A ey, (2.2.5)

para AR™.

A combinacgao linear de elementos da base de um espaco multivetorial é cha-
mado um multivetor. Ele é usado para representar blades e versores (introduzidos
na Secdo [2.9). A estrutura de um multivetor definido para a base de A\ R3 (equa-
Gio @2.1))

M =ml+mneer +nzex+ naes
+nse1 AN ex+nger N\ e+ nrea A ez +nger A ex A es, (226)

onde 7; € R é o i-ésimo coeficiente de M.

Multivetores sdo usados na Algebra Geométrica para representar k-blades como
a combinacao linear de elementos de base k-dimensionais do espago multivetorial
AR™. Por exemplo, o 2-blade Coy (equagao ) pode ser escrito, apds a avali-
acao do produto externo, como

Cray =151 A ez +1mger A es +nrex Aes, (2.2.7)

assim com o vetor a foi escrito na equagao como uma combinagao linear
dos componentes da base vetorial. O passo-a-passo que leva da equacio (2.1.2) a
equacao é apresentado na préxima secao, pela equacao (2.3.8|).

E importante observar que nem toda combinaco de elementos de base em /\k R™
levam a um k-blade. Apenas aquelas que podem ser fatoradas em termos do produto
externo sao de fato blades. O exemplo mais simples ocorre em um espago multive-
torial construido a partir do espago vetorial 4-dimensional com base {ej, es, e3, €4}.
Neste caso, o elemento (e; A ey + e3 A es) € A*R* ndo pode ser escrito como um
2-blade Ci2y = a A b. Tal observagao é chave na diferenciagao do que ¢ um k-blade
e um k-vetor. O primeiro, conforme ja apresentado, é obtido pelo produto externo
de k vetores independentes em R”, para k < n. O segundo, por sua vez, € uma com-
binagao linear de blades de base k-dimensionais. Logo, todo k-blade é um k-vetor,
mas nem todo k-vetor é um k-blade. As tnicas excecbes para essa observagao sao
os casos onde k = 0 (escalares), k = 1 (vetores), k =n — 1 (pseudovetores) e k =n
(pseudo-escalares). Nessas dimensionalidades, é impossivel definir um k-vetor que
nao possa ser fatorado em termos do produto externo de k vetores linearmente
independentes.
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2.3 Alguns Produtos Nao-Métricos

O conceito de subespaco e suas propriedades bésicas (Segao sao independentes
de qualquer propriedade métrica que um espago vetorial R™ e, portanto, que um
espago multivetorial /\ R™ possa ter. A Algebra Geométrica define alguns produtos
que também sao independentes da métrica de A R™. Nesse livro, estamos interes-
sados em apenas dois deles: o produto externo (Secao e o produto regressivo

(Secao [2.3.2)).

2.3.1 O Produto Externo

Formalmente, o produto externo ¢ um mapeamento:

+
AN R NRY = R
definido a partir de um pequeno conjunto de propriedades:

antissimetria: a Nb=—bAa (que implica ¢ A ¢ =0),
distributividade: a AN (b+c¢)=aANb+aAc,
associatividade: a A (bAc)=(aAb)Ac,
comutatividade de escalares: a A (8b) = B(a A D).
A expressao a seguir apresenta uma manipulacao algébrica passo-a-passo, onde
as propriedades do produto externo sao aplicadas na construgao de um 2-blade

Cy € /\2 R3 como o subespaco expandido pelo vetor a = aje; + azey + azes € R?
e pelo vetor b = Bie; + Baes + Bzes € R3:

Ciy=aNb (2.3.8)
= (a1e1 + ages + ages) A (Brer + Baea + Bses) (substituicdo)

=aif1er Aer +arBaer Aea+ar1fzer Aes (distributividade)
+ 0426162 A €1 + O(gﬁQeg A €2 + 0426382 N €3
+asfres Aer + agBaes A ex + asBzes A es

= 1261 N ez +a1flzer Aes (antissimetria)
—agfier A ey +azfzex Aes
— Oégﬂlel A €3 — Oégﬂgeg A €3

= (1 fB2 — aafi)er A e (distributividade)

+ (0183 —azPi)er A es
+ (a3 — azf)es A es.

Note que a escrita de multivetores que nao apresentem componentes associados
a blades de base redundantes (e.g., tais como e; A es e —ea A e1) é possivel pela
aplicagao da propriedade de antissimetria do produto externo (terceiro passo da
manipulagao na equagao ), que leva a representacao de cada blade de base em
sua forma canonica, permitindo a coleta de escalares pela aplicagdo da propriedade
de distributividade sobre a soma (quarto passo da manipula¢ao). Ou seja, para
compor a representagao final do multivetor é preciso deixar os vetores de base que
expandem cada blade de base na ordem pré-determinada, i.e., na ordem canodnica.
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Esse processo é conhecido como reordenagao canénica. Na convencgao adotada
neste livro, os vetores de base sdo dispostos em ordem crescente de indice (i.e, e;
antecede ez, que antecede es, e assim por diante). Entretanto, outras convengoes
podem ser adotadas conforme a necessidade ou aplicacao.

O exemplo apresentado na equagao é equivalente ao ilustrado na Fi-
gura E importante notar que o mesmo conjunto de propriedades é usado
durante a expansao de subespagos a partir de dois blades tendo grau arbitrario
em A R™.

2.3.2 O Produto Regressivo

O produto regressivo pode ser considerado como a operacao dual “correta’ do
produto externo. O conceito de dualidade serd introduzido formalmente na Se-
¢ao 2.7} Por enquanto, é suficiente associar a ideia de dualidade de produtos anali-
sando a interpretagao geométrica: enquanto o produto externo retorna o subespago
expandido por blades linearmente independentes, o produto regressivo retorna o
subespago compartilhado por blades linearmente dependentes que juntos expandem
o espago n-dimensional como um todo.

Observe que o termo correta foi colocado entre aspas no paragrafo anterior. O
motivo é que é possivel definir dualidade métrica entre produtos. Em particular,
seré vista na Subsecao a dualidade entre o produto externo e um produto
métrico chamado contracao & esquerda. A dualidade entre o produto regressivo e o
produto externo comentada no presente capitulo é nao-métrica. Ou seja, independe
da métrica assumida para R™. O conceito de métrica sera introduzido na Secao [2.4]
e a dualidade, envolvendo a métrica do espago, na Segao 2.7}

Com o produto regressivo podemos construir subespagos orientados k-dimensio-
nais a partir de (n — k) pseudovetores (i.e., (n — 1)-blades em AR™). A Figura[2.5]
exibe um vetor ¢ (i.e., um subespaco 1-dimensional) em R? calculado como:

¢ =A@V Ba),

onde V (o simbolo cunha invertida) denota o produto regressivo, e Ag) e By sao
pseudovetores.
O produto regressivo é um mapeamento:

n—r n—s n—(r+s)
vi A R x AR N\ R™,
com propriedades similares aquelas observadas no produto externo:

antissimetria: A1y V Bi—1y = —=Bn_1y V A@n_1)
(que implica Ci,—1y V Cp_1y = 0),

distributividade: A1y V (Bm—1y + Cin_1)) = A(n-1) V Bn_1)
+Ap—1y V Cin-ny,

associatividade: A1y V (Bp_1y V Crne1y) =
(Am—1y V Bin_1y) V Cin_1y,

comutatividade de escalares: A,_1y V (BBn_1y) = B(A(n—1)y V Bn_1))-
O produto regressivo de dois blades quaisquer A,y e B, ¢ calculado como:

Ay V By = Cyy , para (r+s—1t) =n, (2.3.9)
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onde n é o namero de dimensoes de R" e
C<t> = (AI<T_t) A BI(S_t> N C(t>) V C(t>, (2.3.10)

para Ay = A"y A Cpyy e By = B’ sy A Cyy, 0 que leva a relagdo de equiva-
léncia A’<T_t> A B’<S_t> N Cuy = Iipy- E evidente que se pelo menos um dos graus
r, s ou t for menor do que zero ou maior do que n, entao Cy;y = 0, pois sua dimen-
sionalidade nao é comportada em AR™.

Note que o produto regressivo ¢ calculado encontrando o subespago C;) compar-
tilhado por A,y e B,y (equagao ) Encontrar Cy pode ser uma tarefa com-
plicada sem o uso explicito de uma base multivetorial. Entretanto, para o produto
entre blades de base em A R", C(4y € encontrado de maneira simples verificando-se
quais vetores de base sao utilizados para expandir esses blades. Desse modo, a
maneira mais pratica de se avaliar o produto regressivo de dois blades quaisquer é
adotando uma base multivetorial para /A R™ e, de forma analoga ao que foi feito para
o produto externo na equagao , a distributividade sobre a adi¢ao pode ser ex-
plorada a fim de levar a avaliagao do produto regressivo para pares de componentes
vindos dos multivetores A,y e B . Por exemplo, sejam

253
A(g) =aqa1e; N\ ey +ase; Neg+ azex \eg € /\ R,
203
=Bres N ex+ Baer Aes+ Baer Aes € [\ R,
O produto regressivo desses subespagos é dado por:
0(1) = A(2> V B<2> (2.3.11)

= (a1e1 A ea+ager Aes+ ases A e3) (substituicao)
V (,8161 N ex + 5261 N ez + 5362 A 63)

=P (et Aex)V (et Aex)+arfa(er Aes)V (el Aes) (distributividade)
+a183(er Aea)V(ea Aes)+ asfBi(er Aeg) V(e A ea)
+ B2 (e1 Aes) V(er Aes) +azfs(er Aes)V(e2 Aes)
+asfr(eaNes)V(er Aex)+aszfa(eaAes)V (el Aes)
+azBs (e2 Aes) V (e2 A es)

=a1fB2(e1 Nea) V(er Aeg)+a1fs (61 Aea)V (ea Aes) (antissimetria)
—asfi(e1 ANea) V(er Aeg)+asfs (e Aes)V (ex A es)
—azf(e1 Ae2) V(ea Aeg) —azfa(er Aes)V(ex A es)

=aifzer + a1ffze — azfier + apflses — azPBiep — azfaes  (equacao (2.3.10)
= (182 — agf) 1 + (183 — asfr) ea + (a3 — asfa) e3.  (distributividade)

2.4 Meétrica e Alguns Produtos Métricos

Para comparar o peso ou o angulo entre dois subespacos tendo diferentes atitudes,
é preciso definir produtos que dependem da métrica assumida para A R™. Esses
produtos estendem o produto interno de vetores convencional vindo da Algebra
de Vetores para subespagos de dimensionalidade mais alta.
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Figura 2.5: O produto regressivo pode ser usado na construgao de blades como o
subespago compartilhado por pseudovetores. Por exemplo, o vetor ¢ é calculado
como o produto regressivo de A e By).

O produto interno de vetores (denotado pelo simbolo ponto) multiplica dois
vetores arbitrarios e retorna um valor escalar que caracteriza a relagao métrica
entre esses vetores:

a-b=Q(a,b), (2.4.12)

onde Q é uma funcao escalar que define a métrica do espaco vetorial R™.
O produto interno de vetores apresenta as seguintes propriedades:

simetria: a-b=">0- a,
distributividade: a-(b+c¢)=a-b+a-c,
comutatividade de escalares: a - (8b) = B(a - b).

Uma maneira pratica para representar a métrica Q é pelo uso de uma matriz
de métrica, ou tensor métrico,

MH1,1 M12 0 Hin
H21  H22 - MH2n

= . . . . , (2.4.13)
,U/n,l /Jn,2 e /J/n,n

onde M é uma matriz simétrica que codifica o produto interno de pares de vetores
de base {¢;}1, com pu; ; = Q(e;, e5), para 1 <4, j < n.

Uma métrica Q ¢ dita ndo-degenerada quando a - a = Q (a, a) > 0 para todo
vetor a € R", sendo que Q(a,a) serd igual a zero se e somente se a for igual
a zero. Para métricas nao-degeneradas, a matriz de métrica M é simétrica e
positiva-definida. Por outro lado, uma métrica degenerada permite a existén-
cia de algum b € R” onde b-b = Q (b,b) <0, onde Q (b, b) podera ser igual a zero
mesmo quando b nao possua todos os coeficientes iguais a zero. Nesse caso, dizemos
que b é um vetor nulo. Métricas degeneradas produzem matrizes simétricas de
métrica, mas que nao sao positiva-definidas.

O Capitulo [3] mostra como é possivel atribuir significado pratico para a inter-
pretacdo geométrica de subespacos e operacoes da Algebra Geométrica através do
uso de métricas especificas para R™. Por exemplo, se M for uma matriz identidade,
estaremos assumindo métrica Euclidiana, i.e.,
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e o produto interno se reduz ao popular produto escalar de vetores da Algebra
Linear:
a-b=1allb] cosb, (2.4.14)

onde

lall = /o3 + a3+ +a3

define a norma Euclidiana de um vetor £ = aje; + ages + - + ape, € 6 é o merar
angulo entre os vetores a e b. O produto escalar de vetores (equagao ) é
tipicamente utilizado para medir o menor angulo formado por dois vetores.

A Subsecao comenta a notacao especifica utilizada na definigao de espagos
métricos. As Subsecoes [2.4.2] R.4.3] e [2.4.4] apresentam trés extensoes do produto
interno de vetores para blades de qualquer grau. Esses produtos serao utilizados no
decorrer deste livro e sao suficientes para modelar solugoes de praticamente qualquer
problema pratico. Consulte Dorst et al. [10] e Perwass [31] para a defini¢do de outros
produtos métricos (i.e., produtos que dependem da métrica de R™).

2.4.1 Assinatura da Métrica

A assinatura da métrica Q de um espaco vetorial R™ corresponde a quantidade de
valores proprios positivos (p), negativos (¢) e iguais a zero (r) contidos na diagonal
principal de uma matriz de métrica diagonal. Essa matriz diagonal equivale & matriz
de meétrica resultante da decomposicao direta da funcao Q em uma base vetorial
para R". Ou seja, se a matriz M (equagao (2.4.13))) corresponde a representagao da
métrica Q (equagao ) de um espaco vetorial R, podemos obter a assinatura
(p,q,r) de Q pela diagonalizagdo de M, seguida pela contagem de quantas entradas
positivas, quantas entradas negativas e quantas entradas iguais a zero ha na diagonal
da matriz obtida pela diagonalizagao. Se a matriz diagonalizada é n X n, entao o
nimero possivel de sinais positivos pode tomar qualquer valor 0 < p < n, enquanto
que o numero possivel de sinais negativos pode tomar qualquer valor 0 < g <n —p
e a quantidade de zeros serA r =n —p — q, para n > 0.

Um espago vetorial n-dimensional com assinatura (p, g, ) é denotado por RP:%".
Na pratica, o que essa notacao define ¢ uma base {e;}!'; para espago vetorial,
composta com n = p 4+ g + r vetores ortogonais, onde os vetores de base apresentam
a seguinte relagao métrica:

+1 ,sei=jel<i<p,
eire; =12 —1 ,sei=jep<i<p-+yq,
0 , caso contrario.

Ou, colocado na forma de uma matriz de métrica, os primeiros p elementos na
diagonal principal da matriz sao iguais a um, seguidos por ¢ elementos iguais a
menos um e r elementos iguais a zero, totalizando n elementos.

Quando r =0, o simbolo r é omitido e a notacao RP*%" & simplificada para
RP:4. Quando tanto r = 0 quanto ¢ = 0, a notacdo R?¢ & simplificada para R™°.
E o caso de espacos Euclidianos, i.e., onde a métrica Euclidiana é caracterizada
por uma matriz identidade. Alguns autores, como nés, reservam o uso da notagao
R™ para espagos vetoriais n-dimensionais onde a métrica nao é especifica e pode
assumir qualquer assinatura. Ja a notacdo R™? deixa claro que trata-se se um
espago vetorial n-dimensional com métrica Euclidiana. Quando ¢ = 1, dizemos que
o0 espaco é pseudo-Euclidiano. No Capitulo 3| espacos métricos R0 serdo usados
na construgdo de um modelo homogéneo de geometria (Segao , enquanto que
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espacos métricos R¥T11 serdo usados na construcao de um modelo conforme de
geometria (Segao|3.3). Em ambos os casos, d corresponde ao nimero de dimensoes
do espago Cartesiano onde as entidades geométricas de interesse (e.g., pontos, retas,
planos, circulos, esferas) residem. As dimensoes adicionais sdo incorporadas pelo
modelo de geometria.

Uma Algebra Geométrica (ou Algebra de Clifford) construida sobre RP:¢" ¢
denotada por C¥,,,. Ou seja, uma algebra que faz uso do espago multiveto-
rial A RP4",

2.4.2 O Produto Escalar de Blades

O produto escalar de blades é denotado por * (o simbolo asterisco) e estende
o produto interno de vetores para subespagos tendo a mesma dimensionalidade. O
resultado da aplicagao desse produto é um valor escalar que caracteriza a relagao
métrica entre os subespacos. Quando utilizados na multiplicagao de blades com
dimensionalidades diferentes, o resultado é zero.

O produto escalar é um mapeamento:

k k 5 k
e: \ R x N\ R” %RW, (2.4.15)

e apresenta as seguintes propriedades:

simetria: Ay * By = By * Ay,
distributividade: A<T> * (B<S> + O<t>) = A(r) * B<s> + A(r} * C(t)>
comutatividade de escalares: Ay * (BBsy) = B(Aqy * Bigy).

E importante ndo confundir o produto escalar apresentado aqui com o produto
escalar de vetores da Algebra de Vetores (equagdo ) O primeiro opera
sobre k-blades, para 0 < k < n, e sob qualquer métrica. O segundo, por sua vez,
opera apenas sobre vetores sob a métrica Euclidiana.

O produto interno de vetores (equagao ) é o caso especial do produto
escalar para 1-blades. Tal compatibilidade implica que a métrica assumida para o
espaco vetorial R™ se estende de forma automatica para blades em /\k R"™. Também,
tal equivaléncia permite a comparagao entre dois subespagos tendo dimensionali-
dade mais alta, mas usando os mesmos principios e intuicoes bésicas adotadas para
vetores. Por exemplo, em um espago Euclidiano, o produto escalar entre k-blades
é escrito como:

Aty * Buwy = [| A || [| By | cos 6. (2.4.16)

Logo, conforme mostra a Figura[2.6, para k = 1 (Figura[2.6a) e k = 2 (Figura[2.6),
o produto escalar de blades pode ser usado para calcular o menor angulo formado

entre dois subespacos de mesma dimensionalidade quando a métrica do espago total
for Euclidiana.
Na equacao (2.4.16)), || Ax) H é a norma reversa de um blade. O quadrado da

norma reversa é calculado como:

[ Ak

H2 = A(k) * Z(m, (2.4.17)

onde B
A(k) = (—l)k(k_l)/2A<k> (2.4.18)

¢ o reverso do subespaco. A operagao de reversao decompoe um blade A, em

fatores vetoriais (e.g., A(xy = a1 Aag A--- A ag) e produz Z(k) pela reversao da
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a A<2>

™

(a) (b)

Figura 2.6: Uso do produto escalar para medir angulos. @Em espacos Euclidianos,
o produto interno de vetores pode ser usado para calcular o menor angulo entre dois
vetores: 01 = cos™! ((a-b) / (||a] ||b]))- @De forma similar, o produto escalar in-
troduzido na Segao[2:4.2] permite mensurar o menor angulo entre dois subespagos ar-
bitrarios de mesma dimensionalidade: 85 = cos™! ((A<2> * B<2>) / (HA<2> || ||B<2> H))

ordem empregada aos vetores na fatoracao (e.g., Z(’c) =ap N ag_1 N+ Aap). Logo,
por conta da antissimetria do produto externo, a operagao de reversao pode produzir
a troca de orientacdo (sinal) em funcdo do grau k do subespago (equagao )
A troca de sinal sob reversao exibe o padrao + + — — + + — — --- sobre os
valores de k, para k > 0. O uso de reversao na equagao serve para cancelar a
troca seletiva de sinal que a operagao Ay * A introduziria no calculo do quadrado
da norma reversa.

A operacgao de reversao é distributiva sobre a adigdo. Logo, ela pode ser aplicada
a multivetores quaisquer e avaliada diretamente sobre os blades de base, agindo
sobre o sinal dos coeficientes associados a esses blades. Por exemplo, seja M um
multivetor qualquer definido para a base A\ R? conforme a equacio , 0 Teverso
de M é dado por

M =ml+mner +n3e2 +maes
— T5€1 A €2 — M6 €1 A €3 — 17€2 A €3 — 1g€1 A €2 A €3.

Note que os coeficientes associados aos blades de base de graus zero e um nao
tiveram o sinal trocado, ao passo que os coeficientes dos blades de base de graus
dois e trés tiveram o sinal trocado por causa da reversao.

Este capitulo nao apresenta um algoritmo para avaliagao do produto escalar con-
siderando um espago métrico arbitrario, assim como nao apresenta procedimentos
para resolver qualquer outro produto métrico da Algebra Geométrica. Isso porque
a Subsecao mostra que alguns produtos bilineares (e.g., A, *, | e |, sendo os
dois tltimos introduzidos nas Subsegoes e respectivamente) podem ser
definidos em termos de um produto mais geral, o produto geométrico (Secao ,
para o qual uma derivacao é descrita. Algoritmos e questoes computacionais para
a implementacao pratica da Algebra Geomeétrica sao apresentados no Capitulo

2.4.3 A Contracao a Esquerda

Um dos produtos métricos mais importantes e tteis da Algebra Geométrica é a
contracdo a esquerda, que é denotada por |:

C(S,” = A<T> J B<S>. (2.4.19)
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Figura 2.7: Intuigao geométrica para o célculo da contragao de a sobre B sy em um
espaco Euclidiano R39. @Primeiro, o 1-blade a é projetado ortogonalmente sobre
Byay, resultando no vetor p. Entao, os vetores a e p sao operados sob o produto
escalar, resultando no valor escalar . @ Em seguida, v escala a por¢ao de Bjo)
que é ortogonal a a e a p, resultando em c.

Sua interpretacao geométrica pode ser descrita da seguinte maneira: remover de
B,y aparte que é “mais parecida” com A, retornando a por¢ao Cis_,y C By, que é
“menos parecida” com A, na métrica assumida, devidamente escalada pela relagao
métrica entre A,y e o que é mais parecido em B(,y. Entende-se por “aparéncia” uma
indicacdo que vem da métrica. Por exemplo, |a - b| = 0 indica que os vetores a e b
s@o pouco parecidos, se contrastados a vetores ¢ e d que levam a |¢ - d| = 3 em uma
dada meétrica e onde || representa o médulo de um nimero real.

Na equagao , se Ay inclui ao menos um fator vetorial que é ortogonal
a B, entao o resultado é zero, pois a condigao C,_,y C Bs) nao pode ser satis-
feita. Logo, & preciso ficar atento & ortogonalidade de A, e B antes de fazer
uso da interpretacdo geométrica descritiva apresentada no pardgrafo anterior. A
Figura @ ilustra o caso de um vetor a contraido em By, resultando no vetor c.
Um espaco Euclidiano R3? ¢ assumido para este exemplo. Na Figura o vetor
p ¢ a projegao de a em Byy. Esta ¢ a parte em B3 que ¢ mais parecida com a.
Quando a contragao & esquerda é aplicada, a e p sao multiplicados pelo produto
escalar de blades (Segao , resultando em um valor escalar . Na Figura m
a parte de B(g ortogonal a a é entdo escalada por v, resultando no vetor c. Note
que a orientagao de ¢ é consistente com a orientacao tanto de p quanto de By. E
importante comentar que p nao precisa ser calculado explicitamente para a avalia-
cao da contracao a esquerda, pois a projecao de a é resolvida implicitamente pelo
produto. Se nesse exemplo a fosse perpendicular a By, a projecao de a em By
seria igual a zero, levando c¢ a ser igual a zero.

A contracao a esquerda define um mapeamento:

AR x AR AR

Note que tal mapeamento generaliza a equagao (2.4.15)), quando r = s. Portanto, o
produto escalar de blades é um caso particular de contragao a esquerda,

Ay ] By = Ay * By,

e os trés produtos métricos apresentados até o momento sao equivalentes quando
aplicados a 1-blades:
a-b=axb=a]b.



22 Fundamentos de Algebra Geométrica

As propriedades da contragao & esquerda sao:

simetria: Ay | Bisy = Bisy | Ay (se e somente se 7 = s),
distributividade: A<T> | (B<s> + C<t>) = A<T> | B(s> + A<T> | C<t>7
comutatividade de escalares: Ay | (BBsy) = B(Apy | Bisy)-

A contragdo a esquerda ¢ nao-associativa, i.e., Ay | (B<S> | C<t>) nao é igual
a (A(r> | B<S>) | Ciyy. E facil verificar a nao-associatividade, pois basta constatar
que o grau do blade resultante da primeira operagao é diferente o grau do blade
resultante da segunda, i.e., t —s—1r #*t—s+r. Entretanto, existe um par de
identidades, conhecidas como relagoes de segunda dualidade, que possibilitam a
associatividade considerando operagoes de contragao a esquerda e produto externo.
A primeira relacao é valida para quaisquer trés blades:

Ay ] (Bisy | Cty) = (Amy A Bisy) | Cray.- (2.4.20)

A segunda relagao ¢ valida apenas quando A, ¢ um subespago contido ou de mesmo
grau e atitude que Ciyy:

(A(m J B<S>) J C(t> = A<T> A (B(s> J C<t>) 5 quando A<r> - C(t>. (2.4.21)

A interpretagio geométrica das expressoes Ay | (B | Ciy) e (A | Bisy) | Cy,s
e a verificagdo das entidades apresentadas nas equagoes (2.4.20)) e (2.4.21)) sdo su-
geridas como exercicio no fim deste capitulo.

A contragao a esquerda é muito util na solucao de problemas geométricos. Ela
permite o desenvolvimento de solugoes onde o significado geométrico é escrito di-
retamente como equagoes algébricas. Por exemplo, veja como o vetor de projegao
p na Figura pode ser calculado a partir de a e Bs), usando a contragao a es-
querda em um espago com métrica Euclidiana. Conforme ilustrado na Figura [2.75]
¢ = a | By € o subespago contido em By e ortogonal a a e, consequentemente,
a p. Portanto, a partir da interpretacao geométrica da contracao & esquerda, po-
demos afirmar que p = ¢ | B(y). De fato, o vetor c¢ contraido sobre By resulta
em um vetor intimamente relacionado a p, o vetor p’. Conforme é mostrado na
Figura p' = c | By possui a mesma atitude que p mas peso e orientagao dife-
rentes, pois p’ é consistente com o peso e orientagao de c e B(3). Tomando o inverso
de Bzy, obtemos um subespago 2-dimensional com a mesma atitude que B(g), mas
com orientagao diferente e peso inverso. Com o inverso de By, conforme ilustrado

na Figura [2.8b] podemos calcular p = ¢ | Bé; e escrever a equagao de projecao de

vetores, para um By, qualquer, como:

_ —1
p=cl By B (2.4.22)
= (aj B<k>) ] B(k)’
onde ~
B
Byl = —L (2.4.23)
1B |

¢ o inverso do blade By, H B *¢0 quadrado da norma reversa (equagao (2.4.17))
e §<k> ¢ o reverso (equagao (2.4.18))) de Byy. Logo, o inverso de um blade também
é um blade, mas com o inverso do peso original e, eventualmente, com orienta-
Gao oposta, definida de acordo com o grau k. Como consequéncia, By * B@; =1.

Quando ||B<k> H2 = 0, dizemos que o blade By ¢ um blade nulo.
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Figura 2.8: Intuicao geométrica para o calculo da projegao ortogonal p de um vetor
a sobre B em um espago Euclidiano R3O, Conforme mostra a Figura
¢ = a | By ¢ um subespago contido em By e ortogonal a a e a p. Aqui, o ve-
tor p’' = ¢ | By possui a mesma atitude que p, mas peso e orientagoes diferentes.
Para corrigir esses atributos no vetor resultante, devemos usar o inverso de By)

e calcular p como p = ¢ | B<2>1.

Uma maneira algébrica de justificar a avaliacao da projecao ortogonal de um
vetor (Figura , construindo a expressao tanto com By quanto com B@;, é
observar que a magnitude e orientagao de By, escalam o resultado da operagao
a ] By na equacao . Essa escala precisa ser compensada. Ao operar o
resultado de a | By com B@;, tanto a magnitude quanto a orientagao em B@; di-
videm a magnitude e a orientacao de By, mantendo o peso do subespaco resultante
equilibrado.

Para o caso geral, i.e., em um espago métrico arbitrario e para blades arbitré-
rios, a equagao da projegao ortogonal de um blade A,y em um By, ¢ ligeiramente

diferente da equagao ([2.4.22)):

Py = (40 1 B} ) 1 By (2.4.24)
Na prética, é melhor definir o operador de projecao usando o inverso de By na
primeira contracao presente na equagao , ao invés de usar o inverso como
operando da segunda contracao, conforme sugerido na equagao (2.4.22). Em um
espago Euclidiano (como o da Figura e equagao (2.4.22))), o resultado de ambas
as abordagens é o mesmo. Entretanto, para espagos com métrica nao-Euclidiana,
By pode ser um blade nulo. O inverso de blades nulos nao é definido. Nesse caso,
seu inverso é substituido pelo reciproco relativo a contragéo (o sistema reciproco de
coordenadas é introduzido formalmente na Segao . O reciproco de B, pode ter
uma atitude diferente de B, . Como consequéncia, a equagao garante
a produgdo de um subespago em By, enquanto que a equagao (2.4.24) sempre
o garante, pois o resultado da contracao é, por definicdo, um subespago contido
em B<S>

2.4.4 A Contragao a Direita

A intuicdo geométrica que descreve a contracao & esquerda A,y | By é claramente
assimétrica para o caso geral, pois esse produto consiste em remover de B, a parte
que é “mais parecida” com A,y. Simetria é obtida se e somente se r = s. Nao ¢ dificil
imaginar que a mesma intuigao poderia ser aplicada na definicao da contragao a
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direita, A | By, onde o resultado é a porgao contida em Ay e que é “menos
parecida” com B, na métrica assumida.
A contracao a direita define um mapeamento:

T S r—s
AR AR - AR
com propriedades analogas as da contragao a esquerda:

simetria: Aqy | Bisy = Brsy | Ay (se e somente se 7 = s),
distributividade: A<T> |_(B<s> + C<t>) = A<r> |_B<s> + A<T> |_ C<t>7
comutatividade de escalares: Ay | (BBsy) = B(Awy | Bisy)-

Na Subsegao 2:4.3] a contragao a esquerda foi usada na defini¢do da projecao
ortogonal de um vetor a, em subespagos de dimensionalidade arbitraria B, (equa-
Gao . Usaremos a contragao a direita para definir outra operagao de bastante
interesse geométrico, denominada rejeicao ortogonal de a por By:

r=(aABuy) | By (2.4.25)
A rejeigao ortogonal resulta em um vetor que é perpendicular a Byyy. Essa operagao
seré de interesse particular no Capitulo [5] para a defini¢ao de um algoritmo para
calculo de intersecgao e de uniao de subespagos (Algoritmo .

Ao operar vetores (r = s = 1), a contracao a direita se reduz aos outros produtos
métricos vistos anteriormente:

a-b=axb=alb=ua]b.

A contracao a direita pode ser calculada diretamente do resultado da contracao
a esquerda:

—_~—

_ (D 1 _ s(r+1) r (s
Clr—sy = Airy L Bisy = (B<s> ] A(r}) =(-1) BB | Ay (2.4.26)

Seu uso pratico em substituicao & contracao a esquerda é uma questao de gosto ou
conveniéncia na aplicacao de sua interpretagao geométrica.

2.5 Co-Base e Sistema Reciproco de Coordenadas

A base {e;}]; de um espaco vetorial métrico R™ induz & definicdo de uma co-
base. Um elemento da co-base relacionado ao vetor de base e; é denotado por
¢;. Ele ¢ definido como o produto externo dos elementos de base remanescentes.
Consequentemente, o produto externo de um dado elemento de base com seu ele-
mento de co-base relacionado é igual ao pseudo-escalar unitario positivo do espago
n-dimensional:

eiNei=e Neag N Aey = Iy. (2.5.27)

Desse modo, a co-base de ¢; é dada por

e=(—1)""Ter Aea A NG A Aen, (2.5.28)

onde ¢; indica que e; nao esti presente nessa sequéncia de produtos externos. A
definigao de co-base é valida para espagos n-dimensionais com qualquer métrica.
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Conforme sugerem as equagoes (2.5.27) e (2.5.28]), a co-base depende apenas do
produto externo. Logo, sua defini¢ao é independente da métrica do espago.

Para cada vetor de base e; existe um vetor de base reciproco ¢’, definido
como

e =e | I (2.5.29)

P . . . YN
Os vetores reciprocos de uma base vetorial formam por si s6 uma base {61}171

n - .
em R™. As duas bases, {e;};_, e {el}iﬂ, sao mutuamente ortonormais para qual-
quer espago métrico. Ser mutuamente ortonormal significa

eiel=ei| () 11)
= (—1) e | ((el/\eg/\-~-/\e”j/\---/\en)jI_1>
= (-1 (e Ahe A A NG A Aen) | I
:(5i’j(elAeg/\~-~/\en)JI<;§
=il ] 1y
=i (2.5.30)

onde §; ; é o delta de Kronecker:

1 ,8€e1 =17,
dij = .
0 ,8e i # j.
O passo de manipulagdo algébrica que leva da segunda para a terceira linha da

equagao (2.5.30) aplica a identidade apresentada na equacao (2.4.20). Na equa-
( 0

¢ao ([2.5.30), o delta de Kronecker indica se e; € eg Aea A--- A€ A---Ae, sao
linearmente independentes. Isso s6 ocorre quando ¢ = j, levando a

(1) (e Ae Aeas A AG A Aen) = Ly

O termo (—1)’ ~! & cancelado pela aplicagao da antissimetria do produto externo
(j — 1) vezes, ao posicionar e; no lugar do e; ausente. Caso i # j, o resultado da
equagcao é zero por dependéncia linear.

Sistemas reciprocos de coordenadas sdo especialmente tteis, pois permitem um
tratamento consistente e conveniente de bases nao-ortonormais. Eles sao bastante
conhecidos na Algebra Linear convencional, onde costumam ser formulados em ter-
mos de menores de certos determinantes. Por exemplo, no célculo dos cofatores de
matrizes quadradas, os primeiros menores sao obtidos como os determinantes das
submatrizes resultantes da remocao de exatamente uma linha e uma coluna da ma-
triz original, multiplicados por —1, conforme a linha e coluna removida [27]. Para
ilustrar a utilidade de sistemas reciprocos em Algebra Geométrica, lembre-se que,
no fim da Subse¢ao foi indicado o uso do reciproco de um blade na avaliacao
de projecoes ortogonais sobre subespagos que nao podem ser invertidos na base
original.

2.6 O Produto Geométrico

O produto geométrico (ou produto de Clifford) é o produto fundamental na
Algebra Geométrica por dois motivos: (i) ao contrario dos outros produtos, o pro-
duto geométrico é inversivel; e (ii) quase todos os produtos bilineares apresentados
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(i.e., A, %, | e |) podem ser definidos em termos dele. Pela combinagao dessas duas
caracteristicas, o produto geométrico é uma ferramenta muito poderosa na solu-
cdo de problemas geométricos. Ao adquirir préatica no uso da Algebra Geométrica,
o leitor notara que o significado geométrico oferecido por produtos mais simples,
como o produto externo e a contracao a esquerda, serd muito 1til na elaboracao de
solucoes para problemas geométricos. Uma vez encontrada uma solugao inicial, a
solugao final costuma ser aprimorada pela substituicao dos produtos convencionais
pelo produto geométrico, sempre que possivel, e fazendo uso de sua inversibilidade
durante manipulagoes algébricas, visando a simplificacao da solucgéo.

O produto geométrico nao possui nenhum simbolo especial e é denotado por uma
Justaposicao simples dos operandos. Para valores reais (i.e., subespagos 0-dimensi-
onais), ele é equivalente & operagdo de multiplicagdo de escalares. Para vetores, o
produto geométrico é definido como a combinagao linear do produto interno (equa-
¢ao (2.4.12))) e do produto externo (Segao :

ab=a-b+aANb. (2.6.31)

E interessante observar que dois produtos néo inversiveis possam ser usados para
definir um produto inversivel. A Figura[2.9)ilustra a ndo-inversibilidade do produto
interno e do produto externo. Na Figura a - b; resulta no mesmo valor ~
para todo b;. De mesmo modo, a Figura mostra que E(3, pode ser expandido
como ¢ A dj, impedindo o calculo de um vetor d inequivoco, a partir de subespacos
E2y e c. Entretanto, pela combinagao das saidas do produto interno e do produto
externo, é obtido um produto inversivel que pode ser usado para recuperar o vetor
desconhecido, z, que satisfaz C' = zb, para o multivetor C' e o vetor b informados.
A solugao é escrita como

x=0C/b, (2.6.32)
implicando em
C/b=(xb)/b
= (zb) b~ ! (2.6.33)
=z (bb_l) =z,

onde / denota o produto geométrico inverso (simbolo de divisdo o direita).
Note, a partir da equagao , que ter um produto inversivel nos permite dividir
por vetores. Portanto, o “divisor” b precisa ser inversivel. Note também, a partir
da equacgao , que um produto inversivel para vetores torna a manipulagao
de subespagos tao simples quanto a manipulagao de ntimeros reais.

Na equagao , quando a - b = 0, o resultado do produto geométrico é o
subespago expandido como o produto externo de a e b. Por outro lado, quando
aAb =0, o resultado é o valor escalar calculado como o produto interno dos ve-
tores a e b. Em ambos os casos, o produto geométrico de vetores retorna um
subespago. Entretanto, quando ambos a - b e a A b nao sao iguais a zero, o produto
geométrico produz um multivetor de grau misto. A Secao mostra que elementos
calculados como o produto geométrico de uma quantidade par de vetores inversiveis
(i.e., vetores com norma diferente de zero) sao chamados versores, que, por sua
vez, sao estruturas que codificam transformacoes ortogonais em espagos sob a mé-
trica Euclidiana, ou outras transformagoes sobre métricas mais elaboradas (o topico
sera aprofundado no Capitulo .

O produto geométrico pode ser generalizado para operar elementos de dimen-
sionalidade mais alta. Infelizmente, para dimensoes arbitrarias, costuma ser dificil
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—» d E<2;=c/\611

(a) (b)

Figura 2.9: O produto interno e o produto externo nao sao inversiveis. @ Existe
um conjunto infinito de vetores b; cujo produto interno a - b; resulta no mesmo valor
5. @ De maneira similar, E(3, pode ser construido como o produto externo ¢ A d;
para uma infinidade de vetores d; em E(y).

prover uma intuicdo e/ou descrigao ilustrativa da interpretagao geométrica deste
produto. Por ora, é interessante indicar a existéncia de uma identidade universal-
mente valida, que generaliza a equagao para o produto geométrico entre
vetores e multivetores em um espaco métrico qualquer:

aB=a|B+aAB. (2.6.34)

A definicao geral do produto geométrico entre dois multivetores quaisquer é apre-
sentada apenas na Subse¢ao [2.6.3] As equagdes incluidas representam a maneira
mais conservadora de descrever o produto geométrico, sendo que esta também pode
ser utilizada com qualquer espaco métrico. Na Subsegao explicaremos como é
executada a avaliagao do produto geométrico no caso particular de espagos com mé-
trica ortogonal. Na Subse¢ao [2.6.2] apresentamos uma alternativa para a avaliagao
do produto geométrico em métricas nao-ortogonais, mas baseada na decomposicao
de valores singulares. Ou seja, sairemos temporariamente dos dominios da Algebra
Geométrica para trabalhar com Algebra Linear convencional. Essas duas formas
de avaliar o produto geométrico sao apresentadas porque acreditamos que elas pos-
sam ajudar na compreensao da mecanica por tras desse produto. Entretanto, vale a
pena ressaltar que o conjunto de equagoes apresentado na Subsegao [2.6.3| prové uma
definicdo mais elegante, por ser composta exclusivamente por operacoes da Algebra
Geomeétrica.

Conforme comentado anteriormente, o produto geométrico pode produzir mul-
tivetores de grau misto. Logo, ele define um mapeamento

AR x AR" = AR",
com as seguintes propriedades:
distributividade: A(B+ C) = AB+ AC,
associatividade: A(BC) = (AB)C,
nao-comutatividade no caso geral: 3 A;B € AR"™ : AB # BA.

A partir da ultima propriedade, é preciso ficar atento a ordem em que os operandos
sao informados, pois ela importa ao avaliar um produtoério de produtos geométricos.
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A tnicas excegoes sao: quando pelo menos um dos operandos é um valor escalar
(i.e., comutatividade de escalares, A(8B) = S(AB)); quando o produto geométrico
pode ser substituido por um produto escalar de blades (que é comutativo); ou
quando os operandos codificam transformagoes ortogonais (e.g., duas rotagbes em
planos disjuntos, por exemplo, em espagos R™’ com n > 4).

Note que a nao-comutatividade do produto geométrico no caso geral implica que
o produto geométrico inverso também é nao-comutavel no caso geral. Na expressao

C=A/B=AB!, (2.6.35)

A, B, e C sao multivetores quaisquer. Devido a nao-comutabilidade, devemos
sempre lembrar que o operador / é a divisdo a direita por B. Além disso, note a
partir da equagao que ter um produto inversivel nos permite “dividir” por
multivetores. Portanto, o “divisor” B precisa ser inversivel. A expressdo para célculo
do inverso de um blade inversivel é apresentada pela equagao . Além de
blades, na Secao [2.9] estaremos interessados em outro tipo de elemento que pode ser
codificado em multivetores: nominalmente, os versores, cuja definigdo e expressao
de inversao serao introduzidas no momento apropriado. A inversibilidade de um
multivetor arbitrario é possivel, mas nao é de interesse nos topicos abordados neste
livro. Isso porque multivetores arbitrarios nao sao produzidos pelos produtos e
operagdes convencionais da Algebra Geométrica. Consulte Dorst et al. [I0] para
uma discussao sobre a inversao de multivetores arbitrarios.

2.6.1 Avaliagao em Métricas Ortogonais

O produto geométrico de dois multivetores quaisquer, A e B, produz um multivetor
C' como resultado:
C=ABe \R" (2.6.36)

Uma vez definida uma base multivetorial para A R", o primeiro passo para avaliar
o produto de A por B consiste na aplicagao das propriedades de distributividade
sobre a adigdo e da comutatividade de escalares. Como consequéncia, teremos o
somatoério do produto geométrico de cada componentes de A por cada componente
de B, reduzindo o problema para a avaliagao do produto geométrico entre pares de
blades de base, escalados por seus respectivos coeficientes. Por exemplo, sejam

A= a1er N\ e+ aser A e3 + a3 ég A\ e3 € /\R4,
B=pie1 Aex+ Paer Nes+ Baex Aeg € [\RY,
a equagao (2.6.36)) é reescrita como

C=ai1f (e ANea)(er Aex) +aifa(er Ae)(er Aey)
+a183 (e1 A e2) (e2 A ea) + B (e1 A e3) (e1 A e2)
+agfBa(e1 Aes)(er Aey)+ asBs (e Aes)(ea A ey)
+azBi(e2 Aes)(er A ea) +azBa(ea Aes)(er A es)
+azBs(ea Nes)(eaNey). (2.6.37)

Quando a métrica do espaco R™ é ortogonal, a avaliacdo do produto interno de
vetores de base {e;}?_, se divide em dois casos:

i i ,8€ 1 =7,
A 2.6.38
“rY {0 se i # 7, (2.6.38)
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para fi;; € R0 e 1 <4,j <n. O uso de uma métrica ortogonal implica na
simplificagao da avaliagao do produto geométrico entre blades de base, pois torna-se
possivel substituir o produto geométrico pelo produto externo, e vice-versa, sempre
que for conveniente. Isso porque

eej=¢€-€e+eNe=eNe Vi#j. (2.6.39)

A equivaléncia entre produtos externo e geométrico indicada na equagao (2.6.39)
permite a reescrita da equacao (2.6.37) como

C=a1fre1exerex + aifaereseres + aifzerexenes
+ogBiereseren + asfaereseres + axfizerezerey

+ azfieseser e + azfBaeseger eq + azfzesezeney. (2640)

Na equagao , a associatividade do produto geométrico é utilizada para re-
mover os parénteses incluidos na equacao (2.6.37).

Observe que os produtodrios de vetores de base exibidos na equagao
podem ser classificados em um de dois casos: (i) multiplicam fatores com indices
distintos; ou (ii) multiplicam fatores com pelo menos um indice repetido. Como
exemplo do caso (i), temos o componente asf3e1ez3ezes. Em uma situagdo como
essa, fica evidente que os produtos geométricos podem ser substituidos por pro-
dutos externos, pois todos os fatores sdo independentes (equagao (2.6.39))). Apos
a substituicao, é preciso reordenar os fatores para que fiquem na ordem candnica
assumida para a base do espago multivetorial. A ordenacao é feita aplicando-se a
propriedade de antissimetria do produto externo. Logo, a orientagao do blade deve
ser alterada a cada permuta de pares de vetores consecutivos no produtoério. Por
exemplo:

(12,@361 A €3 A\ () N €4

apfzeesezey

= —anflze; A e A eg A ey.

Note que, por antissimetria, o sinal do resultado é alterado porque es e e3 trocaram
de posigao.

O componente asf1e;e3e; e, na equacgao , é um exemplo do caso (ii).
Para tratar esse caso, a antissimetria do produto externo, herdada pelo produto
geométrico de vetores independentes, é aplicada para aproximar fatores de mesmo
indice. Uma vez lado-a-lado, o produto geométrico entre vetores dependentes é
substituido pelo produto interno, sendo esse produto avaliado conforme a métrica
ortogonal do espaco (equagdo (2.6.38)). O par de vetores dependentes de indice ¢
déa lugar a um valor escalar y1; ;. O procedimento é repetido até que nao exista mais
nenhum par de fatores dependentes no produtoério. Por fim, os produtos geométricos
sao substituidos por produtos externos e os fatores independentes remanescentes sao
reordenados para que fiquem na ordem canénica assumida para a base do espago
multivetorial. Por exemplo:

azfBierezeres = —azfBiezereren
= —asfies(er-e1) e
= —Oézﬁl,um €362
= —afBip1,1e3 N e

= azBipr1e2 A e3.
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Avaliando todos os componentes ao lado direito da equagao (2.6.40) conforme
cada caso, chegamos a

C=—a1fip1,1p2,2 — a1fapir1ea A eg + aifzpzzer A ey
+ogBip1e2 Aes —aofapiries A es —aflzer Aea Aeg A ey
— 043,81/11272 e1 Nes+ agfaer ANeg Aes A ey — Ot3ﬂ3,u272 es N\ eq. (2641)

O dltimo passo da avaliaggo do produto geométrico dos multivetores A e B
consiste em aplicar a propriedade de distributividade sobre a adigao para coletar os
componentes que escalam o mesmo blade de base na equagao ([2.6.41)):

C = —a1Bip,1 2,2 — asBia2e1r A ez + a1 Bapioner N eq
+aofBiprea Nes — oy fapnea A ey — (afapinn + asfBapiag) e3 A ey
+ (a3f2 —azfs) er ANea Aeg Aes. (2.6.42)

E importante comentar que o resultado do produto geométrico de dois blades de
base sempre resulta em outro blade de base em espagos multivetoriais com métrica
ortogonal. Essa propriedade nao é garantida em métricas arbitrarias. Nesse caso,
o resultado pode ser uma combinacao linear de mais de um blade de base. Tal co-
mentario é relevante, por exemplo, ao se considerar estratégias para implementagao
de uma biblioteca de Algebra Geométrica, que se mostra mais simples sob métricas
ortogonais.

2.6.2 Avaliagcao em Meétricas Quaisquer por Decomposicao
em Valores Singulares

Conforme apresentado na Subse¢ao[2.6.1} a avaliacao do produto geométrico em mé-
tricas ortogonais € simples e elegante. Infelizmente, a mesma simplicidade descritiva
nao é compartilhada pela avaliagao do produto geométrico para o caso de métri-
cas quaisquer, especialmente quando a definicao algébrica do produto é colocada
em termo de operaces dentro dos dominios da Algebra Geométrica. Por esse mo-
tivo, reservamos a Subsecao [2.6.3 para apresentar a formulagao classica para o caso
geral. Nesta subsecao, apresentaremos o meio-termo entre a simplicidade descri-
tiva do caso sob uma métrica ortogonal e a generalidade alcangada pelas definigao
classica. O prego que pagaremos por isso serd a necessidade de sair temporaria-
mente dos dominios da Algebra Geométrica e usar ferramentas da Algebra Linear
convencional.

De acordo com o Teorema Espectral da Algebra Linear, todo operador simé-
trico é diagonalizavel [27]. Visto que matrizes de métrica sdo matrizes simétricas
(Segao , isso implica que elas podem ser diagonalizadas, permitindo mapear
o problema de avaliagao do produto geométrico em métricas quaisquer para um
contexto onde a avaliagdo acontece sob uma métrica ortogonal (exatamente o caso
abordado na Subsegao e, por fim, mapear a solugao de volta para o espago
métrico original.

Seja M uma matriz de métrica (equacio ), esta pode ser decomposta na
forma

M = QsQ7, (2.6.43)

onde Q é uma matriz ortogonal cuja i-ésima coluna é o autovetor ¢; de M e S é uma
matriz diagonal cujo i-ésimo elemento na diagonal principal é o autovalor A; de M.
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Essa decomposigao é chamada de Decomposigdo em Valores Singulares (ou SVD,
do inglés Singular Value Decomposition) [27].

Dados dois multivetores A e B definidos como a combinacéo linear de blades de
base em um espago multivetorial A R™, com métrica M qualquer, esses multivetores
podem ser mapeados para um espaco multivetorial /\/ R™, com métrica ortogonal,
através da aplicagdo de uma mudanga de base codificada pela inversa (ou transposta,
por ortogonalidade) da matriz Q de autovetores:

fi=Q"e, (2.6.44)

onde {¢;}7; é a base vetorial original de R™ a partir da qual A R™ é construido,
enquanto que f; = aje] + aseb + -+ anel, € o vetor e; mapeado, escrito como
uma combinagao linear dos novos vetores de base {e!}"_;, definidos como uma base
candnica ao lado esquerdo da igualdade da equagao . Ou seja, 0 mapeamento
de A e B para um espago métrico ortogonal consiste em transformar cada vetor e;
de base {e/}?_, e substituir, nos blades de base de A R", os vetores originais pelos
vetores f;. Tal substituigio leva & reescrita de A ¢ B como A’ € A R" e B’ € \' R™,
i.e., combinagdes lineares de elementos de base com fatores e;.

Uma vez no espago multivetorial construido sobre a base vetorial {e/},, o
produto de A’ por B’ é avaliado conforme o procedimento descrito na Subsegéom
mas tendo como métrica ortogonal (equagao ) a matriz S de autovalores
(equagao ) O resultado do produto é um multivetor ¢’ € A R™.

O ultimo passo da avaliagao do produto geométrico de A por B consiste em
mapear C’ do espago com métrica ortogonal S de volta para o espago com métrica M.
O mapeamento é feito invertendo a relagao expressa pela equagao ([2.6.44)):

g = Qel. (2.6.45)

Na equagéo (2.6.45), g; = fre1 + Baea + -+ - + Bnen € 0 vetor ef mapeado de volta,
escrito como uma combinagdo linear dos vetores de base {¢;}7~;. O multivetor re-
sultante C' é obtido pela substitui¢do dos fatores e, em seus blades de base pelos
vetores correspondentes g;, seguido pela reorganizagao dos termos como a combi-
nagao linear dos componentes de base em A R™.

2.6.3 Formulagao Classica para o Caso Geral

Esse subsecao apresenta a defini¢ao algébrica do produto geométrico de dois blades
quaisquer. Explorando a distributividade sobre a adigao, as expressoes apresentadas
podem ser usadas na avaliagdo do produto geométrico envolvendo pares de blades
de base em A R" e sob qualquer métrica.

Inicialmente, é necessério introduzir o complemento (equacao ) e utiliza-
lo na defini¢ao do produto interior e do produto generalizado de Grassmann
(equagao ), que sao fundamentais para a definicao do produto geométrico
de blades (equagao (2.6.53)).

O complemento de um vetor de base ¢; é definido por

n
e = (52/“7]' €j, (2646)
=1
onde € €0 elemento de co-base (equacdo (2.5.28)) de e; e § é um valor escalar
constante, calculado a partir da matriz de métrica M = [y 5], ., como
1
§=— (2.6.47)

/det (M)’



32 Fundamentos de Algebra Geométrica

A nogao de complemento pode ser estendida de vetores de base para blades
de base, porque o complemento de um blade de base Ej,) =e1 Aea A=+ Aepy €
definido em termos dos vetores de base que o expandem:

Emy=eAezA-Aem=e VeV Ve, (2.6.48)

Na equagao (2.6.48)), V denota o produto regressivo (Segao [2.3.2]).
As equacoes apresentadas até esse momento sao usadas na definicao do produto
generalizado de Grassmann de ordem k,

N @O\ A g
A<T>%B<S> = Z (A(r> (C] BUi)) A B(g—k)’ (2.6.49)

Jj=1

onde v = (;), O denota o produto interior (equagao ) e A & o produto
externo. No produto generalizado de Grassmann, o blade B, ¢ representado usando
todas as j = {1,2,--- ,v} combinagdes de seus fatores, separados em um blade de
grau k e em outro de grau (s — k):

G) r B
A B
o e k) (2.6.50)

@ () p) g
= By N BTy == By A By

By =B

Os fatores de B,y sao os s vetores usados em sua construgao. Por exemplo,
assumindo Bz = b1 A b2 A b3 e k = 2, a equagao (2.6.50) resulta em:

B = B<(21)) A B<(11>) = (b1 Aba) A (b3)
= BE ABE = — (b Abs) A (b) (2.651)
=By ABY) = (baAbs)A(by)

O produto generalizado de Grassmann (equagao (2.6.49))) é composto por uma
parte que nao depende da métrica do espago (i.e., o produto externo, a direita) e
uma parte que depende da métrica (i.e., o produto interior, entre parenteses). O
produto interior de blades A,y e Fiyy (onde Fypy = B(SQ nao é necessariamente igual
a Byy) € calculado como

Ay VF g , para r > k,

Ay © Fiy = {0 (2.6.52)

, caso contrario,

onde V é o produto regressivo (equagdo 1b e f@c) ¢ o complemento de Fi,,
conforme apresentado na equagao ([2.6.48) para blades de base.
Finalmente, o produto geométrico dos blades A,y e B, é expresso como

min(r,s)
k(r—EEL
A<T>B<S> = Z (—1) ( 2 )<A<T>%B<S>), (2653)
k=0

onde % é o produto generalizado de Grassmann de ordem k, definido na equa-

cdo (2.6.49).
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2.6.4 Owutros Produtos a Partir do Produto Geométrico

O produto externo (Secao [2.3.1), o produto escalar (Secao [2.4.2), a contragdo a
esquerda (Secdo [2.4.3) e a contragao a direita (Secdo [2.4.4)) sdo casos especiais do
produto geométrico. Esses produtos podem ser calculados como

2.6.54
2.6.55
2.6.56
2.6.57

( )
Aty * Bisy = (Airy Bisy ) »
Aty ] Bgy = )

( )

(2.6.54)
( )
(2.6.56)
( )

onde (M), denota a operacao de extracdo do grau. Esta operagdo mantém a
porgao k-dimensional de um multivetor M, enquanto elimina (zera) os coeficientes
associadosx as porgoes de dimensionalidade diferente de k. Blades de grau negativo
ou com grau maior do que n sao, naturalmente, iguais a zero. Portanto, o produto
externo serd zero, quando (r + s) > n (equagao ), a contragdo a esquerda
sera zero, quando r > s (equagao ), e a contragao a direita ser& zero, quando
s > r (equagdo (2.6.57)).

Para exemplificar a avaliacdo da extracao do grau, considere um multivetor
M € A\R3P, resultante do produto geométrico do vetor a = aje; + ages + azes e
do vetor b = Bi1e; + faes + Pzes:

M = ab (2.6.58)

= (cne1 + agex + azes)(frer + Baea + Pses)

=a1fierer + a1faerer + aifzeres (distributividade)
+agfBrexe + asfaezer + afzenes
+ asfBieser + agfaeser + azfBzeses

=q181€1 €1 +a1fae1 A es + a1ff3e1 A e3 (equivaléncia entre produtos)
+asfiea Aer +aofrey - ea + aafzes Aes
+azfBres A ey +asfaez A ey + azBzes - e3

= a1 + ai1fze1 A e2 + a1fze1 A eg (simplificagao)
—agBier N ex +agfa +anfzen Aes
—agfier A ez —agfaes A ez + azfs

= (161 + 2Bz + azf3) (distributividade)

+ (a182 — azf) e1 A ez

+ (@183 —asfi) er A e3

+ (a2f3 — azfa) e2 A €3

=M +n5e1 N ex+nser A es+nrex N\ es.

Os resultados obtidos pela operacao (M), , para k= —1, 0, 1, 2, 3 e 4, sao, respec-
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tivamente:

No decorrer dessa segao, usaremos as seguintes identidades para provar as rela-
¢Oes apresentadas nas equagoes (2.6.54)) a (2.6.57):

1 ~
a A By = B} (aBUe) + By a) ) (2.6.59)
1 -~
By Na = 5 (B<k>a + aB(k)) ) (2.6.60)
1 ~
a] By = 5 (aBUc) - B(k>a) . (2.6.61)
onde R
By = (~1)" By, (2.6.62)
denota a involugao do grau de um k-blade. A operacdo de involugdo exibe o
padrao + — + — + — --- sobre os valores de k. Tal padrao surge quanto, por

exemplo, a antissimetria do produto externo é aplicada na reescrita do produto de
um vetor por um k-blade como o produto do k-blade pelo vetor, i.e.,

a N B(k> = (—1)kB<k> N a,

o que leva a k trocas de sinal. Por ser distributiva sobre a adigao, a involugao
pode ser aplicada a multivetores quaisquer e avaliada diretamente sobre os blades
de base. A verificagdo das entidades apresentadas nas equagoes (2.6.59)) a (2.6.61))
é sugerida como exercicio no fim deste capitulo.

Ao escrever A,y como Ay = a. A A(._1y, é possivel usar a distributividade do
produto geométrico e do produto externo, e as equagoes (2.6.59) e (2.6.61)), para
mostrar que

(A Bisy), oy = ((ar ANAp 1)) Bioy),

- % <(a’”A<T*1> T E“*l)%) B<S>>r+s
= % <CL7-A(T71>B<5> + ;1<T71>a7'B<5>>r+s
. -

3 (e Ap-1)Bio + Ap-nyor By + Ay By ar = Ay By ar>r+g

<ar A (Ap-1)Bisy) + Ay (ar ] B<S>)>
(A (Ag—1)Bo)) + X)
ar A <A<T’—1>B<S>>7'+s—1
= - -+ (continue extraindo os fatores de A _1y)---

=a- N a1 N---Nag A\ <B<5>>s

= Ay A (Bis)),

— Ay A By, (2.6.63)

r+s

r+s
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onde o multivetor X corresponde aos termos com grau maximo de r + s — 2. Ou
seja, termos que serao desprezados pela extragao do grau. Esta prova nao é valida
quando Ay é um escalar « (i.e., r = 0). Porém, neste caso,

<O¢B<S>>s = OéB<S> =aA B<S>.

De maneira similar, escreveremos A,y como Ay = A(._1y A a, e usaremos as
identidades expressas nas equagoes (2.4.20), (2.6.60) e (2.6.61) para provar a defi-
ni¢ao da contragao a esquerda em funcao do produto geométrico e a extragao do

grau (equagio (2-6.56)):
(A Bisy) o, = ((Ar—1y Aar) Bgy),_,

A(r 1)Gr + arA(r 1)) B(5)>

—-Tr

1
2
1
=3 <A<r 1@ By + an Ay, 1>B<s>>
1
2

Ar—1ya-Bgy + A1y By + A1y By ar — A(r—1>B(s>ar>87T

<A w1y (ar | Biay) + an A (71<r—1>3<s>)>
=(Ap_1y (6 ] Bigy) + X)
= --- (continue contraindo os fatores de A _yy)---
=(a |- (ar-1] (e | Bsy)) +X)__,

=((aAaa A -ANa) | By +X)
= (4w ] By +X),_,

= Ay | By, (2.6.64)

S—rT

S—r

S—T

onde o multivetor X corresponde aos termos com grau minimo de |s — r| + 2, que
serao desprezado pela extragao de grau.

Na equacdo ([2.6.56), quando A,y é um escalar a (i.e., r = 0), temos
(aBy)), = B,

ao passo que, no caso de B,y ser um escalar 3, temos

<A<r>5>_7. =0 ,ser#0.

Fica evidente que para r = s = 0 o produto se reduz & multiplicacao de escalares.

Dado que Ay | By = <A<T>B<S>>3_T (equagdo [2.6.64), a prova da defini¢ao
do produto escalar de blades (equagao (2.6.55))) e da contragao a direita (equa-
cao ) a partir do produto geométrico e da extracao do grau torna-se trivial.
Basta seguir a mesma ideia utilizada na contracgao a direita, mas fixando o grau a
ser extraido conforme o caso de cada produto.

E importante observar o uso da operagio (M) » ha definicao de produtos bi-
lineares da Algebra Geométrica como sub-casos do produto geométrico nao esta
restrito & definicao de produtos de multivetores que codificam blades. Talvez as
equagoes a levem a essa falsa impressao. Entretanto, é importante
ter ciéncia de que as defini¢oes nessas equagbdes sao mais gerais, podendo ser es-
tendidas sobre o produto de quaisquer dois multivetores A e B, mesmo que esses
nao codifiquem blades e que tenham grau misto. Para tanto, basta observar que,
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por defini¢ao, todo produto bilinear é distributivo sobre a soma. Logo, se queremos
calcular A | B, por exemplo, a distributividade sobre a soma mostra que o multive-
tor resultante é dado pelo somatério da contragao a esquerda de cada componentes
de A por cada componente de B. Também, por definicdo, os componentes de mul-
tivetores s@o blades. O que leva & conclusao de que a expressao pode ser
usada para resolver as contragoes & esquerda entre os componentes dos multivetores
Ae B em A|B. A generalidade do uso da operagao (M), na defini¢do de pro-
dutos bilineares é importante para as manipulagoes algébricas, bem como para as
implementagdes sugeridas no Capitulo 5]

2.7 Dualidade

O namero de blades de base em cada porgao k-vetorial do espago multivetorial A R™
(Segao sugere a existéncia de uma relagdo entre k-blades e (n — k)-blades. A
simetria na quantidade de elementos de base de /\k R" e A" "R" est4 relacionada
a equivaléncia nas combinagoes de vetores de base (i.e., (Z) = (nﬁ k)) Em Algebra
Geométrica, a representacao dual de um k-blade Ay é dada por seu comple-
mento ortogonal de dimensionalidade (n — k), com o mesmo peso absoluto de Ay,
e com orientagao definida em fungao da dimensionalidade n. O dual de A,y ¢é
definido por

Ay = Ay | 1;3, (2.7.65)

onde [0* (o simbolo asterisco superscrito) denota a operacao de dualizagao de um
blade e I1,y & o pseudo-escalar unitario do espago n-dimensional (equagao (2.2.5))).
Alternativamente, podemos substituir a contragdo & esquerda da equacgio (2.7.65)

pelo produto geométrico, pois eles sao equivalentes nesse contexto uma vez que

—1 - RN ~
Ay C I<n>. Entretanto, o uso da contragao a esquerda prové e; equacao ([2.7.65)

uma interpretacao geométrica clara: retornar a porcao de I<;L> que é ortogonal
a Agy. Quando a métrica do espago é Euclidiana, outra simplificacao possivel na
equagao ¢ a substituigao do inverso do pseuso-escalar unitario I, pelo seu
reverso, pois, nesse caso,

1@; = T H2 (equagao (2.4.23))
(n)
I
- m (equagao (2.4.17))
Ly * Lny
== I<n>.

E importante enfatizar que A’gm é um (n — k)-blade, conforme sugere a saida de
Ay contraido sobre <:$, na equagao (2.7.65). Portanto, a dualizagao define um

mapeamento
k —k
oA R = N R

A Figura mostra um blade By e sua representagio dual d = B<*2> em um
espago Euclidiano 3-dimensional. Nesse contexto, B(s) corresponde a representa-
cao primal do subespaco. Entretanto, apontar quem é o primal e quem é o dual
entre By e d ¢ uma questao de convencao, que varia de autor para autor.

O passo-a-passo da manipulagao algébrica da operacao de dualizagdo que con-

2

sidera um 2-blade arbitrario By = y5e1 A e2 +v6e1 A €3 + y7ea A ez em /\2 R3 &
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I,

(a)

Figura 2.10: Representagao primal e dual de subespacos. @ Usando um diagrama
de Venn, um blade A, pode ser visto como um conjunto (a elipse cinza) contido
em outro conjunto que representa o espago n-dimensional como um todo (I<n>, o
interior do retangulo branco). Deste modo, o complemento ortogonal de Ay ¢é
subespago (n — k)-dimensional incluido em /I,y e disjunto de A @ Exemplo
da relacdo dual em um espaco Euclidiano R*°. Aqui, o vetor d e a representagao
dual do blade primal Bsy. Eles sdo subespagos disjuntos, de modo que d e By
expandem o espago 3-dimensional como um todo.

dada por
d =B (2.7.66)
= By | I@% (substituigao)

= (vse1 A ea +v6e1 A es +yrea Aes) | I@; (substituicao)

=7 (e1Neq) ] T @; (distributividade)
+ 76 (e1 A e3) 171

+’Y7(62/\63)J I 1

—5 (61 A 62) J (61 A €2 A 63)

— Y6 (61 A 63)J (61 A €9 A 63)
—v7(eaNeg) | (e1 Aea Aes) (substituicao)

= Y5e3 — Yge2 + Yre1. (avaliagao das contragoes)

Note que os coeficientes de ambas as representagdes primal (B(g)) e dual (d) do
subespaco sao os mesmos, exceto pelo sinal em ~g. Isso mostra como um vetor é
naturalmente associado a um plano no espago Euclidiano 3-dimensional.

A primeira vista, o dual da representacio dual de um blade deveria resultar na
representacao “primal” deste blade. Entretanto, conforme demonstrado na equa-

cao ([2.7.67)), (A?k)) = A(x) nao se mantém para o caso geral:

i " -1 -1 17— n(n—1)/2
( <k>) :<A<k>“<n>)“<n> Ay Iy Iy = (=) D244, (2.7.67)

A equagdo (2.7.67) mostra que a aplicacdo sucessiva de duas dualizagoes pode
alterar a orientacao do blade resultante conforme o valor de n. Isso acontece porque
I< ;I< ; (—1)™»=1/2 No intuito de corrigir esta questdo, se faz necessaria a
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definigao de um operador de desdualizagao:
D" gy = Din—y | Iiny- (2.7.68)

Deste modo, a representagao dual de um blade pode ser mapeado de volta para sua
representacao primal de forma correta:

* - —1 1
( <k>) :(A<k>“<n>)“<n>=f4< Wiy Liny = Aiy- (2.7.69)

Na equagao 1) 1I<n> =1 garante que a orientagao relativa de Ay seja
preservada para todo n

A desdualizacao define um mapeamento
n—k k
o\ R"— /\ R

2.7.1 Relacao entre o Dual do Produto Externo e o Produto
Vetorial

Na Algebra Vetorial, o resultado de um produto vetorial é precisamente o vetor
normal ao plano induzido pelos vetores operados. Algebricamente, isso significa que

axb=(aNb)". (2.7.70)

A equivaléncia do produto vetorial (da Algebra Vetorial) e o dual do produto
externo (da Algebra Geométrica) assumindo um sistema de coordenados que segue
a regra da mao direnta pode ser confirmada pela substituicao do resultado de a A b

(equagao 1) e B<*2> (equagdo [2.7.66) na equagao ([2.7.70):
=Y5€3 — Ys€2 T y7€1 (2.7.71)
= (B3 — a3f2) e1 + (31 — 1 B3) e2 + (1 B2 — a231) e3.
E importante notar que o uso do produto vetorial em Algebra Vetorial é restrito
a espacos 3-dimensionais porque o produto vetorial é definido apenas em R3. En-

tretanto, o lado direito da equagao ([2.7.70) pode ser aplicado a espacos envolvendo
dimensionalidade arbitraria.

2.7.2 Relacao Dual entre Produto Métrico e Nao-Meétrico

A dualidade de subespacos permite a defini¢ao de relagoes duais importantes entre
produtos da Algebra Geométrica. Por exemplo, o dual do produto externo pode ser
substituido pela contracao a esquerda:

(Apy A Bry)” = (A A By >) 11
= Ay | ( b ) (2.7.72)
Aty | B<s>~

Inversamente, o dual da contragao & esquerda pode ser escrito como o produto
externo:

(A I Bo))" = (A | Bioy) 1 1)
= 4, ( <S>JI<;L§) (2.7.73)
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(2) (b) (c)

Figura 2.11: Operacgoes de interseccao e uniao de blades, representada por diagramas
de Venn. @ Os blades A,y e B(s) podem ser entendidos como conjuntos de fatores
vetoriais, linearmente independentes. @ A interseccdo (A N Bgy) resulta em
um blade expandido apenas pelos fatores comuns entre Ay e By. A unido
(A U Bysy) produz um subespaco expandido tanto pelos fatores comuns quanto
pelos fatores disjuntos dos blades operados.

O uso de dualizacdo permite a manipulagdo algébrica de expressoes, substituindo
expansao por contragao, e vice-versa, sempre que for conveniente. A prova da rela-
¢ao de dualidade entre o produto externo e a contragao a esquerda é obtida a partir
da verificagao das relagoes de segunda dualidade, apresentadas nas equagoes

e (2.4.21)), e utilizadas nas equagoes (2.7.72) e (2.7.73)), respectivamente.

2.8 Interseccao e Uniao de Subespacos

As operacbes de intersecgao e uniao de subespacos em Algebra Geométrica sio
anadlogas as operagoes de mesmo nome em Teoria de Conjuntos. Por isso, nessa
secao usaremos diagramas de Venn para ilustrar as relagoes entre os blades operados
(Figura . A diferenca é que, em Algebra Geométrica, é preciso ficar atento
aos elementos que compoe os conjuntos: subespagos 1-dimensionais, linearmente
independentes, resultantes da fatoragao de blades pelo produto externo.

Para qualquer par de blades A,y e By, é possivel fatorar um blade M, tanto
de Ay quanto de By:

A(T> = /<r7t> A M(t> e B<s> = M(t> A BZsftY (2.8.74)
A intersecgdo retorna o subespago compartilhado por Ay e By (Figura|2.11b):
A(r) N B<S> = M<t>, (2.8.75)

enquanto que a uniao é o subespaco expandido pelas por¢oes disjuntas e pela parte

comum a Ay e B,y (Figura :
Ay U Brgy = Alp_yy A My A By _yy. (2.8.76)
Por exemplo, na Figura os blades A2y e B podem ser fatorados em
Apgy=d"Am e Bpy=mAU.
A porgao compartilhada por eles é o vetor m, e a uniao de Ay e Bgy ¢ um 3-blade:
ApyN By =m e Ay UBg =d AmAb =1Ig.

Assumindo que os blades operados nesse exemplo residem em um espaco 3-dimensio-
nal, entao o resultado da unido ¢ uma versao escalada do pseudo-escalar unitario /(3.
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(2)

m

(a) (b)

Figura 2.12: Exemplos de uniao e intersec¢ao de subespacos que residem em um es-
paco 3-dimensional. No exemplo @ os blades Ay e By compartilham um fator
m e, juntos, expandem um 3-blade proporcional ao espago total I;3. No exem-
plo nenhum fator vetorial é compartilhado pelos blades a e Bs). O resultado
da interseccao é a porgao escalar v comum a ambos, enquanto que o resultado da
uniao € o espago total, proporcional a I(3y.

Em outro exemplo, a Figura [2.12D] mostra que a intersecgao de blades que nao
compartilham fatores vetoriais leva a um 0-blade, i.e., um escalar. Observe, na
Figura que o vetor a & linearmente independente de Boy. A intuigao vinda
da Teoria de Conjuntos pode sugerir que o resultado seria um conjunto vazio re-
presentado por um blade igual a zero. Entretanto, a intersecgao seré igual a zero
se e somente se pelo menos um dos blades operados for igual a zero. No caso de
subespagos, o conjunto vazio é representado por um valor escalar ~:

aﬂB<2> =7 = 1 e G,UB<2> EI<3>
Ambos os resultados da intersecgao (equagao (2.8.75)) e unido (equagao (2.8.76))

sao independentes de qualquer métrica particular que o espago multivetorial A R™
possa ter, pois essas operagoes sao baseadas na fatoragao pelo produto externo, que
é nao-métrico. Isso implica que, mesmo em um espago métrico qualquer, podemos
utilizar a contracao & direita e a contragao a esquerda, sob a métrica Euclidiana,
para escrever as porgoes disjuntas de A,y e By como:
Al{r—t) = A(r) LM<;>1 (S BZS—Q = M<;>1J B(s)~ (2877)
O Capitulo [5] apresenta um algoritmo para avaliar a intersec¢ao e a uniao de
subespagos (Algoritmo [5.10). Esse algoritmo ora calcula a unido e ora calcula a
interseccio. A partir das relagoes apresentadas nas equacoes (2.8.74) e ([2.8.77)), ¢
possivel concluir que, uma vez conhecida a unido (i.e., Jiys—y) = Ay U Byy), a
interseccao pode ser calculada como

Mgy = Ay N Bys) = (B<s> ] J<Zis_t>) 1 Ay
=By | Aw (2.8.78)
= (B<*s> A A%) :

onde, neste caso, as operagoes de dualizacao (equagao (2.7.65)) e desdualizacao
(equagdo (2.7.68)) nao sdo relativas ao pseudo-escalar do espago total (i), mas
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A, AB

(r) (s)

(a) (b)

Figura 2.13: Resultado do produto delta, representado por diagramas de Venn.
O produto delta de dois blades, Ay e By @ produz o blade expandido pelas
porgoes disjuntas, e linearmente independentes, dos blades operados @

sim ao pseudo-escalar J(,. 4, 4 do espago onde o problema de intersecgio reside.
De maneira complementar, caso a intersecgao My seja conhecida, a unido pode ser
calculada como

-1

Tirts—ty = Ay U Bisy = Ay A (Ma) J B<s>)
—1

= (A [ M) A Bry.

Nas equacoes (2.8.78)) e (2.8.79), a métrica corrente do espago deve ser substituida

temporariamente pela métrica Fuclidiana durante a avaliacao da inversao e dos
produtos métricos.

Um produto nao-linear, diretamente relacionado & uniao e & intersecgao de su-
bespacos, é o produto delta:

(2.8.79)

Cimazy = AryABs)

= (A Bis) ) ae (2.8.80)
— A’ /
- A(T—t) A B(s—t))

onde o grau mazr de C(yqae) ¢ obtido como o maior grau no multivetor resultante
do produto geométrico de A,y por B, . Conforme ilustra a Figura o produto
delta retorna o subespaco expandido pelas por¢oes disjuntas de A,y e B,y (altima
linha da equacao ) Os blades A’<r7t> e Bésft)’ usados na equacgao ,
sao definidos na equagao .

Com o produto delta de dois blades, podemos calcular o grau esperado para
o resultado das operagbes de intersecgdo e unido. A intuigdo empregada é similar
a utilizada na Teoria de Conjuntos para obter a cardinalidade de conjuntos. Ao
conhecer o grau do blade resultante do produto delta, o grau da intersecgao é
calculado como

r4+s— grau(A<r>AB<s>)

grau(Am N B<S>) = 5 R (2.8.81)

e o grau da uniao é dado por

r+ s+ grau(A,AB,
grau(A,y U By) = & 2( mABw) (2.8.82)
Utilize as Figuras e para entender o funcionamento das equagoes (2.8.81])

e (2.8.82). No caso da interseccao (equagao (2.8.81))), ao somar os graus r e s
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Figura 2.14: Diagramas de Venn para os casos de relacao de inclusao de um subes-
pago A,y em um subespago By. A esquerda sao apresentados os blades analisados.
A direita, o produto delta desses blades. Caso em que A, e B, sdo linear-
mente independentes, i.e., conjuntos disjuntos de fatores. @ Caso em que Ay e
By nao sao linearmente independentes, mas onde existe algum fator em Ay que
nao esta contido em B. Caso em que A,y esta contido em B.

teremos o grau ¢ de My, (equagdo ([2.8.78)) acumulado duas vezes, enquanto que
os graus das porgoes disjuntas, A’<T_t> e By (equagao (2.8.74)), sdo acumulados

apenas uma vez. Ao subtrair
grau(A<r>AB<s>) =r+4+s—2t

da soma de r e s, 0 que resta é apenas o grau t multiplicado por dois. A divisao por
dois na equagao elimina a redundéancia na contagem de t. J& no caso da
unido de subespagos (equagao ), asomader, se grau(A<T>AB<S>) duplica
tanto a dimensionalidade das porgoes disjuntas quanto da por¢ao comum a A, e
Bysy. Logo, a divisao por dois, na equagao , leva ao grau de Ay U By).

O produto delta de blades também pode ser usado na construgao de um teste
que indica quando um subespago A,y estd contido em um subespago By). O teste
simples, envolvendo um vetor a e um blade qualquer By, ¢ escrito de forma trivial
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pela aplicagao da antissimetria do produto externo:
a/NBiy =0 ,seaC Byy.
O uso do produto delta generaliza o teste para blades de quaisquer graus:
Ay N(AyABgy) #0 ,se Ay C By (2.8.83)

A Figura[2.14]ilustra as trés possibilidades na avaliagdo do teste apresentado na
equagao . Caso Ay e By sejam linearmente independentes (Figura
ou, caso compartilhem algum fator, mas nao todos os fatores de A,y (Figura[2.14bj),
o blade produzido pelo produto delta inclui algum fator vindo de A.y. Isso faz
com que o produto externo, avaliado na equagao , resulte em zero, por
dependéncia linear entre Aqy e A yABy. O resultado do produto delta entre
Ay e Bgy nao incluird fatores de Ay se e somente se A estiver contido em
By (Figura[2.14c). Nesse caso, A serd linearmente independente de A, A By,
resultando em um multivetor diferente de zero na avaliagao do produto externo da
equacao .

Intersecgao e uniao sao operagoes nao-lineares. Entretanto, se Ay e By forem
disjuntos, entdao My ¢ um valor escalar (i.e., Ay N By = My =1, um 0-blade)
e a unido se reduz ao produto externo (i.e., Ay U Brsy = Ay A Bygy), que é linear.
De maneira similar, se a unido de A,y e B,y € 0 espago total (i.e., Ay U By = L1y,
o pseudo-escalar) entdo a operacdo de intersecc¢do se reduz ao produto regressivo
(i.e., Apy N By = Ay V Bigy), que também ¢é linear e nao-métrico. O produto
delta também se reduz aos produtos lineares A, | e |, caso Ay N Bigy # 0, caso
Ay € By e caso Ay D By, respectivamente. Tais redugdes costumam ser le-
vadas em consideragao na simplificagao de solugoes. Os casos em que produtos
nao-lineares, como intersec¢ao, uniao e delta, se reduzem para produtos lineares,
como produto externo, produto regressivo e contragoes, permitem a substituicao de
operagoes mais complicadas por operagoes mais simples que, eventualmente, levam
a substituigao pelo produto geométrico inversivel e & simplificagao de solugoes.

2.9 Versores

A reflexao de um vetor arbitrario a, com respeito a um pseudovetor M, _1y que
age como um espelho, é obtida usando uma construgao de sanduiche, onde o
vetor inversivel v = M <*n_1> envolve o vetor a com produtos geométricos:

o =—va/v=—vav ' (2.9.84)

Na equagao , a’ denota o vetor transformado, v ¢ dual ao espelho M, _1y, 0
simbolo / denota o inverso do produto geométrico (equagao ) e 07! denota
o inverso de um blade (equagao ) A Figura ilustra a reflexao de a em
M3y, onde os elementos envolvidos fazem parte do espago multivetorial A R30, sob
a métrica Euclidiana.

Transformagoes mais elaboradas podem ser construidas a partir de uma sequén-
cia de reflexdes. Por exemplo, um ntimero par de reflexdes sob a métrica Euclidiana
resulta em uma rotagdo, enquanto que um nimero impar de reflexdes representa
uma reflexdo seguida de uma rotagao, ou uma rotagao seguida por uma reflexao. A
Figura [2.16) mostra como um par de reflexoes de a sobre os vetores p e ¢ é equiva-
lente & rotagao de a no plano p A q. Neste caso, o dngulo de rotacao ¢ é duas vezes
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Figura 2.15: Reflexdo de um vetor a em um 2-blade My, produzindo o vetor a’.
O vetor v é dual ao blade M), que age como um espelho. A transformacao de a é
aplicada conforme a equacao (2.9.84]) e em um espago Euclidiano 3-dimensional.

o angulo entre p e g. O sentido da rotagao é dado pela orientacdao do 2-blade p A ¢
(i.e., de p para q) e pelo sinal de ¢. Sem perda de generalidade, as reflexdes da
Figura foram feitas sobre vetores primais de reflexdo, i.e.,

o' = pap*,

1 -1

a" =qa'q = q(pap~') g
Nesse caso, o resultado é analogo ao uso de dois pseudovetores como espelhos, pois
as trocas de sinal impostas pela aplicagao dupla da equagao (2.9.84)) se cancelam.
A associatividade do produto geométrico permite o agrupamento sucessivo de k
vetores duais a pseudovetores de reflexées (equagao (2.9.84)) aplicados sobre a,

o' = (=1)F (o - wpvn) a (v Pyt )

X L (2.9.85)

=(-1)"VaV,

onde V é um k-versor, que é definido como o produto geométrico de k vetores inver-

siveis. Geometricamente, toda transformacgao ortogonaﬂ pode ser considerada
como miltiplas reflexoes. Logo, versores codificam transformacoes ortogonais.

O inverso do versor V, utilizado na equagao (2.9.85)), é definido por
Vl= —, (2.9.86)

onde V é o reverso (equagao ) de V. O inverso V7! satisfaz a condicao
VY~ =Y~V =1 para todo versor, pois, por definicdo, versores sao inversiveis.
Quando um versor é construido pelo produto geométrico de vetores inversiveis
ortogonais, apenas a parte do produto geométrico relacionada ao produto externo
é usada na composi¢ao do multivetor resultante. Ou seja, o produto geométrico
se reduz ao produto externo. Nesse caso, o versor é também um blade inversivel.
Essa observagao permite apontar uma conexao entre as equagoes e ,
além da substituicao de uma pela outra sempre que for conveniente na manipulagao
algébrica. Outra constatagdo é que blades inversiveis podem assumir o papel de

3Uma transformacdo ortogonal é uma transformacdo linear que preserva o produto interno
simétrico. Com isso, transformagoes ortogonais preservam o comprimento de vetores e o angulo
entre eles.
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“_a(pap’q’

pap’

Figura 2.16: Rotagdo como um par de reflexdoes. Seja a um vetor em um espago
Euclidiano. Pela reflexao de a no vetor p e, em seguida, em um vetor ¢, obtemos
o mesmo resultado que pela rotagao de ¢ radianos do vetor @ no plano p A ¢, onde
/2 & o Angulo formado de p para q.

transformacoes ortogonais. Tal versatilidade foi introduzida de maneira sutil na
equagao , onde o subespacgo v codifica uma reflexao.

Conforme indicado na Segao [2.6] versores sao multivetores que podem ter grau
misto. Nesse caso, o versor nao serd, também, um blade. Independentemente de
ser ou nao ser um blade, um versor construido a partir do produto de uma quanti-
dade par de vetores é chamado versor par, e seu multivetor é composto por uma
combinacao linear de blades de base que possuem grau par. De maneira analoga,
um versor impar é calculado a partir de um ntimero impar de vetores multiplica-
dos pelo produto geométrico, sendo representado por um multivetor composto pela
combinagao linear de elementos de base de grau impar. A paridade de um versor
¢ importante na definicdo da troca de sinal na equacao . Note que (—1)* &
positivo, para todos os versores pares, e negativo, caso contrario.

O produto de versores herda do produto geométrico a distributividade sobre a
adigdo. Além disso, versores possuem a propriedade de preservar a estrutura do
produto externo. Essa propriedade é conhecida como outermorfismo. Algebrica-
mente, isso significa que

V(anb)vt=Vav ) A VoV, (2.9.87)

Visto que um k-blade é construido pelo produto externo de k vetores, a equa-
Gao implica que a aplicagdo de um versor sobre um blade é equivalente a
aplicacao do versor sobre seus fatores vetoriais, seguida pela construgao do blade
pelo produto externo dos fatores transformados. Portanto, o produto de versores
pode ser estendido da aplicacdo em sanduiche sobre vetores (equagao ),
para aplicacao em sanduiche sobre qualquer outro elemento representado por um
multivetor:

(2.9.88)

X/ yxy-! , para versores pares,
12. 4% , para versores impares.

Na equagao (2.9.8§]), X denota a involugdo do grau (equagao (2.6.62))) dos bla-

des de base no multivetor X. Assim como na equacgao (|2.9.85)), versores pares na
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equagao nao acarretam troca de orientacao do elemento transformado. En-
tretanto, para versores impares, é preciso ser cuidadoso sobre a troca de orientagao
do elemento resultante. Nesse caso, a involugao do grau garante os sinais adequados
para as varias partes de X, mesmo que essas tenham graus diferente.

Por codificarem transformacgoes ortogonais, a aplicacao de versores preserva
tanto o produto interno simétrico quanto o produto externo antissimétrico. Deste
modo, versores possuem a propriedade de preservagao de estruturas sobre o pro-
duto geométrico, e, consequentemente, sobre qualquer outro produto na Algebra
Geomeétrica:

V(Ao B)V™!' = (VAV ") o (VBV ). (2.9.89)

Na equacao , o simbolo o representa qualquer produto da Algebra Geométri-
ca, e, consequentemente, qualquer operagao definida a partir dos produtos (e.g., in-
versdo, projegao e dualidade). Por questoes de simplicidade de notagéo e para trans-
mitir o conceito de maneira direta, na equacio nao fomos rigorosos quanto
a troca seletiva de sinal em funcgéo da paridade do versor V (equagao ) En-
tretanto, vale a pena comentar que esse cuidado deve ser considerado na aplicagao
pratica de versores sobre um multivetor.

2.9.1 Rotores

Versores unitarios que codificam rotagoes sdo chamados rotores. Assim como na
Figura [2.16] um rotor R é construido a partir do produto de uma quantidade par
de vetores unitarios. Em contraste a outros versores, o inverso de um rotor é seu

reverso (equagao (2.4.18):
R R =
Rl1=—=="=R, (2.9.90)
RR 1
o que implica na reducao da equacao (2.9.88) para
X' =RXR. (2.9.91)

A identidade entre inversao e reversao de rotores (equagao ) esta relacionada
com a identidade entre inversao e transposi¢ao de matrizes ortogonais.

Uma maneira alternativa e mais pratica de definir rotores é pelo uso da expo-
nencial de 2-blades. Sob a métrica Euclidiana, um rotor R que codifica uma rotagao
de ¢ radianos no plano unitario By (ilustrado na Figura , é dado por:

R = exp (_(SB@)) = cos (?) —sin (Z) Bay. (2.9.92)

Pelo uso da forma exponencial, podemos definir uma rotagao em um plano arbitrario
sem estarmos preocupados com a mao do sistema de coordenadas do espaco. Isso
porque o sentido de rotagao é relacionado apenas ao angulo fornecido e & orientagao
do plano de rotacao. Além disso, a forma exponencial permite a definicao de rotores
diretamente a partir de 2-blades, ao invés de defini-los a partir do par de vetores
que os expandem.

Na Segao mostraremos que a exponencial de blades pode ser usada para
definir rotores que codificam rotacao, translacao e escala uniforme. Para isso, pre-
cisamos definir a exponencial de k-blades em um espaco métrico arbitrario, para
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grau k par:
o] At
exp (Agy) = Z % (série de Taylor)
t=0
Ay A A
=t TR T
cosa + H2X A4 , para A%’d = —a?,
=1+ Apy , para A%k> =0, (2.9.93)
coshor + sizhe 4, , para A%’ﬂ = a?,

onde A€k> ¢ obtido através do produto geométrico de Ay com ele mesmo (¢ — 1)
vezes.

2.9.2 Relacao entre Rotores e Quatérnios Unitarios

Em espagos Euclidianos 3-dimensionais, rotores sao intimamente relacionados a
quatérnios unitarios. De fato, rotores sao a generalizagao de quatérnios para
espagos n-dimensionais.

O nome “quatérnio” significa uma combinagao de quatro partes. Uma das partes
corresponde a um componente escalar, enquanto que as outras trés partes corres-
pondem a componentes imaginarios. Os componentes imaginérios sao tipicamente
denotados por i, j e k. Eles satisfazem as seguintes relagoes:

P==kK=-1,
ij=—ji, jk=-kj, ki=-ik,
j=k jk=i ki=j,
ijk = 1.

Um quatérnio geral é dado por
h = + nei+ naj + nak, (2.9.94)

com 7; € R. O quatérnio ¢ dito unitario quando n? + 73 +n3 +n3 = 1.
A aplicaciio de um quatérnio h sobre um vetor a € R3? ¢ feita usando uma
construgao de sanduiche

o' = hah, (2.9.95)

onde h = 1, — i — 13j — nuk denota o conjugado do quatérnio e a’ denota o vetor
transformado.

Uma rotagao de ¢ radianos ao redor de um eixo unitario b = 51i+ Baj + Bk
pode ser representada por um quatérnio ¢ como

g = cos (3) +sin (f) (Bui+ B + Bsk) (2:9.96)

A aplicacao da rotagao sobre um vetor acontece conforme a equacgao (2.9.95).
Note quantas semelhancas temos até o momento entre quatérnios unitarios e

rotores. Em especial, compare as equacoes (2.9.91)) e (2.9.95) e as equagoes ((2.9.92)
e (2.9.96)). Para tornar a semelhanca mais evidente, considere uma base vetorial
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{e;}?_, para um espago Euclidiano 3-dimensional, onde um rotor R € A R?® pode
ser representando como um multivetor na forma

R=mn+n2esNes+nzer Aez+naez ey (2.9.97)

Sem perda de generalidade, a escolha dos blades de base na equagao é ligei-
ramente diferente da adotada na equagao . Por exemplo, a ordem canénica
dos vetores definindo o espago bivetorial foi propositalmente modificada (e.g., usa-
mos e3 A e; ao invés de e; A e3). Felizmente, converter entre diferentes convengoes
é facil e depende apenas da aplicagao das propriedades do produto externo. Com a
nova convengao, as equagoes e mostram o isomorfismo entre os com-
ponentes imaginarios e os componentes 2-vetoriais, respectivamente, do quatérnio
e do rotor:
i—>eANes, j—eNey, k—e3ANer.

A partir desse isomorfismo, as relacdes multiplicativas entre os componentes i, j e
k podem ser atestadas para os componentes es A es, e; A ez € e3 A eg:

ij—> (e2Nes)(erNe) =e3Aep =k,
jk—)(el/\EQ)(&},/\el):62/\63—>i,
ki%(eg/\el)(eg/\eg):el/\eg 4)j

A equagao demonstra como as propriedades do produto geométrico sao
aplicadas para obter o resultado (ez A e3) (€1 A e2) = e3 A e; na relagdo multiplica-
tiva ij = k. A demonstragao para os outros casos pode ser desenvolvida de maneira
analoga.

(e2 A e3)(e1 A ez) = (ezes) (e1€2) (equivaléncia entre produtos) (2.9.98)
= egeze) 6 (associatividade)
= egene90] (antissimetria, 2 vezes)
= e3(e2e2) €1 (associatividade)
=e3(ex-e) e (equivaléncia entre produtos)
= e3€; (avaliacao do produto interno)
=e3Ae (equivaléncia entre produtos).

A equivaléncia entre o produto geométrico de vetores e o produto externo na pri-
meira e na dltima linha da equagao se deve ao fato dos vetores envolvidos na
operagao serem ortogonais. Nesse caso, o produto interno entre vetores com indices
diferentes em R3 & igual a zero, o que leva o produto geométrico a se reduzir ao
produto externo. Na terceira linha, a antissimetria pode ser aplicada pelo mesmo
motivo, i.e., equivalente ao produto externo por ortogonalidade. As duas trocas
de sinal resultantes das permutas de vetores se anulam, mantendo a orientacao do
blade. Finalmente, a equivaléncia entre o produto geométrico e o produto interno,
aplicada na quinta linha da equagao 7 é possivel porque os dois vetores en-
volvidos sao linearmente dependentes. Isso faz com que o produto externo entre
os vetores de mesmo indice seja igual a zero e o produto geométrico se reduza ao
produto interno.

Em contraste com quatérnios unitarios, rotores podem rotacionar subespacos
k-dimensionais em espagos n-dimensionais com métrica RP*¢, enquanto que quatér-
nios estdo restritos a k =1 e n = 3 sob um espaco métrico R3°.
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Exercicios

Exercicio 1. Calcule o pruduto externo das sequintes expressoes envolvendo ele-
mentos no espago 3-dimensional. Expresse seu resultado relativo aos blades de base

{1, e1, €2, €3, €1 N ea, e1 Neg, es Neg, e1 N\ ex A 63}.
Mostre seu trabalho.
a) (e1+ ea) A (e3 + e2)
b) (e2 —e1) A (e1 — 2e3)
c) (4dex + ea + e3) A (3er)
d) (e2+e3) A(Fe1+ ex+ Ses)

e) (e1+e) A(ea Aep + e3 A es)
O

Exercicio 2. Dado um blade B3y = e; A (e2+2e3) Ney € /\R4, determine se cada
um dos sequintes vetores estd contido nele. Mostre seu trabalho.

a) e
b) €1 —364
c) es+ e3

O

Exercicio 3. Calcule o peso do 2-blade a N\ b, relativo a ey A e3, onde a = 2es + €3
e b= ey — e3. Mostre seu trabalho. O

Exercicio 4. Sejam a = e; + e3 € b = e; + e um vetor em um espaco Fuclidiano

3-dimensional R3° com base ortonormal {ey, ea, e3}, calcule as sequintes expres-
soes, colocando os resultados relativos a base

{1, e1, ez, €3, e AN eg, eg ANes, eaA\es, e A e A 63}.
Mostre seu trabalho.
a) axb
b) es| b
c) es](aAD)
d) (and)] e
e) (2a+0b)x(a+D)

f) (61/\62/\63)Lb
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Exercicio 5. O produto triplo vetorial, também conhecido como a identidade
BAC — CAB, ¢ muito 4itil na simplificacdo de computagdes envolvendo vetores em
fisica e computacao visual. Fle € dado por

ax(bxce)=b(a-c)—c(a-b)b- (a—rF——={a-b).

Qual € a formula correspondente usando A e | em espagos n-dimensionais, e qual €
a sua interpretacdo geométrica? Pesquise sobre o produto triplo antes de comegar
a resolver este exercicio. O

Exercicio 6. Um produto quddruplo vetorial, também conhecido como a identidade
de Lagrange, € dado por

(axb)-(exd)=(a-c)(b-d)—(b-¢)(a-d).

Qual € a formula equivalente usando A e | em espagos n-dimensionais, e qual € a
sua interpretagcdo geométrica? Pesquise sobre o produto quddruplo antes de comecar
a resolver este exercicio. O

Exercicio 7. Construa as tabelas de multiplicagcao completas do produto geométrico,
do produto externo, do produto escalar de blades e da contracao a esquerda, para os
elementos de base

{1’ e, e, €3, e AN ez, eg Aes, e Aes, ep Aea A 6’3}-

Para isso, considere um espaco métrico Euclidiano R3:°. O

Exercicio 8. Construa a tabela de multiplicacdo completa do produto geométrico,
para os elementos de base

{1, e, ez, €3, e1 N ea, e1 Nes, ea Nes, e1 N\ ea N\ 63}.

Para isso, considere um espaco métrico pseudo-Fuclidiano R*1. O

Exercicio 9. Demonstre que a reversao e a involugdo do grau apresentam as se-
guintes propriedades. Mostre seu trabalho.
@) (A A Bis)) = Bs) N Ay
b) (A A Bio)) = Ay A Bisy
O

Exercicio 10. Descreva a interpretagio geométrica das expressoes A yy | (B<S> | C’<t>)
e (A<T> | B<S>) | Ciy. Depois, prove que as relagoes de sequnda dualidade, apresen-
tadas nas equagoes (2.4.20) e (2.4.21), sao corretas. Mostre seu trabalho. O

Exercicio 11. Prove que as identidades abaizo, utilizadas na Segdo para
definir parte dos produtos bilineares visto neste livro como sub-casos do produto
geométrico, estao corretas. Mostre seu trabalho.

a) a N B<k> = % (aB<k) + E(m(l)

b) B(k) Na= % (B<k>a + a§<k>)
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¢) a By = % (aBuy — Bua)
O

Exercicio 12. Prove que a igualdade aM = a | M + a AN M ¢é verdadeira sob qual-
quer métrica, para qualquer vetor a e para qualquer multivector B. Mostre seu
trabalho. O

Exercicio 13. Calcule o rotor Ry como uma rotagao de 7/3 radianos no plano
e N\ ez e aplique-o no vetor ez, assumindo um espaco métrico Fuclidiano. Mostre
seu trabalho. |

Exercicio 14. Calcule o rotor Ro como uma rotagao de /2 radianos no plano
e1 N\ eg e aplique-o em ey N eq, assumindo um espaco métrico Euclidiano. Mostre
seu trabalho. O

Exercicio 15. Calcule o plano unitdrio de rotagdo e o dngulo de RoR1. Mostre
seu trabalho. O
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Capitulo 3

Modelos de Geometria

O capitulo anterior apresentou os conceitos fundamentais de Algebra Geométrica.
O presente capitulo discute trés modelos de geometria que podem ser usados na
formulagao de solugées de problemas. Um modelo de geometria prové interpretagao
geométrica pratica para blades, versores, produtos e operacoes da Algebra Geomé-
trica. Tal interpretaco é obtida pela imersio de um espago-base d-dimensional R?
(i.e., o0 espago onde as interpretagoes geométricas ocorrem) em um espago de re-
presentacgao n-dimensional (i.e., o espago vetorial total, para d < n) e pela escolha
de uma métrica para R™. As propriedades geométricas do espago de representagao
dependem da meétrica escolhida. A Secdo [3.1] comenta o0 modelo Euclidiano de
geometria. O modelo homogéneo é discutido na Secao [3.2] e 0 modelo con-
forme ¢é apresentado na Secao [3.3

3.1 O Modelo Euclidiano

Como o nome sugere, o modelo Euclidiano de geometria assume a métrica Euclidi-
ana para o espago vetorial, i.e., o produto interno entre pares de vetores de base
{e;}7, do espago R™C (e; - e; = Q (€5 €j), para 1 < 4,5 < n) define uma matriz
identidade:

. ‘61 [ €n
ee| 1 0 - 0
2|0 1 -~ 0
e |0 0 - 1

Deste modo, k-blades em A R™Y sdo geometricamente interpretados como subes-
pagos Euclidianos k-dimensionais, i.e., subespagos planares orientados (e.g., retas,
planos e seus equivalentes em dimensdes mais altas) que passam pela origem do
espaco vetorial. No modelo Euclidiano, versores pares codificam rotagoes e versores
impares codificam rotagoes seguidas de uma reflexao.

O modelo Euclidiano de geometria foi utilizado em todos os exemplos apresen-
tados de forma grafica no Capitulo 2] As Figuras 2:2] e 23] ilustram, respec-
tivamente, uma reta, um plano e um volume como subespacos planares orienta-
dos em um espago de representagao com n = 3 dimensoes. No modelo Euclidiano,
espago-base e espaco de representacao sao a mesma coisa, pois d = n. Logo, a in-
terpretacao geométrica acontece diretamente no espago de representagao. O uso do
produto escalar de blades no céalculo de angulos entre subespagos Euclidianos de
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mesma dimensionalidade é ilustrado na Figura sendo que a equagao é
valida para qualquer espaco métrico R™%. A projecdo ortogonal de subespacos e a
nao inversibilidade do produto externo e do produto interno de vetores sao ilustra-
das usando espagos Euclidianos, respectivamente, nas Figuras 2.8] e 2.9] Por fim,
as Figuras e mostram como versores e rotores aplicados a vetores levam
a reflexao e rotagao desses vetores, enquanto que a Subsegao mostra a relagao
entre rotores em A\ R*C e quatérnios unitérios.

3.1.1 Interpolacao de Rotagoes

A Subsegao [2:9.1] mostra que rotores podem ser obtidos como a exponencial de
blades (equagao ED) A existéncia de uma expressao fechada para calcular a
exponencial de blades sugere a existéncia de uma expressao fechada para calcular o
logaritmo de rotores. Infelizmente, tal expressao nao é conhecida para o caso geral.
Porém, se o rotor codifica uma rotagdo em um plano sob a métrica Euclidiana,

entao a equacgao (2.9.93)) se reduz para a equacgao ([2.9.92)):

exp <§B<2>> = cos <(§> — sin <(§) By =R, (3.1.1)

sobre a qual o logaritmo é definido:

C Ry (LRI e
e (R) = 1y, ¢ <<R>O|) Be, (3.12)

onde (R), denota a operagao de extracao do grau k do multivetor que codifica o
rotor R, ||| denota a norma reversa (o quadrado da norma reversa é definido
pela equagao ), tan~! ¢ a funcdo arco-tangente, cujo resultado esta no in-
tervalo [—pi,+pi), e B e ¢ sdo, respectivamente, o plano unitario de rotagao
(i.e., | By || = 1) e o angulo de rotagao, em radianos. Quando R = 1, temos uma
rotagao de zero radianos. Nesse caso, o plano de rotagao nao importa e o logaritmo
log (R) é igual a zero. Mas quando R = —1, temos uma rotagdo de +r radianos.
O problema é que, nesse caso, o plano de rotagao nao pode ser determinado, visto
que a porgao 2-vetorial do multivetor R é igual a zero. O logaritmo, nesse caso,
nao pode ser resolvido sem que seja feita uma escolha arbitraria para o plano de
rotacao.

A existéncia de expressoes fechadas para a exponencial de planos (equacao (3.1.1]))
e para o logaritmo de rotores que codificam rotagdes em um plano (equagao (Ez_25I))
permite a construgao de uma expressao fechada para a interpolacao linear de ro-
tacoes. A interpolagdo linear de rotagdes é uma operacao bastante utilizada, por
exemplo, em Computagao Grafica para animacao de modelos geométricos articula-
dos.

Seja R um rotor a ser interpolado em k passos lineares discretos. O rotor S, que
codifica a rotagao a ser aplicada em cada um dos passos, pode ser calculado como

S = exp <1°g]§R)> . (3.1.3)

A aplicacdo sucessiva de S sobre um multivetor M por k vezes equivale & aplicagao
de R sobre M uma tnica vez, usando o produto de versores simplificado para rotores

(equagao 2.9.91)), i.e.,

SS---SMSS---S=RMR,
—— ——

k vezes k vezes
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onde [J denota o reverso do rotor (equagao [2.4.18)).

Observe que as equagoes (3.1.1)), (3.1.2)) e (3.1.3) ndo impoem restri¢goes quanto
& dimensionalidade n do espaco de representacdo. A tUnica restricdo estd na di-
mensionalidade do blade sobre o qual a rotacdo ¢ definida (i.e., Bpy é um 2-blade,
geometricamente interpretado como um plano orientado que passa pela origem do
espago vetorial). Logo, a interpolagdo de rotagdes apresentada na equagao (3.1.3)
pode ser aplicada em rotagoes sobre quaisquer planos unitéarios, definidas em qual-
quer dimensionalidade n > 2.

3.1.2 Solugao de Sistemas Homogéneos de Equacoes Lineares

Subespacos Euclidianos em R™° sio importantes porque representam o conjunto
solugao para qualquer sistema homogéneo de equacgoes lineares com n varidveis.
Por exemplo, considere o seguinte sistemas:

261 7362 =0
{ €1 —262+3€3 =0 (314)

Cada equacdo do sistema é associada a um plano que passa pela origem de R3:0.
Conforme ilustra a Figura os vetores

fi =2e1 — 3eg,
f2 = €1 — 262 + 363,
s80 os vetores normais (i.e., a representagao dual) desses planos. O conjunto solugao

é o subespago resultante da interseccao dos planos, que pode ser calculado usando
o produto externo:

ANR)T (3.1.5)
(261 — 3e2) A (61 — 2ez + 3e3))

er Aeg+6e Aes—9ex Aez)

er N ex+6ep Aes —9ex Aez) | Isy
—(ex1Nea) | (e1 Aea Aes)
+6(e1Nes) ] (e1AexAes)
—9(exNeg) ] (exr AexAes)

= 9¢; + 6ey + e3. (avaliagao das contragoes)

substituicao)

distributividade e antissimetria)

equagao (2.7.68))

distributividade e substituicao)

= (A
= ( (
= (= (
(= (
(

Aqui, o 2-blade expandido como o produto externo de f; e fo é a representagao
dual da solucdo. A solucdo final s é obtida tomando-se a representagdo primal
do subespaco, via desdualizacdo. A operacao de desdualizacdo é definida na equa-
gao (2.7.68), onde I3y ¢ o pseudo-escalar unitario do espa@o AR3O.

Note que a abordagem apresentada na equagao ((3.1.5) , para o caso 3-dimensional,
pode ser generalizada para o caso n-dimensional como

= ARANAf)" ,para0<k<n, (3.1.6)

onde cada vetor f; é a representacao dual do hiperplano que caracteriza uma das
fungoes do sistema. O subespago resultante, S, _y, serd zero quando o sistema nao
tiver solugdo, ao passo que serd um vetor quando a solugdo for tinica (n —k = 1).
O uso da abordagem por Algebra Geométrica permite a solucdo de sistemas sub-
determinados (i.e., sistemas com mais varidveis do que a quantidade de equagoes
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Figura 3.1: O produto externo pode ser utilizado para resolver sistemas homogé-
neos de equacgoes lineares. Nessa ilustragao, fi e fo sao vetores normais aos planos
relacionados com as equagoes do sistema apresentado na equagao . O con-
junto solucao é o vetor s definido pela intersecgao dos planos. Ele é calculado como

s=(hNnf)"

lineares homogéneas, mais um). Nesse caso, o resultado é um subespago Sin—k) cuja
dimensionalidade é maior do que um (n —k > 1).

A regra de Cramer e a decomposi¢ao em valores singulares costumam ser utiliza-
das para resolver sistemas de equagoes lineares. Entretanto, os produtos e elementos
da Algebra Geométrica fornecem uma interpretacao geométrica clara da modelagem
da solugao.

3.2 O Modelo Homogéneo

O modelo homogéneo (ou modelo projetivo) de geometria da Algebra Geométrica
é similar ao uso de coordenadas homogéneas em Algebra Linear. Ele assume, como
espaco de representacio, um espaco vetorial R41:0 com vetores de base {ei}g'l:o.
Ou seja, nesse modelo, o espago-base d-dimensional estéd imerso em um espago de
representagao com n = d + 1 dimensoes e métrica Euclidiana:

€ €1 €2 €d Br.
€ 1 0 0 0
el 0 1 0 0
e 0 0 1 0
eqsx | O O O --- 1

A imersao é feita de tal modo que o vetor extra da base (i.e., a dimensdo homo-
génea ey) possa ser geometricamente interpretado como a origem do espago-base.
A Figura ilustra o modelo homogéneo com espaco vetorial R2*1.%, O plano
paralelo a e; A ey corresponde a representagao homogénea do espago-base, apresen-
tado em detalhe na imagem a direita da Figura [3.2] como um espago Cartesiano
2-dimensional. Por questoes praticas que serao esclarecidas a seguir, a convengao
que adotamos é a colocagao do plano homogéneo paralelo ao plano e; A e e a uma
unidade de distancia da origem do espaco vetorial total, na direcdo ey. De forma
alternativa, alguns autores definem ey - g = —1 e posicionam o plano homogéneo
em —eg.
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Espaco (2+1)-Dimensional
de Representacao

Espago-Base
2-Dimensional
i

e, e

Plano Homogéneo

e e,

Figura 3.2: O plano paralelo a e; A ez é a representagdo homogénea do espago-base
2-dimensional, exibido como um espago Cartesiano na imagem em detalhe, a direita.
No modelo homogéneo, a interpretagao geométrica de blades que residem no espaco
(2 + 1)-dimensional de representacao é dada pela intersec¢ao dos blades com o plano
homogéneo. Por exemplo, os vetores ¢y e p sao interpretados como pontos proprios
no espaco-base. Enquanto que os vetores ey, es e u sao interpretados como pontos
improprios, ou diregoes, por estarem contidos em e; A es.

3.2.1 Blades como Subespacos Planares Afastados da Origem

No modelo homogéneo de geometria, vetores sao geometricamente interpretados
como pontos. Um ponto préprio é um vetor que define um ponto com localizagao
finita (aq,as, -+ ,aq) no espago-base. Tal localizagdo é dada pela intersecgdo do
1-blade que caracteriza o ponto com o plano homogéneo que caracteriza o espago-
base (veja ¢y e p na Figura . Pontos préprios unitarios sao escritos na
forma

P =€ +are; +ages + -+ ageq. (327)

Note que o coeficiente associado a ey na equagao é igual a um. Desse modo,
por conta da convengao adotada no posicionamento do plano homogéneo, os coe-
ficientes associados aos vetores {ei}le definem a localizacdo do ponto proprio no
espago-base. Dizemos que um ponto é um ponto préprio geral quando o vetor
que codifica o ponto é multiplicado por um valor escalar v # 0, i.e., yp. Quando
v = 1, temos o ponto proprio unitario da equacao (3.2.7). Um vetor recebe a
mesma interpretacao geométrica de forma independente ao valor assumido por 7,
pois a intersec¢ao do vetor com o plano homogéneo define a mesma localizagdo no
espago-base.

Quando um vetor é paralelo ao plano homogéneo (e.g., e, ez € u na Figura,
ele é geometricamente interpretado como um ponto improéprio, ou um ponto no in-
finito. Pontos improéprios podem ser vistos como diregoes, pois eles estao contidos na
porgao direcional e; A ea A - -+ A eq do espago de representagao (d + 1)-dimensional.
No caso de pontos improprios, o coeficiente associado ao vetor de base ¢y (i.e., a
coordenada homogénea) é igual a zero:

u=pre1 + Paea + -+ Paeq. (3.2.8)

No modelo homogéneo de geometria, retas, planos e subespacos planares ori-
entados equivalentes de dimensionalidade mais alta sdo expandidos pelo produto
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externo de vetores geometricamente interpretados como pontos proprios e impro-
prios. Neste modelo, 2-blades sao geometricamente interpretados como retas. Por
exemplo, na Figura [3.34]

Loy=pNg

é a reta que passa pelos pontos proprios p e g. Opcionalmente, conforme ilustra a
Figura[3.3b] podemos expandir a mesma reta a partir de um ponto proprio p, sobre
a reta, e de sua direcao, caracterizada pelo ponto improéprio v:

Ligy=pAw.

Em ambos os casos, o blade L3 ¢ geometricamente interpretado como uma reta com
distancia finita em relagdo & origem ey do espago-base. A interpretacdo geométrica
ocorre pela interse¢ao do plano orientado L) no espago de representagao com o
plano homogéneo (Figura . Quando os dois pontos utilizados na expansao de
uma linha reta s@o pontos impréprios, temos uma reta impropria. Ou seja, ela é
uma reta no infinito.

A inclusao de uma dimensao extra ey no modelo Euclidiano de geometria d-di-
mensional e o uso de um plano homogéneo permitem a construcao de blades geo-
metricamente interpretados como subespagos planares que ndo passam, necessari-
amente, pela origem do espago-base. Logo, o modelo homogéneo de geometria é
uma expansao do modelo Euclidiano. Neste tltimo, o espago-base e o espago de
representagao sao um so, o que obriga blades a incluirem a origem do espaco-base.

Como ¢é de se esperar, 3-blades no modelo homogéneo com espago-base de di-
mensionalidade d > 3 sao geometricamente interpretados como planos, podendo
ser expandidos a partir do produto externo de trés pontos proprios (p, g e 1),

Pgy=pAgAr,

ou pelo produto externo de dois pontos proprios (p e ¢) e uma dire¢ao (u),
P<3> =pAqAu,

ou ainda de um ponto proprio e duas diregoes (u e v),
Py =pAunwv,

desde que os fatores vetoriais sejam linearmente independentes.

Conforme pode ser observado, a construgao de blades geometricamente interpre-
tados como subespacos planares orientados de k dimensées (e.g., k = 0 para
pontos, k =1 para retas, k =2 para planos, e assim por diante), que nao pas-
sam, necessariamente, pela origem de espacos-base d-dimensionais, para 0 < k < d,
ocorre de forma natural pelo produto externo de (k + 1) pontos linearmente inde-
pendentes:

F<k+1> =p1ADP2 A A Pry1- (3.2.9)

Blades expandidos exclusivamente a partir de pontos impréprios sao interpreta-
dos como subespagos puramente direcionais, i.e., estao infinitamente distantes da
origem ey, logo, contidos em e; A ea A -+ A eq.

Outra maneira pratica de construir subespacgos planares k-dimensionais é pelo
produto externo da porgao p que caracteriza sua localizagao e da por¢ao Ay que
caracteriza sua diregao:

Fupy=pANAg ,para Agy C (et Aea Ao Aeg), (3.2.10)



O Modelo Homogéneo 59

Espaco (2+1)-Dimensional
de Representacao
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Figura 3.3: Retas, no modelo homogéneo de geometria, sao caracteriza-
das por 2-blades que, nesse exemplo, residem no espago de representacao
(2 4 1)-dimensional. A intersecgdo do blade L3 com o plano homogéneo leva a
interpretagao geométrica de L) como uma reta no espago-base (veja o detalhe a
direita). L) pode ser expandido tanto como o produto externo dos pontos proprios
pegq @, quanto como o produto externo do ponto proprio p e da diregao v @

onde p é chamado ponto-suporte quando esse ¢ o ponto, contido em Fyj 1y, mais
proximo & origem do espago-base.

Finalmente, a operagao de desdualizacao (equagao ) pode ser utilizada
para mapear a representacao convencional de hiperplanos na Algebra Linear, i.e., na
forma da equagao geral do hiperplano, para a representacio como um (d — 1)-blade
da Algebra Geométrica:

Hgy = (—n+0de;") ,paranC (e Aex A Aea), (3.2.11)

onde n = aje; + agez + -+ + ageq ¢ o vetor normal unitario do hiperplano Hg)
e ¢ é sua distancia FEuclidiana em relagao & origem ey. O uso de e; ! na equa-
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Tabela 3.1: Extracao de pardmetros de subespacos planares orientados
k-dimensionais (Xx41) € AR4T10) no modelo homogéneo de geometria.

Préprio Improéprio

Condigao eo | Xgt1y #0 e ] Xig41y =0

Diregao Ay e ] Xt Xt
Momento M1y | €5 | (eo A Xit1y) -
Vetor suporte s M<k+1>A@1> -
Ponto-suporte unitario ey + s X<k+1>A<_kl> _

cdo ¢é aconselhado para garantir a orientacdo adequada para o subespaco
H gy resultante em convengoes onde ey - eg = —1. No caso da convengio adotada
neste livro, i.e., ey - eg = +1, temos eo_l = ¢y. Logo, a equagao se reduz
para

H{d) = (—n + 560)_* .

A Tabela apresenta expressoes utilizadas na extragao de parametros de su-
bespagos planares orientados no modelo homogéneo de geometria. Essas expressoes
sdo tteis para compatibilizar solucdes formuladas com Algebra Geomeétrica e solu-
coes classicas desenvolvidas com Algebra Linear.

Ao contrario do que ocorre no uso convencional de Algebra Linear, onde os
elementos geométricos costumam ser mantidos de forma fatorada, em Algebra Ge-
ométrica, pontos, diregoes, retas, planos e seus equivalentes em dimensoes mais
altas sao elementos primitivos, representados por multivetores, e que podem ser
utilizados diretamente em manipulagoes algébricas. O uso do modelo homogéneo
de geometria em Algebra Geomeétrica naturalmente incorpora e simplifica o uso de
coordenadas de Pliicker [32].

3.2.2 Aplicagao de Transformacgoes

Infelizmente, versores no modelo homogéneo de geometria nao sao tao poderosos
quanto no modelo conforme de geometria (Secgao . No modelo homogéneo,
versores s6 podem ser usados para codificar rotagoes que tém a origem do espago (ep)
como pivd. Nesse caso, um rotor R que codifica uma rotagao em um plano é
definido conforme a equacgao , sendo que o plano de rotagao deve estar
contido em e; A ea A -+ - A eq, i.e., na porgao direcional do espago de representagao.
A aplicagao de rotores sobre subespacos planares X1y acontece usando a operagao

de sanduiche apresentada na equagao ([2.9.91)):
X1y = RX iR, (3.2.12)

onde X</k+1> é o subespaco rotacionado. Felizmente, a equacao (3.2.12) pode ser
usada sobre qualquer subespago planar, préprio ou improéprio, e é valida tanto para

a representacao direta quanto para a representagao dual dos subespagos.

Quando o blade X1, na equagao , é um subespaco improprio, i.e., uma
diregao, temos X1y C (e1 A ea A--- A eq). Nesse caso, tanto o blade transformado
quando o plano de rotagao residem na porcao direcional do espaco de representagao,
o que implica na redugao da operagao para o caso de rotacao no modelo Euclidiano
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de geometria (Segao [3.1). Mas quando o blade X1y ¢ geometricamente interpre-
tado como um subespagco proprio, esse blade nao é ortogonal & dimensao homogénea
eo, podendo ser escrito conforme F' 1y, na equagao (3.2.10). Substituindo Xy 1)

por Fyy1y na equagao (3.2.12)), temos:

Xigry =R (p A Auy) R (substituigao)
= (Rpﬁ) A (RAW?%) (outermorfismo, equagao (2.9.87))
= (R (e +s) ﬁ) A (RAUC)ﬁ) (substituicao)
= (Reoﬁ + Rsﬁ) A (RAM@) (distributividade)

= (eo + Rsﬁ) A (RA%)@) (ortogonalidade). (3.2.13)

No segundo passo de substitui¢ao, o ponto-suporte unitario p é reescrito na forma
eo+ s, onde s C (eg ANeagA--+Aeg) é o vetor suporte, de comprimento igual a
menor distancia entre o subespago planar X1y e a origem ¢y. Observe, na equa-
cao , como a rotagao nao altera a distancia do subespago em relagao a ori-
gem, pois ela apenas corrige a componente direcional do mesmo (4 ) e a atitude
do vetor suporte (), que se mantém ortogonal & componente direcional.

Ao contrario de rotagoes, translagoes e movimentos de corpo rigido nao podem
ser representadas por versores no modelo homogéneo de geometria. Essa deficién-
cia sera contornada no modelo conforme de geometria (Segao . A féormula da
translacao aplicada a blades primais é definida por

Xy = Xopany T 1A (601 ] Xiyny) (3.2.14)

onde t C (e Aeg A---Aeg) & o vetor de translacao, X(z41) é o subespago primal

que esta sendo transformado e X <’ k1) é o subespaco resultante da transformacao.

Considerando-se o caso de subespagos primais proprios X1y, escritos na forma

da equagao (3.2.12)), a formula de translagao apresentada na equagao (3.2.14) pode
ser obtida observando-se que apenas o ponto-suporte unitario p = eg + s deve ser

afetado pela translagdo na diregdo t. Ou seja,

X{k+1> = (p + t) A A<k>

=pANAgy +tA Ay (distributividade)
= Xpyr) HEA Ay (substituicao)
= Xpiny A (e ] Xpgny) » (substituigdo) (3.2.15)

onde a operacao e; ! ] X(k+1), aplicada no tltimo passo da manipulacao, retorna a

diregao do subespago X1y a ser transladado (veja a Tabela . Confome pode
_

ser observado na equagao (3.2.15)), a formula de translagao também se aplica a su-
bespagos primais impréprios, pois, nesse caso, e, 1 ] X(k+1y = 0 por ortogonalidade,

o que leva a redugao da equacao (3.2.15)) a X<’k_~_1> = X(k+1)- Ou seja, diregoes sao
invariantes a translagao.

A translagao da representagiao dual de subespagos planares X(; 1y acontece, no
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modelo homogéneo, pela aplicacao da formula dual a equacao :
(X{k+1>)* = (Xperny + A (6" ] Xipgny)) (dualizagao)

= Xy + (EA (0 ] Xppany))” (distributividade)

= X(py1y Tt (eg '] X(k+1))* (equagdo (2.7.72))

= X(py1y +t] (eo—l A X<*k+1)) (equacdo (2-7.73))

= Xy + (e ') Xy —e0 ' A (tJ X<*k+1>) (equagdo (3:2.17))

= X1y — € tA (tJ X<*k+1>) ) (ortogonalidade)
(3.2.16)

onde a identidade
a | By = (a-b) Cis—1y —bA (aj C<5_1>) , (3.2.17)

para B, = b A Ci,_qy, representa a distribuicao da contragido a esquerda sobre o
produto externo. Essa identidade é bastante ttil e recorrente em manipulagoes
algébricas. Por isso, merece atengao especial. Ela pode ser demonstrada a partir

da equacao (2.6.61)):
a] Bsy = 5 (aBs) = §<s>a) (3.2.18)

a (b A C<s,1>) + (b A /C\'<S,1>) a) (substitui¢ao)

abCrs_1y + b6'<s,1>a) (equivaléncia)

abC<S,1> + b6’<5,1>a + ba0<5,1> — baC<S,1>)

N
S

N RN~ N RN~

/N 77 N 7N 7N N

~ 1 ~
ba) Clo—1y — ib (aC<S,1> - C<S,1>a) (distributividade)
+0) Cls—ry — b (a] Clsmy) (equago ([2.6.61))
) C

Q

a-b

—~

(s—1) — b A ( | C<S,1>) ) (equivaléncia)

No segundo passo da equagao (3.2.18)), & primeira vista, a orientagao de 71A3’<5> pode
parecer ter sido alterada quando este blade ¢ substituido por b A C,_1y. Entretanto,
é importante notar que

—B<S> = — (—1)3 B<S> = (—1)S+1 (b N C<S,1>) = (—1)8_1 (b A C<S,1>) =bA C(S,D.

A forma mais comum de se caracterizar um movimento de corpo rigido é por
uma rotacdo, tendo a origem do espa¢o como pivd (equagao , seguida por
uma translagdo (equagao , para o caso primal, ou equagao , para
o caso dual). Para a transformacdo de subespagos planares primais, a formula de
movimento de corpo rigido é dada por:

X1y = RXpeny R+ A (egl ] (RX<H1>7§)) . (3.2.19)

A equacao (3.2.19) é valida tanto para subespagos proprios quanto para subespagos
improéprios. A derivagao da féormula de movimento de corpo rigido a ser aplicada
sobre subespagos duais é sugerida como exercicio no fim desse capitulo.
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3.3 O Modelo Conforme

O modelo conforme de geometria supera o modelo homogéneo tanto na capacidade
de representagao de elementos geométricos quanto de transformagoes, através de,
respectivamente, blades e versores. Ao contrario do que acontece no modelo homo-
géneo, blades podem ser geometricamente interpretados nao apenas como diregoes,
pontos, subespagos planares afastados da origem (e.g., retas, planos e seus
equivalentes de dimensionalidade mais alta), mas também como circunferéncias
(e.g., pares de pontos, circulos, esferas e seus equivalentes de dimensionalidade mais
alta) e subespagos tangentes. Versores, por sua vez, podem combinar reflexges,
rotagoes, translacgoes e escalas uniformes positivas. Esse conjunto de elemen-
tos geométricos e transformagoes mostra que o modelo conforme é especialmente
concebido para lidar com transformagoes de similaridade, i.e., geometria de
transformagoes que preservam angulos, paralelismo e razao entre distancias. Logo,
o modelo conforme é ideal para se trabalhar com geometria Euclidiana. O mo-
delo conforme de geometria foi introduzido na Algebra Geométrica por Hestenes et
al., em 1999 [19]. Mas seus fundamentos sdo conhecidos desde muito antes de sua
representacdo por Algebra Geométrica.

Para trabalhar com transformagoes de similaridade, o espago vetorial do modelo
conforme faz uso de uma fungdo de métrica Q definida de tal modo que o produto
interno de vetores interpretados como pontos ﬁnitoﬂ unitarios seja diretamente
proporcional ao quadrado da distancia Euclidiana entre esses pontos. Existe mais de
uma maneira de se definir tal fungdao de métrica. Por questoes que serao discutidas
ao longo desta se¢ao, optamos pela convengao

1
Q(p,q)=p-q= —§d% (p.q), (3.3.20)

onde p e ¢ sao vetores geometricamente interpretados como sendo os pontos finitos p
e ¢, cujo quadrado da distancia Euclidiana é dada por d% (p,q). Uma consequéncia
direta da definigao de métrica dada na equacao é que o produto interno de
um vetor interpretado como ponto finito com ele mesmo € igual a zero:

Q(p,p)=p-p=0,

pois a distancia Euclidiana de um ponto finito p para ele mesmo é zero. Isso implica
que, no modelo conforme, pontos finitos sdo codificados por vetores nulos.

E relativamente facil definir um espaco métrico contendo vetores nulos interpre-
tados como pontos finitos. Mostraremos duas maneiras de se fazer isso. A primeira
assume métrica ortogonal (Subsegio , o que facilita manipulagoes algébricas
envolvendo o produto geométrico. A segunda maneira serd derivada da primeira
(Subsecao , e serd mais pratica na construgao de blades e versores com signi-
ficados geomeétricos bem definidos no modelo conforme.

3.3.1 Meétrica Pseudo-Euclidiana

Seja R%Y um espago-base Euclidiano d-dimensional, com base vetorial {e;}¢ ;. A
inclusao de duas dimensoes nesse espaco, representadas pelos vetores e, e e_, com

1Utilizaremos o termo ponto finito no lugar de ponto préprio para distinguir entre a represen-
tagdo de pontos com distancia finita em relacado a origem do espago-base, usada, respectivamente,
no modelo conforme e no modelo homogéneo.
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métrica pseudo-Euclidiana, leva ao espaco vetorial de representacio R?TH1 também
com métrica pseudo-Euclidiana, i.e., com matriz de métrica:

- le e -+ eq e, e_
|1 0 - 0 0 0
|0 1 -~ 0 0 0
|0 0 -~ 1 0 0
|0 0 - 0 1 0
e |0 0 -~ 0 0 -1

Dois exemplos de vetores nulos, contidos em R+ sio: (e, +e_ ) e (e, —e_).
As equagoes (3.3.21) e (3.3.22)) demonstram que o produto interno desses vetores
com eles mesmos resulta em zero:

(e, +e ) (e, +e)=e,-e,+e e +e e +e -e

=14+04+0-1

=0, (3.3.21)
(e —e ) (e, —e )=e,-e,—e . -e.—e_-e +e_ -e_

=1-0-0-1

=0. (3.3.22)

3.3.2 Meétrica Conforme

O espago métrico que utilizaremos no modelo conforme possui a mesma assinatura
métrica do espago apresentado na Subsecao i.e., R411 Entretanto, usaremos
uma base vetorial mais conveniente para interpretacoes geométricas. Nessa base,
0s vetores {ei}le da porcao Euclidiana do espago sao mantidos, enquanto que as
dimensoes extras sao n,, um vetor nulo interpretado como o ponto de origem, e
N, um vetor nulo interpretado como o tnico ponto no infinito. Ter um tnico
ponto no infinito pode ser imaginado da seguinte forma em um espago-base 2-
dimensional: considere um espaco Euclidiano 2-dimensional e arbitre uma origem
para ele pela inclus@o de uma dimensao homogénea. A existéncia da dimensao
homogénea permite a interpretacao geométrica de toda direcao como sendo um
ponto distinto no infinito (Segao , contidos no horizonte, definindo um circulo
celeste infinitamente distante de qualquer ponto finito no espago-base. Por exemplo,
na Figura[3.2] tal circulo seria formado pelos pontos improprios nos limites do plano
homogéneo. Dentre eles, as direces e;, ex e u. Agora, pegue todos os pontos
improéprios no circulo celeste e dobre o espaco de modo que todos esses pontos se
tornem coincidentes. Para dobrar o espaco seré preciso considerar uma dimensao
extra. O ponto coincidente passa a ser o tinico ponto no infinito, caracterizado por
essa dimensao extra.

Os vetores de base que caracterizam o ponto na origem e o ponto no infinito
podem ser escritos dentro do modelo pseudo-Euclidiano, respectivamente, como:

1
o= 3 (ep +e_), (3.3.23)
Moo = €_ — €. (3.3.24)

A partir dos resultados obtidos nas equagoes (3.3.21) e (3.3.22)), fica claro que n,
e n., sao vetores nulos. Uma questao interessante é a métrica indicar que eles sao
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ortogonais a si mesmos (n, - 7, = N, * N = 0), porém nao sdo ortogonais entre si:

1
o Moe = 5 (ex ) (e —ey)
1
:§(e+~e,—e+~e++e,-e,—e,-e+)
= -1
Ao considerar a base vetorial {n,, €1, €2, - , 4, N, } para o espago de representacao

(d + 2)-dimensional do modelo conforme, a matriz de métrica degenerada adotada
nesse modelo de geometria é dada por:

No €1 €3 €d N
No 0 0 O 0 -1
€1 0 1 0 0 0
€ 0 0 1 0 0
€q o o o --- 1 0
ne.|—-1 0 0 - 0 0

Finalmente, de posse da base vetorial do modelo conforme, vetores geometri-
camente interpretados como pontos finitos unitarios e que respeitam a métrica
indicada na equacao (3.3.20f) sao escritos na forma

d
1
p:no+alel+a262+...+aded+§z(a?)nm, (3.3.25)
i—1

enquanto que pontos finitos gerais sao escritos como pontos finitos unitarios
multiplicados por um valor escalar v # 0, i.e.,

d
g =P =7, +yorer +yozes + - + yageq + % > (ef)n.., (3.3.26)

i=1
o que leva a v = —n_, - g. Um ponto finito geral yp apresenta a mesma localizagao
(a1, 9, -+ ,q) que um ponto finito unitario p no espago-base d-dimensional. A

necessidade do somatoério na definigao da coordenada associada a n., sera justificada
na sequéncia.

Para demonstrar que a métrica na equagado (3.3.20) é respeitada, considere
os pontos p e ¢, com localizagdo (a1, as, - ,aq) e (B1,582, -+ ,B4), respectiva-
mente, e codificados pelos vetores p e ¢ na forma de pontos finitos unitéarios (equa-
¢ao (3.3.25)). Por conveniéncia, escrevemos

1
p:no+p’+§(p’~p’)nm,

1
g=no+q +5(d q)nw,
onde
p' =aie; +azes + -+ + ageq,
¢ = Brer + Baes + -+ + Baea,
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Figura 3.4: O espago de representacao 4-dimensional do modelo conforme, com
espago-base 2-dimensional, é apresentado graficamente tendo n, como dimensao
homogénea e ponto na origem do espago {ej, €3, n..}. O espago-base, no detalhe
a direita, corresponde ao plano n, A e; A ea. Vetores que codificam pontos finitos
(e.g., no, p, q, 7) sdo apresentados como pontos no paraboloide. A interpretagao
geométrica é obtida pela projecao ortografica desses pontos em n, A €1 A es.

sao vetores contidos na porc¢ao Euclidiana do espaco e p’ - p’ e ¢’ - ¢/ reescrevem o

somatoério do quadrado dos coeficientes, apresentado na equacao (3.3.25)). O produto
interno de p e ¢ mostra que a relagao métrica entre dois vetores que codificam pontos
finitos unitarios é proporcional ao quadrado da distancia Euclidiana desses pontos:

1 1
<n0+p’ + = (p’-p’)noo> : (no +4q + 3 (¢4 nw>

3
<
Il

2
_ 1 /2 A 1 / /
= 2(q )+ q 2(10 p')
1
=5 =9)-(¢=p)
d
1
=5 B @)’
=1
1
= 5% (P.9).

Desse modo, todo vetor que codifica um ponto finito no modelo conforme também
¢ um vetor nulo (i.e., p-p =0). Ter um produto interno de vetores relacionado a
distancia Euclidiana é uma caracteristica interessante do modelo conforme. Essa
caracteristica permite a definicao de solugoes livres de coordenadas, pois a compa-
ragao entre pontos é independente de sua localizacao relativa a origem assumida
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Figura 3.5: Na visualizacao homogénea do espaco de representagao, 2-blades inter-
pretados como pares de pontos (P<2> = p A q) sao representados como uma reta que
atravessa o paraboloide em dois pontos finitos. A interpretagao geométrica de Py,
é obtida pela projecao desses pontos no espago-base.

(i.e., qualquer ponto finito pode substituir o ponto na origem, n,). No modelo
homogéneo (Segao , o resultado do produto interno de vetores interpretados
como pontos proprios depende de quao distante eles estao de ey, impedindo o uso
de versores na codificacdo de todo tipo de transformacao ortogonal.

3.3.3 Blades como Circunferéncias

A Figura mostra que o conjunto de todos os pontos finitos unitarios (equa-
3.3.25))

cao (3.3. em um espaco-base 2-dimensional define um paraboloide na direcéo
n., do espago de representagao. Tal paraboloide é consequéncia direta da definigao
da coordenada associada a n. como o somatério do quadrado das coordenadas
Cartesianas do ponto finito (equacao (3.3.25))). Nesse exemplo, o espago vetorial de
representagao possui quatro dimensoes, duas para a porcao Euclidiana do espago
({e1, e2}) e as duas dimensoes extras do modelo conforme ({n,,n.}). Para que
seja possivel ilustrar as quatro dimensoes do espago de representacao, o mesmo
é apresentado nas figuras dessa segao como um espago homogéneo 3-dimensional,
onde o vetor n, é tratado como dimensao homogénea e a coordenada associada a
essa dimensao é normalizada para um. Logo, n, é apresentado como o ponto na
origem do espago homogéneo 3-dimensional. O espaco-base, apresentado em detalhe
a direita da Figura [3.4] corresponde ao plano posicionado ao fundo do espago de
representagao. Note que o paraboloide toca o espago-base em sua origem e que a
localizagao dos pontos finitos (e.g., no, p, ¢ e r) é dada pela projegdo ortografica
desses pontos, contidos no paraboloide, sobre o espago-base.
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Espago (2+2)-Dimensional
de Representacao
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Figura 3.6: No modelo conforme, blades interpretados como circulos
(Cigy = p A g Ar) definem um plano na visualizagdo homogénea do espago de re-
presentagdo. A elipse resultante da intersec¢io desse plano com o paraboloide de
pontos finitos retorna o conjunto de pontos que, projetados ortograficamente no
espago-base, dao a interpretacao geométrica do 3-blade.

No modelo conforme, circunferéncias (k-esferas) sao construidas a partir do pro-
duto externo de pontos finitos. O produto externo de dois pontos define um par de
pontos (i.e., uma 0-esfera):

K(g) =pAg. (3327)

Por sua vez, o produto externo de trés pontos define um circulo (i.e., uma 1l-esfera):
Ciy=pAgAT. (3.3.28)

De forma analoga, o produto externo de quatro pontos finitos produz uma esfera
(i.e., uma 2-esfera), de cinco pontos uma 3-esfera, e assim por diante, desde de
que a dimensionalidade d do espaco-base comporte a dimensionalidade do elemento
geométrico gerado. Logo, a construgdo de k-esferas (para 0 < k < d) é bastante
intuitiva no modelo conforme. Ela é obtida pelo produto externo de (k 4 2) pontos
finitos nao coincidentes:

S<k+2> = D1 AN D2 VANRERWAN Pk+2- (3329)

As Figuras [3.5] e 3.0] ilustram a interpretacao geométrica de blades como, res-
pectivamente, pares de pontos e circulos em um espago-base 2-dimensional. Na
representagao homogénea da Figura o blade K5 (equagao ) é ilustrado
como uma reta que atravessa o paraboloide exatamente nos pontos p e q. A projegao
desses pontos no espago-base dao a interpretagao de Ky como um par de pontos.
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Na Figura o blade (3 é visto como um plano no espago de representagao homo-
géneo. Esse plano foi expandido a partir dos pontos p, ¢ e r (equacao (3.3.28)). Sua
interseccao com o paraboloide define o conjunto de pontos que forma a elipse que,
quando projetada ortograficamente no espago-base, leva & interpretacao geométrica
de C(3y como um circulo.

Outra maneira prética de construir k-esferas é a partir do ponto central ¢, do raio
p e da direcio A1y € (e1 Aea A--- A eq) do espago-suporte (i.e., reta suporte, no

caso de par de pontos, plano suporte, no caso de circulos, e assim por diante):

Sipyay = (c + ;anoo> A (—CJ (;i<k3+1>n00)) , (3.3.30)

onde 0 é a involugdo do grau (equagao 2.6.62 ). A construgao Aj41)n. serd
introduzida na Subsegao m (equacao (3.3.39)).
A hiperesfera de centro ¢ e que passa pelo ponto p pode construida por

Sary =pA(cAng) ", (3.3.31)

3.3.4 Blades como Subespacos Planares Afastados da Origem

A Secao comenta que pontos improprios no modelo homogéneo de geometria
sao caracterizados como pontos no infinito, de modo que cada direcao é um desses
pontos. No modelo conforme, entretanto, o espago-base é “fechado”. Isso significa
que m. € o unico ponto no infinito, com localizacao bem definida que pode ser
alcancada seguindo qualquer dire¢ao. Logo, n.. é comum a todo subespago planar
(i.e, reta, plano e seus equivalentes de dimensionalidade mais alta) no modelo con-
forme. Desse modo, linhas retas e planos sao construidos como produto externo de
n. com, respectivamente, dois e trés pontos finitos.

A incluséo de um ponto extra (n.,) na construgao de subespagos planares pode
nao parecer natural em um primeiro momento. Afinal, estamos acostumados a
definir retas a partir de apenas dois pontos e planos a partir de apenas trés. Porém,
refletindo sobre a interpretagao geométrica de blades no modelo conforme, é possivel
observar que retas e planos sdo, naturalmente, casos especiais de circulos e esferas
com raio infinito. Logo, a construc¢ao de um circulo de raio infinito, a partir de trés
pontos, naturalmente passa pelo uso de dois pontos finitos e um ponto no infinito,
ou pelo uso de trés pontos finitos colineares, mas nao coincidentes.

O produto externo de um ponto finito p com o ponto n., € ilustrado na Figura
pelo blade

P<2> =pAng,. (3332)

Esse elemento geométrico é chamada de ponto planar. A rigor, ele é um caso
especial de par de pontos, quando um dos pontos no par estd no infinito. Porém
é conveniente atribuir a esse blade a interpretacao geométrica de um ponto que,
obrigatoriamente, podera fazer parte de uma reta, plano ou outro subespaco planar,
mas nunca de um circulo de raio finito. Logo, se incluirmos, por exemplo, o ponto
finito ¢ ao produto externo de p com n,, teremos um 3-blade geometricamente
interpretado como uma reta:

Lisy=pAqgAng. (3.3.33)

Observe, na Figura que o blade L3 ¢ paralelo & dire¢ao n,, e que sua intersec¢ao
com o paraboloide define uma parabola que, quando projetada ortograficamente no
espago-base, leva a interpretacao geométrica de L3y como a reta que passa por p
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Espago (2+2)-Dimensional
de Representacao

Espago-Base
2-Dimensional

n/ e e,

Figura 3.7: Pontos planares sao obtidos pelo produto externo de um ponto finito
p e o ponto no infinito n.,, i.e., Pizy = p A n,. Assim como 2-blades interpretados
como pares de pontos (Figura , 2-blades interpretados como pontos planares
definem uma reta na visualizagao homogénea do espaco de representagao. Porém,
nesse caso, a reta é paralela a n. e intersecciona o paraboloide apenas no ponto
finito p, que lhe confere a interpretacao geomeétrica.

e ¢q. Agora, compare as Figuras e Note que tanto C(3, quanto L3y sao
3-blades, sendo que L3y pode ser visto como o caso particular onde o plano, na
ilustragao homogénea, é paralelo ao eixo n,. Quanto mais alinhado for um 3-blade
em relacao a n,,, maior o raio do circulo que lhe confere a interpretacdo geométrica
no espago-base. No limite, o 3-blade ¢ paralelo a n.. (o caso de L)), o que leva a
interpretacgao de circulo com raio infinito, ou reta.

Todas as equagoes para construgao de subespagos planares no modelo conforme
sao compativeis com as equagoes apresentadas no modelo homogéneo, mas com a
inclusao do ponto no infinito, n., na expressao. Por exemplo, a equagao ,
para construcdo de subespacos planares orientados a partir de pontos finitos, é
reescrita como

Flopoy =p1 Ap2 A A pryr AN, (3.3.34)

onde p; sdo pontos finitos gerais definidos na forma da equagéo (3.3.26)).

No modelo conforme, a construgao de subespacos planares k-dimensionais pelo
produto externo da porgao p, que caracteriza sua localizagao, e da porgao A, que
caracteriza sua dire¢do (equacdo (3.2.10), no modelo homogéneo), é reescrita como

Fiopoy=pNAgy An. ,para Agy C(er Aea A--- Aeq). (3.3.35)

De maneira similar a equagao (3.2.11]), hiperplanos no modelo conforme podem
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e, L<3>

Espago (2+2)-Dimensional
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n/ e e,

€

Figura 3.8: Quando um 3-blade define um plano paralelo a n., na visualiza¢ao ho-
mogeénea do espaco de representagdo (e.g., L<3> =pAqgAn,), a intersecao desse
plano com o paraboloide de pontos finitos resulta em uma parabola. A projegao or-
tografica dessa parabola no espago-base faz com que o 3-blade seja geometricamente
interpretado como uma reta.

ser obtidos por
Higp1y = (n+ dn.) " ,paran C(eg Aea A Aeg), (3.3.36)

onde n = aje; + azez + -+ + ageq € o vetor normal unitario do hiperplano Hygy 1y e
0 é sua distancia Euclidiana em relagdo a origem n,. Outra maneira de se construir
hiperplanos no modelo conforme é a partir de seu vetor normal n e de um ponto
finito p contido no hiperplano:

Hainy=pA(nAng) ", (3.3.37)

Finalmente, o bissetor perpendicular de dois pontos finitos p e ¢ (i.e., o
hiperplano formado pelos pontos equidistantes a p e ¢) é calculado como:

Hygy=(p—q) - (3.3.38)

E sugerido como exercicio a prova de que a equacio sempre resulta no
hiperplano que corresponde ao bissetor perpendicular de p e ¢q. Bissetores perpen-
diculares serao particularmente tteis na Segao [£.4] onde o modelo conforme sera
utilizado no célculo de diagramas de Voronoi e triangulacoes de Delaunay de con-
juntos de pontos.

Para ser geometricamente interpretado como uma dire¢do no espago-base, um
blade precisa conter apenas porgoes direcionais (i.e., fatores vindos de e; A ea A -+ A eg)
e nenhum aspecto de localizagdo. A localizagdo de um blade é definida em termos
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Figura 3.9: Subespagos tangentes no modelo conforme de geometria sao blades que
tangenciam o paraboloide de pontos finitos. Nesse exemplo, o subespago tangente
T'(2) possui localizagao p e diregao a, sendo apresentado como uma reta na visualiza-
¢ao homogénea do espago de representacao. O circulo apresentado ajuda a mostrar
que subespacos tangentes podem fazer parte de blades de dimensionalidade mais
alta, caracterizando a tangente em um ponto finito contido nesse blade.

do ponto n, assumido para a origem do espago-base. Portanto, dire¢coes devem ser
colocadas infinitamente distantes de n.., sendo construidas como

D1y = Ay Ao = Agpynee, para Ay C (ex Aea A+ A eg). (3.3.39)

Esta é uma extensao natural de blades que sao interpretados como diregoes, no
modelo homogéneo, para o modelo conforme de geometria.

3.3.5 Blades como Subespacgos Tangentes

Blades, no modelo conforme, podem ainda ser geometricamente interpretados como
subespacos tangentes. Como o nome sugere, tais primitivas sao tangentes a algum
objeto. No caso, esses blades codificam subespacos tangentes a circunferéncias ou
a subespacos planares em um ponto especifico. Portanto, subespacos tangentes
possuem uma interpretacao tanto de ponto, devido a sua localizagao, quanto de
diregao, por conta da informagao direcional associada a uma tangente.

Para um dado k-blade X4y, interpretado como circunferéncia ou como subespago
planar que passa pelo ponto finito p, o subespacgo tangente localizado em p é

~

T(k71> = pj X(k) (3340)

A interpretacao dessa expressao pode ser deduzida da anéalise do comportamento
esperado para a contragio a esquerda (Subsegdo [2.4.3). A contragdo de p sobre
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Tabela 3.2: Condigoes para interpretagdo geométrica de subespa-
cos (X € AR 1) no modelo conforme de geometria.

Condigoes
Circunferéncia Mo N Xy 70
Primal/Dual Mo | Xgy #0
X5 #0
Subespago N A Xy =0

Planar Primal No | Xy # 0
Subespago Planar | n. A Xy # 0

Dual Neo J X(k =
Direcao Moo N X(1y =
Primal/Dual no | Xy =0

X
Tangente 7;;0 /J\X<k> ;g(())
Primal/Dual OOXQ (k) 0

X (ky deve remover de X (k) @ parte que ¢ “mais parecida” com p, preservando o que
é “menos parecido”. Sendo p um ponto finito, o produto interno de p com ele mesmo
é igual a zero. Ou seja, p nao € nada parecido com ele mesmo. Logo, a localizagao
de p deve ser preservada na tangente resultante, T(,_;). Suponto que X () seja
uma circunferéncia, fica evidente que, dentre os pontos contidos na circunferéncia,
aquele cujo produto interno com p retorna o maior valor em médulo ¢ o ponto em
X (ry mais parecido, em termos da métrica, e mais distante de p, i.e., a antipoda
de p. Tomando a Figura[3.9] como exemplo, é possivel supor que, na representacao
homogénea de um circulo, a dimensao contida no plano cinza escuro e que aponta a
antipoda de p deve ser a dimensao “consumida” pela contragao. O que resta, apos
a avaliagao do produto interno de p com essa dimensao, é a reta perpendicular &
diregao da antipoda.

A equacgao geral para construcao de subespagos tangentes, a partir de um ponto
p e uma diregao Ay, ¢ dada por

Tie—1y =p A (—pJ (ﬁ<k>nw>) ,para Ay C (e1 Aea A=+ Aeq). (3.3.41)

A rigor, a equagao (3.3.41) mostra que quando Ay ¢ um subespago de k=0
dimensoes (i.e., um valor escalar), o subespago tangente construido se reduz ao
ponto p:

o~

Ti—1y =p A (—pJ (A<o> nx)) =pA(-p](an.))=ap=p.

Ou seja, pontos finitos no modelo conforme (equagao ) sao subespagos tan-
gentes com porgao direcional O-dimensional.

A Figura mostra que subespagos tangentes correspondem a blades que tan-
genciam o paraboloide formado pelos vetores geometricamente interpretados como
pontos finitos. Logo, tangenciam também circulos e retas no modelo conforme com
espaco-base 2-dimensional. A partir dessa visualizacdo, fica clara a natureza da
localizacdo do espago tangente (i.e., o ponto comum & reta Ty, na visualizacao
homogénea do espago de representagio) e a natureza de sua diregao (i.e., a dire¢ao
da reta tangente ao paraboloide).
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Tabela 3.3: Extracdo de parametros de subespagos (X € AR™!) no modelo

conforme de geometria.

Modelos de Geometria

Direcao Localizagao Quadrado do
(A neo) Finita (p) Raio (p?)
Clrcgiielgeln01a (—nee | Xey) A 1 _%EQMT;X()@ (X(1]>))((<k>)2
Noo | X (k) Moo ] A (k)
Circunferéncia _ X 1y oo X Xy X
| X *) Ang | —1XmneeXay _ XX
Dual ( noe ] Xy ) A 2 (noo | X(1y) (noo ] X1y )
Subespago _
Planar Primal — e | Xk (no J X<k>) X<k>1 -
Subespago . _1
Planar Dual ~e ] Xy (no A Xoy) Xy -
Direcao
Primal Xk) a -
Direcao . B B
Dual Xik)
Tangente X
Primal (=1 | Xiiy) A 1o *"oojk))Qm 0
Tangente —x X
Dual ( e | X<’“>> A Moo — 700 [ X (1) 0

Modelos geométricos 3-dimensionais costumam ser representados por malhas
de tridngulos em aplicacoes de Computagao Gréfica. Usualmente, junto a cada
vértice da malha é armazenada nao s6 a localizagao do vértice, mas também seu
espaco tangente, composto pelo vetor normal, pelo vetor tangente e pelo vetor
binormal. Ou seja, a informagcao é armazenada de maneira fatorada em um ponto
e trés vetores. A existéncia de um blade geometricamente interpretado como um
subespago tangente é uma alternativa elegante para representar vértices em malhas
de poligonos, pois esses blades codificam nao apenas a localizacao do vértice, mas
também a informacao tangencial na forma de um tnico elemento primitivo. Além
do seu uso em malhas de poligonos, subespacos tangentes podem ser aplicados na
codificagao de raios, que normalmente sao representados de maneira fatorada por
um ponto e um vetor de direcao.

A Tabela [3:2) indica as condi¢bes que devem ser atendidas por um blade para
que esse seja classificado de acordo com sua interpretagao geométrica como circun-
feréncia, subespago planar orientado, proprio e improprio, e subespago tangente no
modelo conforme de geometria. A Tabela [3.3] apresenta expressoes utilizadas na
extracao de pardmetros para cada interpretacdo. As expressoes apresentadas em
ambas as tabelas consideram tanto a representacao primal quanto a representagao
dual dos subespagos. Essas expressoes sao uteis para compatibilizar solugoes for-
muladas com Algebra Geométrica e solucdes classicas desenvolvidas com Algebra
Linear, permitindo, por exemplo, a ilustracao da geometria codificada pelo multi-
vetor.

Na Secao [£:4] é feita a leitura de algumas das expressoes do modelo conforme
de geometria presentes nesse Capitulo, considerando a interpretagao geométrica dos
produtos e blades envolvidos. Entender a interpretacao geométrica de cada elemento
que compoe as expressoes algébricas é muito importante na aquisicao de destreza
no uso de Algebra Geométrica. Por exemplo, observe na Tabela que sempre que

—%

é feita uma contragao a esquerda de n,, por algum blade X ;) ou X (k) interpretado
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como um elemento geométrico com localizagao, a expressao também é multiplicada
por —1. O motivo é compensar a troca de orientagao introduzida pela interagao
entre n., € n, na avaliagdo do produto interno, pois n., | n, = n. - n, = —1. Mas
quando 7., | Xy ¢é elevado ao quadrado, a troca de orientacao introduzida pela
contracao a esquerda é cancelada naturalmente, de modo que o —1 introduzido na
expressao serve para compensar outra troca de orientagao introduzida na expressao.

3.3.6 Versores como Transformacoes de Similaridade

As Subsecoes|[3.3.3] [3.3.4] e [3.3.5] apresentaram a interpretacao geométrica de blades
como circunferéncias, subespacos planares orientados, dire¢oes e subespagos tangen-
tes. Esta subsecao mostra como utilizar versores para representar transformagoes
de similaridade no modelo conforme de geometria.

O grupo de transformagoes de similaridade preserva dngulos, paralelismo e razao
entre comprimentos. Portanto, preservam o ponto no infinito:

Vo V7t =n.

Pela manipulagao algébrica da expressao acima, chegamos a condigao para um ver-
sor V ser de similaridade:

N | V=0,
pois
ﬁnwv_l = N
]77100 =n.V
n.V—VYn, =0
2n, | V=0 (equagdo (2-6.61)))
Ne | ¥V =0.

Ou seja, n,, € ortogonal & qualquer caracteristica que V venha a codificar.
O versor similar mais simples e mais geral que existe é escrito como

h=n+dn, ,paran C(egAeaA---Aeq), (3.3.42)

e representa um hiperplano dual, onde n = aje; + ases + - -+ + ageq € o vetor nor-
mal unitirio do hiperplano Hygy1y = h™" e § é sua distancia Euclidiana em rela-
¢cao a origem n,. A representacao primal desse hiperplano é apresentada na equa-
cao . Como todo vetor inversivel, o 1-versor h codifica uma reflexao. A
Segao mostrou que hiperplanos duais agem como espelhos planares quando apli-
cados via produto de versores (equagao (2.9.88)).

Visto que hiperplanos sao casos particulares de hiperesferas com raio infinito
(Subsecao , é natural associar hiperesferas duais a versores que também codi-
ficam reflexdes. De fato, hiperesferas duais agem como espelhos esféricos. A esfera
dual centrada na origem e de raio p positivo é dada por

U= "Ny — =P Ne.

2

A expressao para hiperesferas duais gerais, i.e., com centro e raio quaisquer, é um
pouco mais envolvente. E conveniente defini-la como

§ = S<*d+1>7 (3343)
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onde S441) € a hiperesfera primal obtida através de qualquer uma das equagoes de
hiperesfera apresentadas na Subsegao [3.3.3]

ReflexGes sao importantes porque outras transformagoes de similaridade podem
ser construidas a partir delas. Por exemplo, a Figura ilustra que translacgoes
podem ser construidas como duas reflexdes em hiperplanos paralelos e com a mesma
orientagao. Seja

hl = n+61noo)
hy = n + 021,

o par de hiperplanos duais paralelos, afastados pela metade da distancia que se
deseja transladar. O versor de translacdo 7 é obtido por

T: h2h1
= (n+dan.) (n+diny)
21—(62—61)71/\7100
1

=1-gtn.. (3.3.44)

onde t =2 (d2 — 1) n é o vetor de translagao e n é o vetor normal unitario dos
hiperplanos. Observe, na equacao , que a primeira reflexdo é colocada mais
& direita no produto entre hy e hy. Isso porque, na aplicacdo de versores pela
operagao de sanduiche, o elemento transformado sofre primeiro a agao do 1-versor
mais interno (h;) e depois a agao do 1-versor mais externo (hz). Observe, também na
equagcao , que a localizagao individual dos hiperplanos em relacao a origem
do espago deixa de ser relevante na codificacao da translacao, sendo substituida pela
localizagdo relativa entre os mesmos, i.e., t = 2 (62 — d1) n.

Outra maneira de se construir 7 é pela exponencial do 2-blade t A n.., geome-
tricamente interpretado como a dire¢do de translacdo (equagao ):

1 1 1
T =exp (—Qt/\nOO> zl—it/\nwzl—itnw, (3.3.45)

onde t = di1e; + doex + -+ + dgeq. Observe que a exponencial apresentada na e-
quagao ([3.3.45) ¢ um dos subcasos da exponencial de blades, definida na equa-
Gao interpretagao geométrica do blade f%t A ny, sobre o qual é tomada
a exponencial confere & 7 uma leitura natural de seu efeito sobre subespacos. Ela
significa “ir na direcao t A n..”, onde o peso relativo de ¢ diz o quanto que se deve
transladar.

Reflex6es duplas em hiperplanos nao-paralelos e que passam pela origem do
espago-base produzem rotagoes ao redor da origem (Figura . Seja

hi = n + din.,
he = ng + don.,

o par de hiperplanos duais, com vetores normais unitéarios, n; e ng, definindo um
angulo de % radianos entre si, e distantes d; = d, = 0 unidades em relagao a origem
no. Uma rotagao de ¢ radianos no plano By = ni A ng ocorre pela aplicagao de
reflexdo no primeiro hiperplano, seguida pela reflexdo no segundo hiperplano. A
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Figura 3.10: Uma translacao na direcao e magnitude do vetor ¢ pode ser obtida pela
reflexdo no hiperplano h; *, seguida pela reflexdo no hiperplano hy ™, onde hy e ho
sao os 1-versores que codificam as reflexoes em hiperplanos de mesma orientagao,
com vetor normal paralelo a ¢ e distantes ||¢|| /2 unidades entre si.

composicao dessas reflexoes leva a definicao do rotor R de rotacao:

R: h2h1
= ('le —+ 5277,30) (Tll —+ 6177,00)

=ng N1+ ng Am

= cos (g) —sin <(§> Bay. (3.3.46)

O resultado da equagao (3.3.46]) ja havia sido apresentado no contexto do modelo
Euclidiano (Subsecao [3.1.1]) e do modelo homogéneo de geometria (Subsegao [3.2.2)),

bem como a construcao de rotores de rotagao a partir da exponencial de 2-blades
contidos na porg¢ao Euclidiana do espago de representagao (equacao (2.9.92)):

R = exp (—?Bm) = cos (?) — sin (Z) Bay. (3.3.47)

A interpretacao geométrica do blade —%B@) sobre o qual é tomada a exponencial
confere & R a leitura “rotacionar ¢ radianos no plano unitario B(s), conforme sua
orientacao”.

Um rotor geral de rotagao ¢ aquele que realiza a rotacao em um plano, tendo
um ponto finito p arbitrado como pivo da rotagdo. A construgdo de rotores gerais
de rotagao no modelo conforme é sugerida como exercicio ao fim deste capitulo.

Movimentos de corpo rigido sao construidos pela composi¢ao de sequéncias
arbitrarias de rotagoes e/ou translagoes. No modelo conforme de geometria, versores
sao capazes de codificar movimentos de corpo rigido, calculados de forma intuitiva
a partir do produto da exponencial de blades:

M =exp (—;tnw> exp (—?B@)) . (3.3.48)

Quando duas hiperesferas duais e concéntricas, de raios p; > 0 e py > 0, sao
utilizadas na dupla reflex@o, a transformacao resultante é uma escala positiva com
fator de escala

o == =exp(y),
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Figura 3.11: Essa figura equivale a Figura Ela mostra que uma rotagao de
¢ radianos no plano ny A ny pode ser obtida pela reflexdo no hiperplano h; *, seguida
pela reflexao no hiperplano h; *, onde ny e ng sdo os vetores normais unitarios de
hi ™ e hy ™, respectivamente. Esse vetores formam um angulo de ¢/2 radianos.

onde « é o pardmetro tipicamente utilizado para controlar a escala no modelo con-
forme. Logo, para obter uma escala por um fator de o = 5, é preciso usar v = log(5).
Seja

1 2
§1= Mo = 5 PT Moo,
1 2
52 = Mo = 5Py Mecs

um par de hiperesferas centradas na origem n,. A aplicacio dos versores s; e sy é
ilustrada na Figura [3.12] A representagao algébrica do rotor de escala positiva S
que codifica a transformacao é dada por

S = 5281

1 1
= (no - 2P§nm> (no - 2P%noo>

1 1
=§(p?+p§)—§(p§—p§)nwnm

= cosh (%) + sinh (%) No A T, (3.3.49)

p1’

onde exp (%) = £2. A equacdo (2.9.93)) apresenta a forma exponencial do rotor de
escala positiva como

S =exp <f%no A nm> = cosh (%) + sinh (%) N A N (3.3.50)

Note como o blade n, A n,, traduz bem o significado geométrico da transformagao
codificada por §. Ele significa “ir da origem para o infinito”.

Transformagoes de similaridade gerais (i.e., escalas uniformes combinadas com
movimentos de corpo rigid(ﬂ) podem ser compostas pela aplicacao de uma rotacgao
(ou conjunto de rotagdes), seguida por uma escala positiva (ou conjunto de escalas)
e uma translagdo (ou conjunto de translagoes). Fazendo uso da forma exponencial
de blades, um versor que codifica uma escala uniforme seguida de um movimento
de corpo rigido pode ser calculado como

1
M = exp (—Qtnw) exp (—ZB@)) exp (—%no A noo) . (3.3.51)

2Alguns autores, como Dorst et al. [I0], chamam transformacdes de similaridade gerais de
“movimento de corpo rigido escalado”.
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Figura 3.12: A dupla reflexdo em hiperesferas concéntricas, s; * e sy *, resulta em
uma escala positiva, com fator de escala o = p3/p?, onde p; e py sdo os raios das
duas hiperesferas.

Observe a equagao e note como é facil associar cada uma das exponenciais
com a transformacgao relacionada, pois os blades utilizados na definicao das trans-
formagoes possuem significado geométrico bastante claro. O leitor interessado pode
consultar [I0] para obter a expressdo do logaritmo de movimento de corpo rigido
no modelo conforme de geometria e, com ela, avaliar a interpolacdo desse tipo de
transformacao.

E importante enfatizar que versores puros (equacoes (3.3.42)), (3.3.43), (3.3.45),
e ) podem ser combinados em transformagoes tnicas pela aplicagao
da associatividade do produto geométrico (Secao , e que podem ser aplica-
dos sobre qualquer elemento codificado por um multivetor (i.e., blades e versores),
através do uso da construgao sanduiche apresentada na equagao . Além
disso, versores sempre transformam blades de forma consistente no modelo con-
forme (e.g., translagoes ndo afetam diregoes, enquanto que rotagoes e escalas nao
uniformes afetam), pois a diferenga seméntica dos elementos geométricos é codifi-
cada em cada tipo de blade, seja ele interpretado como um subespaco primal ou
dual. Essa é uma evolugao do modelo conforme de geometria quando comprado
ao modelo homogéneo de geometria, onde foi necessaria a definicao de expressoes
distintas para a aplicacao de translagdo em subespacos primais (equagao (3.2.14))
e duais (equagao (3.2.16])), bem como para a aplicacdo de movimento de corpo

rigido (equagao

Exercicios

Exercicio 1. Assuma o uso do modelo homogéneo de geometria e construa a for-
mula geral da rotagao, i.e., uma rotagao em um plano, localizada em t. Lembre-se
que esta formula pode ser construida de forma convencional pela translagao de —t,
sequida pela rota¢ao por R e finalmente, pela translagdo de volta para t. O

Exercicio 2. A operagao de translacdo € assimétrica. Como consequéncia, a for-
mula geral da rotacdo construida no exercicio anterior difere entre blades na re-
presentagdo primal e em sua representacdo dual. Ainda no modelo homogéneo de
geometria, construa a formula geral da rotacdo aplicada sobre subespacos duais. O

Exercicio 3. Assuma o uso do modelo homogéneo de geometria e construa a for-
mula dual para movimento de corpo rigido. Lembre-se que a maneira mais comum
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de caracterizar um movimento de corpo rigido € por uma rotagio R em torno da
origem, sequida pela translagao sobre t. O

Exercicio 4. Assuma o uso do modelo conforme de geometria e construa o rotor
geral de rotagao (i.e., uma rotagao em um plano, localizada em p) que relaciona
dois hiperplanos com o ponto p em comum. Utilize a forma exponencial dos rotores
de rotacao e translagdo para expressar sua resposta. O

Exercicio 5. Assuma o uso do modelo conforme de geometria e construa o rotor
geral de escala positiva (i.e., uma escala isotropica positiva localizada em c) usando
duas hiperesferas concéntricas, e usando a forma exponencial dos rotores de escala
e rotagao. Faca a manipulagao algébrica no modelo de geometria que julgares mais
adequado. O

Exercicio 6. No modelo conforme de geometria, prove que n., € invariante da trans-
lagao. O

Exercicio 7. No modelo conforme de geometria, prove que diregédes livres sao in-
variantes o translagao. |

Exercicio 8. No modelo conforme de geometria, prove que n., € invariante & ro-
tacao. O

A

Exercicio 9. No modelo conforme de geometria, prove que a localiza¢io de n, €
invariante a escalar, mas que seu peso nao €. 0

Exercicio 10. No modelo conforme de geometria, prove que a localizagcio de n., €
invariante & escala, mas que seu peso nao €. O

Exercicio 11. Assuma o uso do modelo conforme de geometria e prove que subes-
pacos planares que contém a origem sdo invariantes 4 escala. 0

Exercicio 12. Prove que as condigoes apresentada na Tabela[3-9 atestam a clas-
sificacao de blades como subespacos tangentes, subespacos planares orientados e
circunferéncias no modelo conforme de geometria. |

Exercicio 13. Prove que (p — q)” " sempre resulta no hiperplano que corresponde
ao bissetor perpendicular de p e q para qualquer dimensionalidade d do espago-base
no modelo conforme de geometria. O

Exercicio 14. Explique a intuicdo geométrica da expressao que leva & decomposi¢cao
de um blade Koy = p— A py, geometricamente interpretado como um par de pontos
no modelo conforme de geometria. A decomposicao € dada por

Ky 7 \/Kp
Ky '

PE=

onde p_ e py sdo os pontos finitos que definem o par. O



Capitulo 4
Aplicacoes

O Capitulo [3| citou algumas aplicacoes de Algebra Geométrica, tais como o uso de
interpolacao de rotagbes na animacao de modelos geométricos articulado (Subse-
cao , a solugao de sistemas homogéneos de equagoes lineares com n variaveis
(Subsecao e a representacao de vértices em malhas poligonais e de raios na
forma de subespagos tangentes (Subsegao . Essas aplicagoes, apesar de sim-
ples, ilustram a vocacao da Algebra Geomeétrica na formulacao intuitiva de solucoes
para problemas classicos. A vantagem, nesse caso, é a possibilidade de tradugao
direta do raciocinio geométrico para operadores nativos desta algebra, que muitas
vezes sao derivados diretamente do produto geométrico e que, por isso, permitem
formulagoes robustas no sentido de serem livres de ajustes explicitos para trata-
mento de casos especiais.

O presente capitulo tem por objetivo expandir os horizontes do leitor e mos-
trar outras derivagoes e aplicagoes, desde reformulagoes de conceitos basicos de
geometria de tridngulos planares até a concepcao de técnicas inéditas. As segoes
apresentadas a seguir foram organizadas de modo crescente no grau de experiéncia
necessaria com Algebra Geométrica para sua compreensao.

4.1 Geometria de Triangulos Planares Revisitada

A combinacgao de vetores no mesmo plano permite a derivacao de diversas relagoes
entre os lados de um tridngulo. As derivagoes apresentadas nesta se¢ao foram
descritas por Hestenes, que utilizou Algebra Geométrica para reescrita da mecanica
classica [18].

A Figura[4.1]ilustra um triangulo de lados a, b e ¢ no plano Euclidiano orientado
I12y. Cada lado do triangulo é representado por um vetor em I3y, que indica uma
direcao com peso proporcional ao comprimento do lado. Esses vetores garantem a
relagao:

a+b+c=0. (4.1.1)

Na Figura os vetores sao desenhados de modo a representar o tridngulo de
maneira convencional, o que facilita a visualizagao da situagao. Na Figura [£.1D] os
vetores sao desenhados partindo de uma origem comum, o que facilita a visualizagao
da relagao expressa na equagao .

A area orientada A de um tridngulo pode ser obtida a partir da relagao entre o
produto externo de dois de seus lados e o blade que representa o plano sobre o qual
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Figura 4.1: Um tridngulo a + b + ¢ = 0 no plano orientado I;3, pode ser desenhado
em sua forma cléssica @ ou na forma de vetores em um espago vetorial @

o tridngulo repousa:

b b
aNb /\cic/\a' (4'1.2)

A — - -

A interpretagido geométrica da equagdo (4.1.2)) é simples: cada par de vetores adja-
centes na Figura expande um 2-blade de mesma atitude que Ij). De fato,

aNb=bAc=cAa. (4.1.3)

O produto geométrico inverso desse blade com Iy tem o objetivo de extrair o
peso do blade resultante do produto externo em relagao ao plano orientado /().
Conforme visto na Segao 2.1} o peso desse 2-blade ¢ igual a area do paralelogramo
definido pelos vetores. Logo, metade dessa area, ap6s normalizada pelo peso de I3y,
resulta na area orientada do triangulo.

A lei dos senos no plano /3y pode ser obtida observando-se a reescrita do produto
externo dos vetores que definem o tridngulo:

a Ab = |[all [[b]] siny Lz,
bAc= b ¢l sinaly,
cAa=|[lcfflallsin Sz,

o que leva a

sin'y:sina:sinﬁ7 (4.1.4)
el lall Il

apos dividir (i.e., produto geométrico inverso) o resultado dos produtos externos na

equacao (4.1.3) por [lal| ||| [|c|| Ir2y-
Resolvendo a equagédo (4.1.1) para ¢ e tomando o quadrado, obtemos a lei dos
COSSenos:

A =(a+b)>=a>+b>+ab+ba=a*+0b>+2a-b. (4.1.5)
Os quadrados na equagao (4.1.5) sdo avaliados via produto geométrico. Logo,

v2:v~v+v/\v:v~v.

Para ab + ba, temos

ab+ba=a-b+aANb+b-a+bAa
=a-b+anNb+a-b—aANbd
=2a-b.
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Figura 4.2: SecOes conicas. Na primeira linha, da esquerda para a direita, temos:
a hipérbole, a parabola, a elipse e o circulo. Na segunda linha sao apresentadas
as secoes coOnicas degeneradas. Da esquerda para a direita: o par de linhas retas
concorrentes, uma Unica linha reta e um tnico ponto.

Em um espago Euclidiano, a - b = — ||a|| ||b]| cosy (note que o sinal negativo decorre
do fato de que, na Figura o angulo v esta definido de b para a), e o quadrado de
um vetor é igual ao quadrado de sua norma. A partir dessas observagoes, é possivel
colocar a equacio em sua forma classica:

2 2 2
lell™ = Nlall™ + 16l = 2| all || o] cos -

E importante observar que as derivagoes apresentadas nessa se¢ao se aplicam a
tridngulos imersos em um espago n-dimensional qualquer.

4.2 Desenho de Segoes Conicas e Generalizagoes

Segoes conicas sao estruturas muito comuns em problemas de Computagao Visual.
Os trés tipos de segOes conicas ndo degeneradas sdo: a hipérbole, a parabola e a
elipse. O circulo é o caso especial da elipse em que os dois focos s@o coincidentes
(i.e., possui excentricidade igual a zero). Os casos degenerados de segdes cOnicas sdo
o par de linhas retas concorrentes, uma tnica linha reta e um tnico ponto. Todas
essas estruturas sao ilustradas na Figura [1.2]

Um algoritmo bastante conhecido para o desenho de se¢oes conicas nao degene-
radas é o que usa trés pontos sobre a conica (pontos a, b e p na Figura e um
ponto fora da mesma (ponto s, que corresponde & interse¢do das tangentes a conica
em a e b, na Figura para sua definicao. Nesse algoritmo, um ponto que se
move sobre a reta definida pelos pontos a e b (ponto m na Figura ¢é usado para
encontrar todos os pontos que pertencem & conica (ponto ¢ para o caso ilustrado
na Figura .

O modelo homogéneo de geometria (Segao permite o uso de Algebra Geo-
meétrica para a escrita de uma expressao elegante que calcula o ponto ¢ a partir dos
pontos a, b, p, s e m. A relagdo geométrica entre os pontos conhecidos é construida
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Figura 4.3: Desenho de segoes conicas. A relagdo geométrica entre os pontos a,
b, p, s e m é utilizada na obtencao do ponto ¢ sobre a conica. Todos os pontos
pertencentes a segao conica podem ser calculados movendo-se o ponto m sobre a
reta definida por a e b.

a partir do uso do produto externo (A) entre pontos para a expansao de retas e do
produto regressivo (V) entre retas para o célculo de pontos de intersecgao:

g=0bA{(aAp)V(mAS)))V(aA((bAP)V(MmAS))). (4.2.6)

O raciocinio geométrico para o célculo do ponto g pode ser lido diretamente da
equagao . As linhas tracejadas na Figura sao obtidas por a Ap, bAp e
m A s. Os produtos regressivos de m A s com as outras duas linhas tracejadas levam
aos pontos de intersec¢ao indicados com circulos vazados. O ponto resultante de
(a Ap)V (mAs)eoponto b expandem uma das linhas pontilhadas na Figura
enquanto que o ponto resultante de (b A p) V (m A s) e o ponto a definem a outra
linha pontilhada. O produto regressivo dessas duas linhas resulta no ponto de inter-
secgao ¢q. Opcionalmente, o ponto moével m pode ser obtido de forma paramétrica
como

b—a
16— al’
onde a = ey + aje1 +agez, b =€y + Pre1 + Paez e ¥ € R. Os pontos que definem
a se¢do coOnica sao obtidos variando « no intervalo (—oo,+00). Para v = £o0, o
ponto m é dado pela dire¢ao (ponto impréoprio) m = b — a.

O procedimento de desenho de secOes cOnicas apresentado nessa secao pode
ser usado na criacao de linhas poligonais que aproximam a cdnica em questao.
Jourdan et. al [23] mostram como o processo pode ser estendido para a tecelagem
de malhas poligonais de superficies quadraticas em espacos 3-dimensionais.

m=a-+"y

4.3 Cameras com Modelo de Projecao Linear

Uma cAmera é um mapeamento entre pontos em um espago 3-dimensional e uma
imagem 2-dimensional. Nesta se¢ao, o termo cdémera remete a um modelo mate-
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matico capaz de realizar este mapeamento. No mundo real, o termo cdmera esta
associado a um aparato para capturar imagens. O modelo mateméatico de cAmeras
lineares descreve a geometria envolvida na formagao das imagens produzidas pelos
aparatos fisicos. O estudo de modelos de camera sdo fundamentais para éreas como
computagao grafica, visdo computacional e fotometria, dentre outras. Nesta secao,
usaremos o modelo homogéneo de geometria da Algebra Geométrica (Segio
para descrever cameras com modelo de projegao linear. Em particular, estamos in-
teressados em cAmeras finitas (cAmera estenopeica ou pinhole, Se¢ao e cAmera
no infinito (cAmera afim, Segao . A questdo mais interessante a ser observada
é que, ao contrario da Algebra de Matrizes, a Algebra Geométrica permite a de-
finicdo de equagOes gerais capazes de lidar com os diferentes tipos de cimeras e
projecoes lineares, sem a necessidade de adaptagoes ou especializagoes. Além disso,
o raciocinio geométrico que envolve a formacao de imagens 2-dimensionais de cenas
3-dimensionais pode ser facilmente estendido para dimensoes mais altas.

Para questdes relacionadas ao uso de Algebra Geométrica na modelagem de
cameras olho-de-peixe e caAmeras omnidirecionais com espelho hiperbolico e eliptico,
¢ sugerida a leitura do Capitulo 9 do livro de Kanatani [24].

4.3.1 Camera Estenopeica

O modelo de cdmera estenopeica (ou pinhole) considera a projecao de pontos do
espago 3-dimensional sobre um plano de imagem 2-dimensional usando como re-
feréncia um centro de projegao pontual finito. A Figura [£.4] ilustra o modelo de
camera estenopeica, onde o ponto

0=¢ey+o1e1 + 0263 + 03€3 (4.3.7)

representa o centro de projecao da cAmera. Na equagao , {eo, €1, €2, e3} define
a base do espaco vetorial R3+1:0 no modelo homogénero de Algebra Geométrica. Na
Figura @ o plano J(3y ¢ conhecido como plano de imagem e, nesse exemplo, ele
possui a mesma atitude que o plano expandido pelo ponto finito o e por dois dos
trés eixos do sistema de coordenadas da cAmera: o eixo £ = x1€1 + Toes + x3€3 € 0
eixo y = yie1 + Y22 + yzez. Ou seja, o plano Jigy € paralelo ao plano o Az A .

Nas cameras com modelo de projegao linear, um ponto finito p, que reside no
espaco 3-dimensional da cena, ¢ projetado no ponto p’ sobre o plano de imagem
(veja a Figura. O ponto p’ é obtido a partir da intersec¢ao do plano de imagem
J3) com a linha reta que passa por o e por p. Ou seja:

p'=JagN(oAp)=Jg V(oADp). (4.3.8)

O ponto o’ na Figura {4.4] é conhecido como ponto principal. O ponto principal é
a origem do sistema de coordenadas da imagem e é dado pela interseccao do eixo
principal da cAmera (i.e., eixo z = z1€; + 2263 + z3€3, também chamado de eixo
optico) e o plano Ji3:

O/:J<3>\/(O/\Z).

A distancia Euclidiana entre o ponto o e o ponto o’ é chamada de distancia focal.

As coordenadas (a1, a3) do ponto p’ (equagao ) no sistema de coordenadas
2-dimensional da imagem sao obtidas transladando o ponto p’ para que este seja
representado em relagao a origem o’ da imagem e usando o produto interno de
vetores para projetar a translagdo de p’ nos eixos {u, v}:

’ / ’ ’
b 0 b 0
a1:< ; - = >~u, agz( p - = )-v. (4.3.9)
P - € 0" - € p € 0 - €
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Figura 4.4: A formagcao de imagens em caAmeras estenopeicas ou pinhole é guiada
pela relagao espacial entre o plano de imagem J(3), o centro de projegao o da camera
e os pontos no espaco da cena. Observe nesse exemplo que um ponto p no espago
3-dimensional é projetado no plano de imagem na posi¢ao p’, ou seja, no ponto de
intersecgao entre a reta o A p e Jig). Nesse exemplo, {z,y, z} define o sistema de
coordenadas da cAmera no espago 3-dimensional e {u, v} o sistema de coordenadas
bidimensional do plano de imagem, com origem no ponto o’.

Nas equacoes 7 as divisoes normalizam a coordenada homogénea dos pontos
finitos p’ e o’ envolvidos na operacao, e a subtragao resulta na direcao que define a
translacao de p’ em relagdo a origem do sistema de coordenadas da imagem. Para
que as coordenadas (aq, @) sejam representadas em pixels (unidade de medida
comumente utilizada em imagens), basta escalar os vetores u e v de modo que
a magnitude desses vetores permita a conversao da unidade de medida usada no
espago 3-dimensional (e.g., metros, centimetros, etc.) para pixels no ultimo produto
interno executado nas equagoes (4.3.9)).

O plano de imagem J(3, na Figura pode ser construido como o plano expan-
dido pelo ponto o’ (ou qualquer outro ponto finito sobre o plano de imagem) e pelas
direcoes u = uie; + uses + uges € v = vyey + vaey + v3es:

J<3>:0’/\u/\v.

Outra opgao é usar alguma das expressoes apresentadas na Segao para constru-
¢ao de planos.

Conforme comentado anteriormente, na Figura[4.4) o plano de imagem é paralelo
a o Az Ay. Porém, na prética, Ji3y pode ser qualquer plano finito, desde que esse
nao contenha a reta o A z, i.e., Jigy U(0Az) =egAer Aey Aes.

E comum a literatura que descreve modelos de cameras lineares definir apenas o
mapeamento entre pontos em um mundo 3-dimensional e uma imagem 2-dimensional.
Isso porque a Algebra de Matrizes permite a codificacdo de pontos como matrizes
linha ou coluna, enquanto que matrizes de mais alta ordem sao utilizados para co-
dificar a projecio em si. Com o uso de Algebra Geométrica, fica facil estender a
equagcao para projetar qualquer subespago planar na cena para o plano de
imagem Ji3,. Fazendo uso da generalidade do produto externo, da operagiao de
interseccao de blades e do produto regressivo, basta substituir p na equacgao
por um k-blade Py que codifique um ponto (k = 1) ou uma reta (k = 2) para obter
uma versao mais geral da projecao de cameras lineares:

Ply = Jizy N (0 A Pyy) = Jiay V(0 A Pigy) - (4.3.10)
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e

Aumento da distancia focal
Diminuigéo da distorgao perspectiva

Figura 4.5: Efeito da variagao da distancia focal em cAmeras com modelo de projecao
linear. A medida que a distancia entre o centro de projecdo e o plano da imagem
cresce (da esquerda para a direita), os efeitos da distor¢ao perspectiva diminuem.
No limite (& direita), o centro de projegao é colocado no infinito, o que caracteriza
um modelo de cAmera afim.

4.3.2 Camera Afim

A medida que aumentamos a distancia focal (distancia entre o e o’ na Figura em
uma camera estenopeica, diminuimos a distor¢ao perspectiva dos elementos proje-
tados na imagem. A Figura[4.5]ilustra esse comportamento. Com a distor¢ao pers-
pectiva, a projegao de linhas paralelas (no espago 3-dimensional) néo corresponde
a linhas paralelas no plano de imagem. No limite, quando o centro de projecao o
vai para o infinito e se torna uma direcao, linhas paralelas no espaco projetam para
linhas paralelas no plano de imagem. Cameras com essa caracteristica seguem o
modelo de cdmera afim.

Cameras estenopeicas e cameras afins costumam ser tratadas de maneiras dis-
tintas quando o problema de projecao linear é modelado por Algebra de Matrizes.
Ou seja, para cada tipo de cAmera é construida uma matriz de projegao diferente.
Com Algebra Geométrica, a mesma expressiao apresentada pelas equacoes
e (4.3.10) podem ser usadas para ambos os modelos de camera. Para isso, basta

substituir nas equagoes (4.3.8)) e (4.3.10) o ponto finito, 0 que caracteriza o centro
de projecao de uma camera estenopeica, por um ponto nao-finito (uma direcao)

0 =o01€] + 0g€es + 0363 (4.3.11)

que caracterize o centro de projegao de uma cadmera afim. Compare os centros de
projecdo o definidos nas equacoes e e observe que a tnica diferenca
é que, na primeira, temos um ponto préprio, enquanto que, na segunda, temos um
ponto improprio (i.e., o coeficiente associado ao vetor homogeéneo ¢; é igual a zero).
Todo o restante do raciocinio geométrico que define a relagao entre os elementos na
cena 3-dimensional, o plano de imagem J(3, e o centro de projegao o, permanecem
inalterados.
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Figura 4.6: O diagrama de Voronoi de um conjunto de pontos (chamados de sitios,
sementes ou geradores) divide o espago em regices convexas de maneira que qualquer
ponto dentro de uma regiao seja mais proximo do sitio que gerou a regiao do que a
qualquer outro sitio. Nesse exemplo, os sitios residem em um espaco 2-dimensional.
Duas regioes sao colocadas em destaque. A regido associada ao sitio p possui vértices
finitos e, consequentemente, area finita. A regido associada ao sitio ¢ possui dois
vértices no infinito.

4.4 Voronoi e Delaunay

O Problema dos Postos de Correio consiste em dividir uma cidade em areas irre-
gulares de modo que a area coberta por um carteiro vinculado a um determinado
posto de correio seja otimizada. Apos assumir algumas simplificagdes no modelo, a
interpretacao geométrica desse problema se reduz a: dado um conjunto de pontos
sobre o plano representando os postos de correio (chamados de sitios, sementes ou
geradores), dividir esse plano em regides convexas de modo que todo ponto dentro
de uma regiao esteja mais proximo, em linha reta, do posto associada a regiao do
que a qualquer outro posto de correio (veja a Figura . O diagrama de Voronoi
foi inventado em 1908 [37] para resolver esse problema e hoje possui aplica¢oes em
computacgao grafica, epidemiologia, geofisica e meteorologia, dentre outras areas.
Este ¢ um método muito utilizado como parte de técnicas para reconhecimento de
padroes, para induzir uma estrutura em dados nao estruturados e para delimitar
as areas de categorias ou classes em uma representagao geométrica de suas distri-
buigdes. Apesar de Voronoi emprestar seu nome a essa maneira de particionar o
espacgo, os conceitos do diagrama ja haviam sido investigados por Descartes, em
1644 [8], e utilizado por Dirichlet para o estudo de formas quadraticas em duas e
trés dimensdes, em 1850 [9].

Uma das maneiras mais praticas para calcular o diagrama de Voronoi de um
conjunto de pontos em espagos-base Euclidianos d-dimensionais é a partir da tri-
angulacao de Delaunayﬂ desses pontos. Uma triangulagao de Delaunay para um
conjunto de pontos é uma triangulacao onde nenhum ponto no conjunto esta dentro
da circunferéncia de qualquer tridngulo obtido na triangulacao. Dizemos, entao,
que tridngulos em triangulacoes de Delaunay apresentam a propriedade do “circulo
vazio”. Diagramas de Voronoi e triangulagoes de Delaunay estao relacionados por

10 termo triangulagdo é usado aqui com alguma liberdade, pois, na pratica, uma malha de
tridngulos é obtida apenas em espagos-base Euclidianos 2-dimensionais, enquanto que em espa-
cos d-dimensionais o resultado é uma malha de simplexos na dimensionalidade d em questao,

e.g, segmentos de reta, tridngulos e tetraedros para d = 1, 2 e 3, respectivamente.
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Figura 4.7: Triangulacao de Delaunay de um conjunto de pontos em um espaco
2-dimensional. A triangulagao é apresentada sobreposta ao diagrama de Voronoi
desses mesmos pontos (veja a Figura . Triangulagoes de Delaunay e diagramas
de Voronoi estao relacionados por dualidade. Sitios no diagrama sao duais a vértices
na triangulag@o, enquanto que arestas no diagrama sao duais a faces na triangulagao
e vértices no diagrama sao duais a tridngulos. Nesse tltimo caso, o centro do circulo
que passa pelos vértices de um tridngulo de Delaunay identifica a localizagao de um
vértice no diagrama de Voronoi.

dualidade. A Figura [£.7] mostra a triangulacdo de Delaunay dual ao diagrama de
Voronoi exibido na Figura Cada regiao de um diagrama de Voronoi é dual a
um vértice da triangulacao de Delaunay. Essa relagao pode ser observada na Fi-
gura [L.7] onde pontos pretos sdo ao mesmo tempo sitios no diagrama e vértices de
triangulos. A Figura [£.7] também ilustra a relagao dual entre arestas no diagrama
de Voronoi e faces na triangulacao de Delaunay. Observe, a partir dos segmentos de
reta tracejados, que cada aresta no diagrama possui um segmento perpendicular na
triangulagao dual. Por fim, vértices no diagrama de Voronoi sao duais a tridngulos
na triangulagao de Delaunay. Essa relagao ¢ ilustrada na Figura [£.7] pelo vértice
marcado com um ponto vazado e o tridngulo colocado em evidéncia. Observe que
esse vértice esta localizado exatamente no centro do circulo definido pelos vértices
do triangulo.

A triangulacao de Delaunay de um conjunto de pontos em um espaco Euclidiano
d-dimensional pode ser construida incluindo uma dimensao extra no espaco onde os
pontos residem e colocando nessa dimensao um paraboloide sobre os quais os pontos
sao projetados. O poliedro definido pelo fecho convexo dos pontos no paraboloide,
quando projetado de volta para o espago d-dimensional, define a triangulacao de
Delaunay dos pontos originais. A Figura [£.8] ilustra o uso do fecho convexo para
o caso de espacos Euclidianos 2-dimensionais. A figura mostra o plano Euclidiano
expandido pelos vetores e; e es. A origem do sistema de coordenadas coincide com
o ponto de intersec¢ao entre esses vetores e do paraboloide que cresce na diregao
extra n,,. O conjunto de pontos sobre o qual queremos definir uma triangulagao
reside no plano Euclidiano. Ele é o mesmo conjunto apresentado nas Figuras [.6]
e [£77] Observe, na Figura [I.8 que as faces do poliedro que “abraca” os pontos
elevados até o paraboloide projetam-se como tridngulos no espago Euclidiano. Con-
sulte a literatura de Geometria Computacional (e.g., [4]) para obter detalhes sobre
algoritmos para céalculo de fecho convexo.

O modelo conforme de Algebra Geométrica permite o tratamento natural dos
elementos envolvidos na criagao do diagrama de Voronoi. Como visto na Segao [3.3]
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Figura 4.8: Uma estratégia bastante conhecida na comunidade de Geometria Com-
putacional é a construgao da triangulagao de Delaunay de um conjunto de pontos
no espago d-dimensional a partir do fecho convexo desses pontos em um espago
(d + 1)-dimensional. Nesse exemplo, para d = 2, os pontos que residem no plano
definido pelos vetores e; e ey sao projetados no paraboloide induzido pela dimen-
sao extra n,,. Observe que os tridngulos que compoe o fecho convexo dos pontos
no espago 3-dimensional correspondem a uma triangulacao de Delaunay no espago
2-dimensional.

o uso da projecao de pontos no espaco Euclidiano sobre um paraboloide induzido
pela dimensao extra n., representa o mapeamento convencional utilizado por pontos
finitos no modelo conforme. Além disso, a circunferéncia que inclui um tridngulo da
triangulagdo de Delaunay é um elemento geométrico primitivo que pode ser codifi-
cado por um blade, e tanto vértices proprios quanto vértices improprios (i.e., no
infinito) do diagrama de Voronoi (veja as dire¢oes na Figura podem ser codifi-
cados como pontos planares no modelo conforme.

Dados dois sitios vizinhos no diagrama de Voronoi (i.e., um par de vértices que
define uma face na triangulagao de Delaunay), observe que a aresta que separa esses
sitios possui como reta suporte uma reta equidistante (i.e., o bissetor perpendicular)
aos dois sitios. Considere, no exemplo ilustrado pela Figura [£.9] o par de sitios
representados pelos pontos finitos p e ¢, descridos no modelo conforme como:

1
P =Ny + are; +agses + B (a% —i—oz%) Moo s
1
q=no+ Brer + Paes + 5 (8% + B3) N
O bissetor perpendicular a esses sitios é a linha reta dada pela equagao ((3.3.38):

E<3> = (p — q)_* . (4412)

E facil demonstrar tal afirmacdo. Lembre-se que a métrica utilizada no modelo
conforme de geometria é proporcional a distancia Euclidiana entre pontos finitos.
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Logo, para todo ponto z sobre o bissetor perpendicular E(s), temos:

T-q=2-p
z-q—z-p=20
z-(q—p)=0
z|(g—p)=0 (4.4.13)

(z](g—p) " =0
zA(g—p) =0
T\ Egzy =0.

O resultado da equacao mostra que o ponto = é um vetor que expande
o blade E3y, pois o produto externo desses dois blades ¢ igual a zero. Ou seja,
o ponto z estd contido no subespago E3y. A questdo agora é verificar se E(s)
é, de fato, a representagdo primal de um subespago planar (uma linha reta no
exemplo considerado). Para tanto, E3) deve atender a duas condigdes (veja a
Tabela : (i) n. A Bz = 0, pois toda reta no modelo conforme inclui n., o
ponto no infinito, e (ii) n. | By # 0. E sugerido como exercicio, no Capitulo
que o leitor proceda com as manipulagoes algébricas necessarias para atestar essas
condigoes. O resultado a ser obtido é que E3) ¢, de fato, um subespago planar.

Dentre todas as intersecgoes de bissetores perpendiculares do conjunto de sitios,
os vértices do diagrama de Voronoi sao os pontos de interseccao equidistantes a
d+ 1 sitios de células vizinhas. Ou seja, o centro da hiperesfera expandida por
todo conjunto de d + 1 sitios vizinhos. O centro (ou localizagéo) de uma hiperesfera
pode ser obtido pela aplicagdo da formula apresentada na Tabela[3:3] Essa formula
expressa a reflexdao do ponto no infinito n., na hiperesfera, resultando no ponto
central. Na Figura[1.9] sejam p, g e r trés sitios vizinhos, o vértice v, comum a eles
no diagrama de Voronoi é dado por:

p? -1 _ 1 Cina Cps)
2 2
(ne ] Ci3))

onde Ci3y = p A qAr éo circulo (hiperesfera para d = 2) definido por p, g e r; p
¢ o raio do circulo; C3yn. C@l executa a reflexao; e —"2—2 ¢ um fator escalar de

normalizacdo para os coeficientes de v. Apesar da equacdo codificar um
circulo em C(3), é importante comentar que a mesma expressao pode ser aplicada
sem alteragoes no célculo do centro de qualquer hiperesfera Ciq1).

A equacdo permite o calculo dos vértices finitos do diagrama de Voronoi
como 1-blades. Porém, é interessante definir uma expressao mais geral capaz de re-
tornar tanto os vértices finitos quanto os vértices no infinito (diregdes) codificados na
forma de pontos planares, i.e., 2-blades que incluem o vetor n,, (equagdo )

Sejam E3y e F(3y dois bissetores construidos conforme a equagao , a
partir dos sitios p, ¢ e . O ponto planar v A n_., comum a esses dois bissetores, é
dado por:

(4.4.14)

(( pIA(r—q) "
=(pAg+gATr+TADp)
=(pAq+gAr+rAp)|(pAgATAn).

(4.4.15)

*
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Figura 4.9: Uso do modelo conforme de Algebra Geométrica para obter vértices e
arestas do diagrama de Voronoi. As equagoes (4.4.12), (4.4.14)) e (4.4.15) traduzem
para a forma algébrica as relacoes geomeétricas entre os sitios p, ¢ e r, os bissetores
E3y e Figy, e o vértice v do diagrama de Voronoi.

No segundo passo da equagao , o produto externo executado no espago dual
age como a intersec¢ao de E3y e Fy3,. No tltimo passo, no momento de mapear
pAqg+ qgAr+rAp do espago dual para o espago primal, a contracao a esquerda
com o pseudo-escalar p A g A r A n,, resulta em um ponto planar normalizado. A
equagao vale para problemas onde o conjunto de sitios reside em um espago-
base Euclidiano 2-dimensional. Porém, é facil estender a intui¢do geométrica apre-
sentada nessa equagao para o caso d-dimensional. Para tanto, basta prosseguir com
a manipulagao algébrica da expressao

d
_ (2)
VAN = ﬂE<d+1),
i=1

onde E<(3)+1> corresponde ao ¢-ésimo bissetor em um conjunto de d bissetores de

sftios vizinhos e cujas células compartilham o vértice v A n,.

4.5 Detecgao de Formas Geométricas Analiticas

A anéalise de dados é um elemento fundamental na descoberta cientifica e na mi-
neragao de dados. Em diversos campos da ciéncia, a inspecao visual de dados
experimentais é realizada com o objetivo de identificar alinhamentos de dados (em
algum espago multidimensional) que, usualmente, emergem como entidades geomé-
tricas analiticas. Por exemplo, linhas retas e circulos aparecem como estruturas
bem definidas na anélise de imagens produzidas por difragao de elétrons retroespe-
lhados (Figura e ensaios clonogénicos (Figura , respectivamente. Por
este motivo, detectores automaéticos para tipos especificos de alinhamentos de da-
dos tém sido amplamente empregados por cientistas em diferentes areas, tais como
fisica de particulas, microbiologia, cristalografia e medicina. Na mineragao de da-
dos para comércio eletronico, grandes conjuntos de dados tém sido analisados na
busca por padrées no comportamento e na preferéncia de consumidores. Detecto-
res automaticos também sao o componente central de muitas aplicagoes em visao
computacional e processamento de imagens. O objetivo de detectores automati-
cos ¢é identificar as insténcias de um tipo de alinhamento requerido que melhor se
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Figura 4.10: Detecc@o automatica de entidades geométricas em imagens. As ima-
gens |(a)) e as imagens na Figura ilustram alguns resultados obtidos pelo
uso de Algebra Geométrica no desenvolvimento de técnicas gerais para deteccao de
entidades geométricas [I3] [14]. Essas técnicas podem ser aplicadas sem a necessi-
dade de especializagoes na deteccao de formas geométricas analiticas: @ Detecgao
das linhas retas que melhor se ajustam aos pixels de borda em uma imagem pro-
duzida por difragao de elétrons retroespelhados; As linhas retas mais relevantes
no conjunto de dados composto por varidveis aleatérias com distribui¢ao Gaussiana
associadas a cada um dos pixels de borda da imagem de um tabuleiro de xadrez;
e|(c)| Deteccao dos circulos que melhor se ajustam as dire¢oes tangente associadas
aos pixels de borda de uma imagem de ensaios clonogénicos.

ajustam a um conjunto de dados nao ordenados, mesmo na presencga de ruido e de
descontinuidades.

Muitas das técnicas para detecgao de alinhamentos de dados descritas na litera-
tura sdo derivadas do paradigma da Transforma de Hough [20, 21]. Essa transfor-
mada executa a detecgao de um tipo requerido de entidade geométrica por meio do
mapeamento de cada elemento do conjunto de dados de entrada para pontos (em
um espago de parametros) representando as entidades que passam sobre cada ele-
mento informado. Com base neste mecanismo, o problema de detecgao de entidades
geométricas pode ser convertido no problema mais simples de identificacdo de picos
de votos em uma grade de acumuladores que representa o espago de pardmetros
discretizado.

Um caso cléssico de Transformada de Hough é a deteccao de retas em conjuntos
de pontos. Seguindo a formulagao proposta por Duda e Hart [II], pontos no plano
sao representados por pares de coordenadas cartesianas (z,y), e retas pela equagao
normal da reta

p=1xcost+ysinb, (4.5.16)

onde 6 € [0,7) e p € R sdo os parametros que caracterizam cada reta possivel de
maneira tnica. Assumindo que a origem do sistema de coordenadas onde residem
os pontos estdo no centro da Figura [f.1Ta] com o eixo = crescendo para a direta
e o eixo y crescendo para baixo, a Figura [£.11b mostra a visualizagao da grade de
acumuladores produzida para os pontos de entrada fornecidos. Os dois picos de
votos representam as duas linhas que melhor se ajustam aos conjuntos de pixels
colineares dados como entrada.

O mecanismo para deteccao de retas proposto por Hough foi adaptado por di-
versos pesquisadores para a detecgao de vérias entidades geométricas, tais como
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Figura 4.11: Exemplo simples de uso da Transformada de Hough convencional [I1]
para deteccao de retas em conjuntos de pontos. Os pontos dados como entrada @
sdo submetidos a transformada, que produz a grade de acumuladores @ onde 0s
maéaximos locais representam as retas que melhor se ajustam aos pontos informados.
Imagem adaptada de [12].

circulos, elipses, planos, dentre outras [22] [26]. Entretanto, é importante observar
que para definir uma Transformada de Hough é preciso assumir um modelo mate-
maético para o tipo requerido de entidade geomeétrica, definido com respeito ao tipo
esperado de dado de entrada. Entao, tradicionalmente, as variagées da Transfor-
mada de Hough sao projetadas para detectar tipos especificos de estruturas em um
tipo especifico de dado. Este nivel de especializagao impede o desenvolvimento de
técnicas que possam ser aplicadas de maneira geral, e de otimizagoes que possam
ser empregadas em todas as formulacoes.

Algebra Geométrica pode ser usada na definicio de um mecanismo geral para
deteccao dos blades que melhor se ajustam a conjuntos de dados multidimensionais
nao ordenados. Por exemplo, Fernandes e Oliveira [13] [I4] desenvolveram um meca-
nismo de votagao e identificagao de picos de votos para encontrar os blades de grau
p que melhor se ajustam ao conjunto de blades de entrada de grau qualquer. Uma
vez que blades podem assumir diferentes interpretagoes geométricas, em fungao do
modelo de geometria assumido na Algebra Geométrica, a técnica desenvolvida por
Fernandes e Oliveira caracteriza a generalizagao das Transformadas de Hough para
detecgao de entidades geométricas analiticas. Porém, ao contrario das Transforma-
das de Hough convencionais, a transformada generalizada apresenta as seguintes
caracteristicas:

1. E uma solucdo com formulacio fechada para a detecciao de blades de uma
dada dimensionalidade em conjuntos de dados que podem ser heterogéneos e
conter blades com dimensionalidades arbitrarias;

2. Pode ser aplicada, sem alteracoes no algoritmo, na detecgao de qualquer classe
de alinhamento de dados que possa ser caracterizada por um blade;

3. E independente da dimensionalidade e da métrica do espaco onde os dados
residem; e

4. Garante o uso da menor quantidade de parametros na representacao dos blades
de grau requerido. Logo, quando aplicada como um detector de entidades
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Figura 4.12: Deteccao automatica de entidades geométricas em conjuntos de da-
dos sintéticos. Esses resultados forma obtidos pela técnica geral desenvolvida por
Fernandes e Oliveira |13 [14]: @ Detecgao das linhas que melhor se ajustam a um
conjunto de dados de entrada composto por 45 pontos e 1 plano. Neste exemplo, o
objetivo é encontrar as linhas contidas no plano e que melhor se ajustam aos pon-
tos. @ Detecgao concorrente de planos e esferas a partir de uma tnica aplicagao
da técnica em um conjunto de dados heterogéneo. O conjunto de dados de entrada
é composto por 43 pontos, 1 linha reta e 3 circulos. Detecgao de planos em
dados ruidosos. Os dois planos s@o aproximados por 1.355 pontos do conjunto total
de entrada. Um subconjunto de 1.500 pontos caracteriza ruido nos dados.

(c)

geométricas, a técnica proposta sempre representa a entidade requerida pela
maneira mais compacta.

As Figuras e apresentam apreseatado alguns resultados da aplicacio da

técnica descrita em [I3] [14] sobre conjuntos de dados reais e conjuntos de dados
sintéticos, respectivamente.

Na transformada generalizada com Algebra Geométrica, um p-blade B,y inse-
rido em um espago n-dimensional é caracterizado por um conjunto de m = p(n — p)
rotagoes aplicadas a um blade canonico (E,y) utilizado como referéncia. Mais pre-
cisamente:

By = TET, (4.5.17)
onde E,y ¢ definido pela equagao (4.5.20) e
T=RuRm_1-R1 (4.5.18)

é um rotor que codifica uma sequéncia de rotagoes

0 . (0
R: = cos (é) —sin (é) ng, (4.5.19)

de 6; radianos nos planos unitarios Pg; =ejr1Ne,comj=h(h+2¢—n)—t+1,
e onde h é o menor valor na sequéncia estritamente crescente {1,2,--- ,n — ¢} que
satisfaz a condigao ¢t < h(h + 2¢ — n) para ¢ = max(p,n — p). O leitor interessado
pode consultar [I13] equagdes (17)-(23) e (34)| para obter uma justificativa compre-

ensiva sobre a escolha de Pé;.
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O blade canénico na equagao (4.5.17)) é dado por:

Eyy = Avev v parap#gq, (4.5.20)
Vieve; s parap=g,

onde A\, € o produto externo dos vetores e,, e \/ ., ¢ o produto regressivo dos

pseudovetores e (o dual dos vetores e,), para V = {2(q + i) — n}; 1.

Ao tomar E, e os planos de rotagao ng como constantes, fica claro que os m

angulos de rotagoes (#;) relacionados a sequéncia de rotores que compoe 7 podem
ser usados para caracterizar de maneira inequivoca p-blades que residem em um es-
pago n-dimensional. Os valores de p e n dependem do tipo requerido de alinhamento
de dados. Por exemplo, ao assumir o modelo de geometria homogéneo para a detec-

¢ao de retas em imagens (Figuras eld.10b), n=2+1=3e p=2, levando a
m = 2(3 —2) = 2. Ao assumir o modelo de geometria conforme para a detecgao de

planos e esferas (Figurald.12b)), n =3+ 2=5e p =4, levando a m = 4(5 — 4) = 4.
A aplicacao da técnica consiste de trés passos:

1. Criar uma grade de acumuladores como sendo a representacao discreta do
espaco de parametros onde acontece a votagao;

2. Executar o procedimento de votacao, onde o conjunto de dados de entrada é
mapeado para a grade de acumuladores; e

3. Buscar pelos picos de votos na grade de acumuladores, pois eles correspondem
aos p-blades que melhor se ajustam aos dados de entrada.

A Tabela resume os trés passos. O passo (1) define um espago de parametros
(P™) para os m graus de liberdade:

P™ = {(01,02,- - ,0m) | 0, € [-7/2,7/2)}, (4.5.21)

onde cada vetor de parametros (61,0s,-- ,0,,) € P™ caracteriza uma instancia de
um p-blade em um espaco vetorial n-dimensional. Na pratica, é preciso discreti-
zar P, para o qual uma grade de acumuladores é criada para receber “votos” e
inicializada com zeros.

O passo (2) mapeia os dados de entrada para o espago de pardmetros. Es-
sencialmente, o mapeamento considera cada r-blade Xy no conjunto de dados
de entrada e identifica os parametros (coordenadas em P™) de todos os blades
p-dimensionais relacionados a ele. Quando r < p, o mapeamento identifica em P
todos os p-blades que contém X,y (e.g., as linhas contendo pontos dados como en-
trada na Figura. Se r > p, o procedimento identifica em P™ todos os p-blades
contidos em X,y (e.g., as linhas no plano dado como entrada na Figura.

Apos o procedimento de votacao ter sido executado para todo Xy, o niimero de
votos depositado em cada célula do acumulador define a importancia dos blades re-
presentados pelas células com relagao aos dados de entrada. Logo, as células que re-
ceberam mais votos representam os p-blades detectados. O passo (3) da abordagem
busca pelos maximos locais na grade de acumuladores. Os vetores de parametros
associados a essas células sdo utilizados na equagao (4.5.17), a fim de se obter os
blades detectados. Isso é feito pela aplicagao da sequéncia de rotagoes especificadas
pelo endereco das células (01,60, - - ,0,,) sobre um blade canonico Ey.
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Tabela 4.1: Passos da transformada generalizada para deteccdo de entidades geo-
métricas analiticas. Como entrada, é requerido um conjunto X de blades (i.e., os
dados de entrada codificados em um modelo de geometria da Algebra Geométrica),
a dimensionalidade p dos blades, interpretados como os tipos de alinhamento re-
queridos, e a dimensionalidade n do espago vetorial como um todo. O algoritmo
retorna os p-blades que melhor se ajustam ao conjunto de entrada X.

Passo Descricao

1. Inicializagao Utilize a fungao que modela blades p-dimensionais (equa-
¢do (4.5.17)) na definigdo do espago de parametros P™
(equ). Entao, crie (e inicialize com zeros) uma
grade m-dimensional de acumuladores como sendo a repre-
sentagao discreta de P™.

2. Votacgao Mapeie cada blade de entrada X,y € X para P™. O pro-
cesso de votagao é analogo ao da transformada de Hough
para detecgao de retas, exceto que neste caso nao sabemos
quais valores de parametros sao e quais nao sao conhecidos
a priori, sendo essa uma verificagao executada dinamica-
mente. Os valores conhecidos sdo arbitrados, enquanto que
os nao conhecidos sao calculados. Descrigoes detalhadas
deste procedimento podem ser encontradas em [I3], para
dados exatos, e em [I4], para dados com incerteza. Por
conta da natureza discreta da grade de acumuladores, o
mapeamento retorna um conjunto finito de pontos em P™.
Esses pontos sao usados para enderegar células na grade
de acumuladores. A votagdo é realizada pelo incremento
dessas células conforme a importancia w de Xy.

3. Detecgao de Picos | Identifique as células que correspondem aos maximos locais
na grade de acumuladores. Utilize as coordenadas dessas
células (i.e., vetores de pardmetros) na equagdo (4.5.17))
para obter os blades p-dimensionais mais significativos.

Exercicios

Exercicio 1. Encontre uma aplicagcao ou um problema que possa ser descrito de
maneira geométrica. Utilize Algebra Geométrica para formalizar uma solucdo ele-
gante para esse problema. Se o problema possui solu¢ao conhecida, a partir da
aplicagio da Algebra Linear convencional, entdo tente se desprender do racioci-
nio vetorial e da decomposi¢ao de estruturas para explorar o uso de subespacos de
dimensionalidade mais alta como primitivas. O
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Capitulo 5

Implementacao da Algebra
Geométrica

Este capitulo discute estruturas de dados e algoritmos para a implementacao pratica
de uma biblioteca simples para Algebra Geométrica em linguagens de programacio
imperativas. E relativamente simples escrever uma biblioteca de fun¢des que im-
plemente a Algebra Geométrica. A grosso modo, uma vez definida uma estrutura
de dados que represente um multivetor, basta implementar uma fungao para adigao
de multivetores, uma funcao para avaliacdo do produto geométrico, considerando
uma meétrica qualquer para R™, e uma funcao para avaliacdo da extracao do grau.
Todos os produtos e outras operacdes da Algebra Geométrica podem ser derivados
a partir desse conjunto inicial de operagoes. Entretanto, é possivel tirar vantagem
de algumas observagoes para criar rotinas com melhor desempenho.

5.1 Estruturas de Dados para Multivetores

Um multivetor M, pertencente a um espago multivetorial A R™, pode ser estrutu-
rado de maneira densa em uma porgao continua de memoria (um array) composta
por uma colecao de 2™ valores reais, um para cada coeficiente de M. Nessa re-
presentacao, o blade de base unitario que é multiplicado por cada coeficiente do
multivetor é indicado de maneira implicita pelo indice do coeficiente na colegao.
Conforme mostra a Tabela[5.1] é facil associar blades de base unitéarios a valores de
indice que vao de 0 a (2™ — 1), onde n é o ntimero de dimensées do espago vetorial
R™ sobre o qual AR"™ é construido. Observe que os blades de base unitarios (pri-
meira coluna) podem ser colocados em uma ordem onde o indice associado a cada
blade (segunda coluna) mantém em sua configuragao de bits (terceira coluna) a in-
dicacao de qual vetor de base expande o blade de base associado. Na codificacao das
maéscaras binarias, o bit mais & direita esta relacionado com a presenga ou auséncia
do vetor e; no blade de base, o bit seguinte esta relacionado ao vetor e, e assim
por diante.

A representagao densa de multivetores é pratica e suprime a necessidade do
armazenamento explicito dos blades de base. Porém, os multivetores de interesse
na Algebra Geométrica sio aqueles que codificam blades ou versores. Conforme
comentado no Capitulo [2] muitos coeficientes serao iguais a zero nesses casos. Em
blade de grau k, apenas os coeficientes associados aos blades de base da porgao
k-vetorial do espago multivetorial, i.e., /\k R"”, poderao ser diferentes de zero. No
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Tabela 5.1: Blades de base unitarios (equagao (2.2.4))) representados como mascaras
de bits.

Blade de Base Indice Decimal Mascara Binaria

1 0 00000000,
el 1 00000001,
€ 2 00000010,
e1 N\ e 3 00000011,
es3 4 00000100,
e1 N e3 5 00000101,
ex N e3 6 00000110,
€1 A €2 A €3 7

00000111,

caso de versores, a paridade do versor indica se coeficientes em /\k R™, para k par
ou impar, poderao ser diferentes de zero. Logo, ao invés de alocar memoria para 2"
coeficientes em uma representacao densa do multivetor, estruturas de dados esparsas
podem ser usadas para obter melhor aproveitamento da memoria, reduzindo para
até (2) a quantidade de coeficientes armazenados para k-blades, e para até 2"~ ! a
quantidade de coeficientes armazenados para versores.

Estruturas de dicionario podem ser usadas para colecionar componentes do mul-
tivetor. Em um dicionério, o valor inteiro que codifica o blade de base unitario (Ta-
bela segunda coluna) pode ser usado como chave inequivoca de um componente.
O valor real armazenado junto a chave corresponde ao coeficiente que multiplica o
blade de base unitario. Desse modo, um dicionario vazio representa um multivetor
igual a zero, enquanto que multivetores diferentes de zero sao obtidos pela inclu-
sao de ao menos um componente com coeficiente diferente de zero. O tamanho da
chave, em bits, indica a quantidade maxima de dimensoes que o espaco vetorial R™
podera ter. Linguagens de programacao modernas, como C, C++, Java, Python
e MATLAB, permitem o uso de tipos primitivos na declaragao de valores inteiros
com 8, 16, 32 e 64 bits. O uso de tipos inteiros primitivos traz vantagens, pois
comparagoes e contagens de bits setados (i.e., o grau k do componente) podem ser
feitas pela aplicacao de comandos nativos. Para o caso de n > 64, algumas lingua-
gens, como C++, permitem a declaragao de bitsets de tamanho arbitrario definido
em tempo de compilac¢do [30], bem como o uso de bitsets de tamanho arbitrario
definido em tempo de execugdo [34], mantendo baixo custo computacional. Java
e Python também permitem a alocagao dindmica de colegoes de bits, porém com
custo computacional mais elevado sobre as operagoes de manipulagao.

5.2 Operagoes Bilineares

O algoritmo de adicao de multivetores densos é trivial: dados dois multivetores
densos A e B como entrada, o multivetor denso C' de saida é obtido percorrendo
os componentes de A, B e C simultaneamente e atribuindo, ao coeficiente atual
de C, a soma dos coeficientes atuais de A e B. Quando a estrutura escolhida
para representar o multivetor nado é densa (e.g., pelo uso de um dicionario), a
implementagao da adigao é um pouco mais elaborada. O Algoritmo [5.1] assume
que os componentes dos multivetores sdo armazenados em dicionéarios de maneira
ordenada pelas chaves que identificam os blades de base unitario. Desse modo, a



Operagoes Bilineares 101

Algoritmo 5.1: Adicao de dois multivetores quaisquer.

1 Fungao Soma(mult;, mults): mult,

Entrada: mult; e mult, sao os multivetores operados pela adigao.
Resultado: mult, é o multivetor resultante.
4 mult, + & ; /* A estrutura mult, comega vazia */
5 coefy, mascy < primeiro componente em mult; ;
6 coefy, mascy < primeiro componente em mults ;
7 enquanto houver componentes nao processados em mult; e mults facga
8 se mascy; < mascs entao
9 inclua em mult, um componente com coeficiente coef; e
mascara mascy ;
10 coefq, mascy < proximo componente em mult ;
11 senao se masc; > mascs entao
12 inclua em mult, um componente com coeficiente coefs e
mascara mascs ;
13 coefs, mascy <— proximo componente em mults ;
14 senao
15 inclua em mult, um componente com coeficiente coef; + coefs e
mascara mascy ;
16 coef, mascy ¢ proximo componente em mult; ;
17 coefs, mascy <— proximo componente em mults ;
18 fim
19 fim
20 se houver componentes nao processados em mult; entao
21 ‘ inclua em mult, a copia dos componente nao processados em mult; ;
22 fim
23 se houver componentes nao processados em mult, entao
24 ‘ inclua em mult, a copia dos componente nao processados em mults ;
25 fim
26 fim

avaliacao da adicao de dois multivetores quaisquer se reduz para uma variagao do
algoritmo de unido e conjuntos. A operacao de subtragao de multivetores pode ser
escrita de maneira anéaloga & apresentada pelo Algoritmo [5.1

Para tornar o uso de memoéria mais eficiente, o Algoritmo [5.1} bem como outros
algoritmos que sao apresentados neste livro, podem ser reescritos para garantir que
o multivetor resultante mantenha apenas os componentes com coeficientes diferentes
de zero.

Nos algoritmos apresentados, coef, e mask, (e.g, Algoritmo linhase@ sao
variaveis que armazenam, respectivamente, o coeficiente real e a mascara binaria
que identifica de maneira inequivoca um componente do multivetor representado
pela variavel mult,. E importante lembrar que a mascara binaria é, em esséncia,
um ndmero inteiro sem sinal. Logo, ela permite a aplicagao tanto de operadores
relacionais (e.g., Algoritmo linhase quanto de operadores l6gicos binérios,
que agem diretamente sobre os bits da mascara (e.g., andy, or, e xory ).

A Subsecao mostra que o produto externo pode ser derivado do produto
geométrico. Entretanto, em termos de implementacao, é mais interessante avaliar
o produto externo, a partir da aplica¢ao de suas propriedades (Segao , e tirar
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Algoritmo 5.2: Produto externo de dois multivetores quaisquer.

1 Fungao ProdutoExterno (multy, mults): mult,

2 Entrada: mult; e mults sao os multivetores multiplicados pelo produto
externo.

3 Resultado: mult, é o multivetor resultante.

4 mult, + O ; /* A estrutura mult, comega vazia */

5 para cada componente (coefi,mascy) no multivetor mult; faga

6 para cada componente (coefs, mascy) no multivetor mults faga

7 coef,masc < ProdutoExterno(coef;, mascy, coefs, mascsy) ;

8 mult, < Soma(mult,, coef, masc) ;

9 fim

10 fim

11 fim

proveito de sua independéncia da métrica do espago na construcao de um algo-
ritmo mais eficiente. O Algoritmo[5.2) avalia o produto externo de dois multivetores
quaisquer. As iteracgoes declaradas nas linhas e aplicam a distributividade
do produto sobre a soma dos componentes dos multivetores de entrada, mult; e
mult,. O produto externo de dois componentes é implementado pela sobrecargaﬂ
da funcao ProdutoExterno() que recebe quatro argumentos, invocada na linha [7]
do Algoritmo [5.2] e definida de acordo com o Algoritmo [5.3] O resultado da invo-
cagao dessa funcao é a configuracdo do componente resultante que, na linha [8] do
Algoritmo [5.2] é somado ao multivetor resultante mult,.. Observe que, diferente da
fungao Soma (), definida no Algoritmo [5.1] a func¢do Soma () recebe trés argumentos
na linha [§ Isso porque a fun¢ao Soma(mult,, coef, masc) resulta na inclusdo ou
atualizagao de um tnico componente, identificado por masc no multivetor multi,,
a0 passo que a fungdo Soma(mult;, mults) opera todos os componentes dos argu-
mentos de entrada.

O algoritmo para avaliagao do produto externo, envolvendo dois componentes
de multivetores (Algoritmo , aplica a propriedade de antissimetria do produto
através do uso do operador de logica binédria andy (linha e da contagem de quan-
tas trocas sao necessarias para a reordenagao canonica de vetores independentes de
base (linha . A avaliagao de operadores logicos aplicada sobre bits de tipos intei-
ros primitivos é bastante eficiente, pois caracteriza operagoes nativas em diversas
linguagens de programagao. Observe, na linha [4] do Algoritmo [5.3] como tal efici-
éncia é empregada na verificagao de independéncia linear entre os blades de base
unitarios codificados por masc; e mascy. Caso néo existam bits em comum setados
nas duas méscaras, entao o resultado do operador and; seré o valor 0y, que indica
independéncia linear entre os blades. Nesse caso, o coeficiente do blade resultante
(linha@ é calculado como o produto dos coeficientes de entrada e do sinal proveni-
ente da reordenagao candnica (linha dos vetores de base. A mascara do blade de
base resultante é calculada de maneira eficiente pela aplicacdo do operador légico
or, (linha 7). Em caso de dependéncia linear, o produto externo resulta em um
componente escalar igual a zero (linha [9).

A fungao ReordenagdoCandnica(), invocada na linha[fdo Algoritmo[5.3] é de-
finida no Algoritmo[5.4} A operagao mascy » 1, executada nas linhas 5] e8] desloca

1Em programacio, sobrecarga de método permite a existéncia de varios métodos de mesmo
nome, porém com assinaturas diferentes, ou seja, variando no ntimero ou no tipo de argumentos.
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Algoritmo 5.3: Produto externo de dois componentes de multivetores.

1 Fungao ProdutoExterno(coef;, mascy, coefs, mascs): coef,, masc,

2 Entrada: coef; e masc; codificam o primeiro componente dado como
entrada, enquanto que coefs e mascy codificam o segundo.

3 Resultado: coef, e masc, codificam o componente resultante.

4 se (masq andy mascz) = 0, entao

5 sinal < ReordenacgdoCandnica(mascy, mascs) ;

6 coef, < sinal - coef; - coefy ;

7 masc, < mascj or,mascs ;

8 senao

9 coef, + 0.0 ;
10 masc, < 0p ;
11 fim
12 fim

os bits da mascara masc; em uma posicdo para a direita. A funcdo Colisoes(),
invocada na linha retorna quantos bits estdo setados na méscara informada
como argumento. Nesse caso especifico, a quantidade de componentes comuns
setados em masc; e masco é dada por Colisoes(masciandymascy). O uso de
(trocasandy 1) = Op, na linha é um truque para verificar quando o valor inteiro
mantido na variavel trocas é par. Por antissimetria, a troca de sinal por reordena-
¢ao canodnica s6 acontece caso a quantidade de trocas de posicao de pares de vetores
adjacentes na expansao do blade seja impar. Valores inteiros impares implicam no
primeiro bit estar setado.

O que é surpreendente no Algoritmo [5.4] é sua capacidade de contar a quan-
tidade de trocas de sinal por antissimetria através de um processo inverso ao que
naturalmente é feito na manipulacao algébrica manual. Ou seja, ao invés de to-
mar o produto externo de dois blades de base linearmente independentes e aplicar
as propriedades do produto externo para reposicionar os componentes vetoriais de
acordo com a forma canodnica, o algoritmo, de certo modo, parte dos componentes
vetoriais na posigao final e verifica a quantidade de trocas (ou colisdes) necessérias
para a separagao dos blades originais. Por exemplo, reordenagao candnica do pro-
duto externo dos blades es A e e e; A e4 indica que o sinal resultante é positivo,
pois duas trocas sao necesséarias, i.e.,

(eaNes)AN(egANeg)= eaNesherNey (associatividade)
=—eANetAesNey (antissimetria — 1* troca)
= e ANesAesAey. (antissimetria — 2% troca)

Note como foi preciso “marchar” os componentes de um blade sobre o outro para,
enfim, chegar a reordenagao. No caso do Algoritmo [5.4] as mascaras comegam
sobrepostas e o deslocamento de bits e o lago declarados nas linhas [5H9] “marcham”
o conteido da méscara mascy para fora da mascara mascs. A Tabela apresenta
o teste de meseﬂ da execugao do Algoritmo sobre as mascaras 0110, e 1001,
correspondentes a, respectivamente, ez A e3 e e; A es. Na Tabela [5.2] a primeira
coluna indica a linha atual na execugdo. As outras colunas indicam o contetado de

2Teste de mesa é uma técnica empregada em computacido que consiste na execucdo mental
de um algoritmo, com auxilio de papel e caneta, ou outra forma de anotagdo. Neste teste, o
programador age como o processador e fica responsavel por executar cada linha do algoritmo.
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Algoritmo 5.4: Sinal resultante da reordenacao candnica de fatores vetoriais
do blade de base produzido pelo produto externo, pelo produto regressivo ou
por casos particulares do produto geométrico de dois blades de base.

1 Fungao ReordenagdoCandnica(mascy, mascy): sinal,

2 Entrada: masc; e mascs indicam quais vetores de base expandem os
blades de base que estao sendo multiplicados.
3 Resultado: sinal, assume os valores —1 ou +1, conforme a mudanga de

orientagao por reordenagao para a forma canonica dos
vetores de base no blade resultante.

4 trocas < 0 ;

5 mascy < mascy; > 1 ;

6 enquanto masc, # 0, faga

7 trocas < trocas+Colisoes(mascy and,mascs) ;
8 masc; < masci >1 ;

9 fim
10 se (trocasand, 1;) = O, entao sinal, < +1 ;
11 senao sinal,  —1 ;
12 fim

cada variavel apos a execugao da respectiva linha. Células sombreadas indicam que
varidveis tiveram seu valor alterado na linha corrente. O tltimo valor assumido pela
variavel sinal, é o valor retornado pela funcdo ReordenagioCandnica().

Todo produto bilinear possui a propriedade de distributividade sobre a adicao.
A estrutura bésica para aplicagao dessa propriedade, durante a multiplicacao de
dois multivetores quaisquer € ilustrada no Algoritmo Sendo assim, nao hé ne-
cessidade de repetirmos o algoritmo considerando outros produtos. Basta direcionar
a atengdo para a parte que difere de um produto para o outro. Ou seja, a avalia-
cao da multiplicacao entre dois componentes dos multivetores dados como entrada
(linha [7] do Algoritmo [5.2)).

O produto regressivo de dois componentes é apresentado no Algoritmo As-
sim como o produto externo, o produto regressivo independe da métrica do espago
vetorial R™. Logo, é interessante que sua implementacao seja independente da im-
plementacdo do produto geométrico. O produto regressivo traz consigo a nogao de
que o blade de base resultante deve conter os fatores comuns aos blades de base ope-

Tabela 5.2: Teste de mesa do Algoritmo

Variaveis
mascy mascyg trocas sinal,
2 0110, 1001, - -

Linha

4 0110, 1001, 0 -
5 0011, 1001, 0 -
7 0011, 1001, 1 -
8 0001, 1001, 1 -
7 0001, 1001, 2 -
8 0000, 1001, 2 -
10 0000, 1001, 2 +1
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Algoritmo 5.5: Produto regressivo de dois componentes de multivetores.

1 Fungao ProdutoRegressivo(coef;, mascy, coefq, mascs): coef,, masc,

2 Entrada: coef; e masc; codificam o primeiro componente dado como
entrada, enquanto que coefs e mascy codificam o segundo.
3 Resultado: coef, e masc, codificam o componente resultante.

n < numero de dimensoes de R" ;
5 masc, < mascj and, mascs ;

se (Grau(mascy)+Grau(mascy) —Grau(masc,) ) = n entao

sinal < Reordenacg&oCandnica(masc; xor, masc,,
mascy XOr, masc,.) ;

coef, < sinal - coef; - coefy ;

senao
10 coef, <+ 0.0 ;
11 masc, < Oy ;
12 fim
13 fim

rados. Essa nogao é garantida na linha 5| pelo uso do operador and,. Além disso,
observe que a condi¢ao r + s — t = n da expressao apresentada na equagao
esta caracterizada pelo desvio condicional declarado nas linhas [6HI2] onde n é o ni-
mero de dimensoes de R™ e a fungdo Grau() retorna quantos bits estdo setados na
maéscara informada como argumento. Na pratica, as funcées Grau() e Colisoes()
podem ser implementadas exatamente da mesma maneira, pois ambas contam a
quantidade de bits setados na méascara.

As Subsecoes [2.6.1] 2.6.2] e [2.6.3] descrevem como o produto geométrico pode
ser avaliado em espagos sob uma métrica ortogonal e em espagos sob uma métrica
qualquer. O caso do produto geométrico de blades de base sob métricas ortogonais
pode ser implementado de maneira bastante enxuta, como mostra o Algoritmo [5.6]
A implementacao do caso geral é sugerida como exercicio no fim deste capitulo.

E interessante notar como o Algoritmo se assemelha ao Algoritmo A an-
tissimetria do produto geométrico, herdada do produto externo, fica clara na ava-
liagio da reordenagdo canodnica (linha [4). Entretanto, por ser um produto que
depende da métrica, também ¢é preciso considerar o fator de métrica (linha
na composi¢do do coeficiente resultante coef, (linha @ Para tanto, a fungao
FatorDeMétrica(masc; and, mascy) recebe como entrada a mascara de bits indi-
cando quais sdo os vetores de base comuns entre os blades de base identificados
por masc; e mascs, e retorna o produtoério do produto interno desses vetores (veja
a explica¢ao que segue a equacao (2.6.40)). A mascara de bits masc, do blade de
base resultante é composta pelos vetores mutuamente exclusivos de masc; e mascs
(linha [7).

A implementacao do produto geométrico inverso pode ser suprimida de bibliote-
cas de Algebra Geométrica, pois a relagio A / B = AB~' mostra que essa operacio
pode ser substituida pela aplicacao do produto geométrico do primeiro operando
pelo inverso do segundo, sendo o inverso de blades e de versores calculados conforme

as equagoes (|2.4.23)) e (2.9.86|), respectivamente.
A contragdo a esquerda, a contracao & direita e o produto escalar de blades
podem ser implementados facilmente como subcasos do produto geométrico. O Al-

goritmo [5.7] exemplifica a contragao a esquerda operando sobre dois componentes de
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Algoritmo 5.6: Produto geométrico de dois componentes de multivetores,
sob uma métrica ortogonal.

1 Funcgao ProdutoGeométrico(coefy, mascy, coefy, mascy): coef,, masc,

2 Entrada: coef; e masc; codificam o primeiro componente dado como
entrada, enquanto que coefs e mascy codificam o segundo.
3 Resultado: coef, e masc, codificam o componente resultante.
sinal < ReordenagdoCandnica(mascy, mascs) ;
5 metrica < FatorDeMétrica(masc; and, mascsy) ;
6 coef, < sinal -metrica- coef; - coefs ;

masc, < mascj Xor,mascs ;
8 fim

multivetores. O tratamento de outros produtos métricos é feito de maneira similar.
Na linha [4] o produto geométrico (Algoritmo é avaliado. Em caso de métrica
ortogonal, o resultado do produto geométrico de dois blades de base sempre leva
a um blade de base (caso do Algoritmo . Porém, em métricas degeneradas, o
resultado pode ser um multivetor de grau misto, caracterizado aqui pela variavel
mult. Por exemplo, no modelo conforme de geometria (Segao , o produto geo-
métrico entre os vetores de base n, e n. resulta em um multivetor composto por
um componente escalar e um componente 2-vetorial:

NN = Mo * Moo + Mo N Noe = —1 + 1y A\ 1.

O componente que possui o grau esperado para o resultado da contracao é extraido
do multivetor resultante do produto geométrico (linha. Caso tal componente nao
exista, entao o resultado é o valor escalar zero.

Os algoritmos apresentados nessa subsecao apresentam sugestoes para a imple-
mentacdo de operacoes bilineares da Algebra Geométrica. Conforme comentado
no inicio do capitulo, a rigor, bastaria implementar uma fungao para adi¢ao de
multivetores, uma funcao para avaliacao do produto geométrico considerando uma
métrica qualquer para R™ e uma fungao para avaliacao da extragao do grau. Mas
essa estratégia pode ser ineficiente, se mal executada. Nesse espirito, outra possibi-
lidade de estruturacao de uma biblioteca de funcoes seria implementar o conjunto
minimo de operagoes aplicadas a pares de componentes de multivetores como roti-
nas de uso privado da biblioteca. Dentre as rotinas piublicas, existiriam rotinas de
interface, responsaveis pela execugdo de produtos e outras operagoes. Além dessas,
uma rotina de inicializacgao ficaria responséavel por pré-calcular tabelas com o resul-
tado da multiplicagao de blades de base unitéarios (similares as tabelas pedidas em
exercicios do Capitulo . A indexagao de linhas e colunas nessas tabelas pode ser
feita usando o indice decimal associado a cada blade de base (Tabela segunda
coluna), enquanto que as células das tabelas armazenariam os resultados dos pro-
dutos. As funcoes de interface que representam os produtos lineares na biblioteca
podem, entao, fazer uso das tabelas pré-calculadas para consultar qual o blade de
base unitério e a orientacao do resultado da multiplicacao de pares de componentes
de multivetores. A partir dessa estratégia, boa parte do processamento dos produtos
¢é substituido por acessos indiretos 4 memoria, em tempo constante.
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Algoritmo 5.7: Contracao & esquerda de dois componentes de multivetores
(equagao ([2.6.50))).

1 Funcao ContracaoAEsquerda(coef;, mascy, coefs, mascy): coef,, masc,

2 Entrada: coef; e masc; codificam o primeiro componente dado como
entrada, enquanto que coefs e mascy codificam o segundo.
3 Resultado: coef, e masc, codificam o componente resultante.

mult < ProdutoGeométrico(coefy, mascy, coefs, mascsy) ;
coef,,masc, < ExtragioDoGrau(mult, Grau(mascy)—Grau(mascy)) ;
6 fim

5.3 Operacoes Nao-Lineares

Sao trés as operagoes nao lineares de interesse neste livro: o produto delta, a inter-
seccao e a uniao de blades. Todos sao introduzidos na Secao [2.§

O produto delta pode ser obtido de maneira similar a outros produtos derivados
do produto geométrico. Porém, devido a sua nao-linearidade, a extracao de grau nao
pode acontecer diretamente sobre o produto de pares de componentes oriundos dos
multivetores de entrada (e.g., Algoritmo[5.7). Conforme mostra o Algoritmo )
resultado vem da extragao do grau maximo do multivetor mult (hnha@, calculado
como o produto geométrico dos multivetores blade; e blades (linha .

O produto delta (Algoritmo e a fatoracao de blades pelo produto externo
(Algoritmo sao pegas fundamentais na definigao do algoritmo que calcula, simul-
taneamente, a intersecgdo e a unido de blades (Algoritmo . Para garantir seu
correto funcionamento, o procedimento de fatoragdo apresentado no Algoritmo [5.9
procura o componente que descreve a maior quantidade de informacao do multive-
tor que codifica o k-blade de entrada. Esse componente é justamente o blade de
base com maior coeficiente absoluto associado (linha . Estamos interessados nos
k vetores de base que expandem o componente mais expressivo, chamados de ej no
Algoritmo [5.9] para 1 < j < k. Nada garante que esses vetores estejam contidos no
blade de entrada. Logo, eles ndo s@o, necessariamente, os fatores finais que quere-
mos. Porém, os vetores ej certamente nao sao ortogonais ao blade que esta sendo
fatorado. A iteragao declarada nas linhas passa por cada um dos vetores ej,
exceto pelo ultimo, com o objetivo de usar a projegao ortogonal de blades (linha
para encontrar cada um dos (k — 1) primeiros fatores do blade de entrada. Para
garantir que serao obtidos fatores ortogonais e unitarios, uma copia normalizada

Algoritmo 5.8: Produto delta de blades (equagao (2.8.80)).
1 Funcao ProdutoDelta(blade;, bladey): blade,

2 Entrada: blade; e blades sao multivetores que codificam os blades de
entrada.
3 Resultado: blade, é o multivetor que codifica o blade resultante.
mult < ProdutoGeométrico(blade;, blades) ;
5 max <— grau do componente de maior dimensionalidade no multivetor
mult ;

blade, < Extrag&oDoGrau(mult, max) ;
7 fim
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Algoritmo 5.9: Fatoracao de um blade pelo produto externo.

1 Funcgao Fatoracdo(blade): escalar, fatorl, fator2, ---, fatork

Entrada: blade é um multivetor que codifica um blade de grau k.

Resultado: escalar é o valor escalar que multiplica o produto externo
dos k fatores vetoriais, fatori, fator2, ---, fatork, que
expandem o blade dado como entrada.

4 masc < mascara que indica os vetores que expandem o blade de base do
componente de blade com maior coeficiente absoluto ;

escalar < NormaReversa(blade) ;

[}

6 temp < BladeNormalizado(blade) ;

7 para cada wvetor de base ej indicado em masc, exceto um, faga
8 proj < Projeg&oOrtogonal(ej, temp) ;

9 fatorj < BladeNormalizado(proj) ;

10 temp < ContracaoAEsquerda(Inverso(fatorj), temp) ;
11 fim

12 fatork <— BladeNormalizado (temp) ;

13 fim

do k-blade de entrada é colocada na variavel temp (linha @ A cada iteragdo, o
inverso do fator unitario ortogonal, fatorj, obtido pela normalizacao da projegao
(linha E[), é contraido da copia temp (linha . Ou seja, o subespago temp perde
uma dimensao em cada iteracao. Na pratica, ele é desconstruido. Ao final das itera-
coes (linha7 o subespaco temp sera um subespago 1-dimensional que corresponde
ao fator que nao foi extraido durante a iteragao. Por serem fatores linearmente inde-
pendentes, ortogonais e unitéarios, o produto externo desses k fatores, multiplicado
pelo valor escalar obtido da linha [5] leva & reconstrugao do k-blade de entrada.

A funcio Projeg&oOrtogonal (), invocada na linha [§] do Algoritmo [5.9] ¢ de-
finida conforme a equagdo (2.4.22)). A funcdo Inverso() retorna o inverso de um
blade (linha[I0] equacéo uso do inverso do fator é necessario para manter
a orientacao correta do resultado da contragao em métricas nao-Euclidianas. Por
fim, a func¢éo BladeNormalizado () (utilizada nas linhas @ |§| e é definida como:

=T
A |)*

onde Ay é um blade com o quadrado da normal reversa (equagao ), dife-
rente de zero, e A’< k) ¢ um blade com mesma atitude que A ), mas com o quadrado
da norma reversa igual a um.

Uma vez definidos os algoritmos para as fungdes ProdutoDelta () (Algoritmo
e Fatoragdo() (Algoritmo , um algoritmo que avalia simultaneamente a inter-
secgao e a uniao de subespacos pode ser construido com base nas seguintes obser-
vagoes:

(i) Os fatores que potencialmente pertencem a intersecgdo de dois blades sao
fatores que pertencem a ambos os blades operados, ao mesmo tempo que nao
sao fatores do blade resultante do produto delta.

(ii) Os fatores que néo devem fazer parte da unido de dois blades s@o fatores en-
contrados no blade dual ao produto delta, ao mesmo tempo que nao pertencem
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Algoritmo 5.10: Interseccao e uniao de blades.

1 Fungao IntersecgioEUniao(blade;, blades): uniao, inter

2 Entrada: blade; e blade, sao multivetores que codificam os blades de

entrada.

3 Resultado: inter e uniao sao multivetores que codificam os blades que
correspondem, respectivamente, & interseccao e & uniao dos
blades de entrada.

4 r + Grau(blade;) ;

5 s < Grau(blades) ;

6 se r > s entao

7 ‘ trocar blade; por blades ;

8 fim

9 delta < ProdutoDelta(blade;, blades) ;

10 t < (r + s—Grau(delta)) /2 ;

11 escalar, fatorl, fator2, ---, fatork < Fatorag&o(Dual(delta)) ;

12 inter < escalar unitario positivo, ¢.e., +1 ;

13 uniao < pseudo-escalar unitario positivo do espago total, i.e., I1,) ;

14 para cada fatorj resultante da fatoracao do dual de delta faga

15 proj < Projeg&oOrtogonal (fatorj, blade;);

16 se proj # 0 entao

17 inter < ProdutoExterno(inter, proj) ;

18 se Grau(inter) =t entao

19 uniao < uniao calculada a partir da intersecgao, conforme a
equagao ;

20 parar iteragao ;

21 fim

22 fim

23 reje < Rejeig8o0rtogonal (fatorj, blade);

24 se reje # 0 entao

25 uniao < ContracaoAEsquerda(reje, uniao) ;

26 se Grau(uniao) = (r + s — t) entao

27 inter <« intersecgdo calculada a partir da unido, conforme a
equagao ;

28 parar iteracgao ;

29 fim

30 fim

31 fim

32 se r > s entao

33 multiplicar os multivetores uniao e inter por (—1)(r_t)(s_t) ;

34 fim

35 fim

& intersecgao dos blades operados.

Analise os diagramas de Venn de A N B, (Figura (2.11b))), Ay U B,y (Fi-
gura )7 AyABy (Figura 1) e (A<T>AB<S>)* (os casos deste diagrama



110 Implementacao da Algebra Geométrica

sao deixados como exercicio para o leitor), para se convencer de que essas observa-
¢oes sao validas. O Algoritmo faz uso de um laco (linhas para, a cada
iteragao, considerar um fator do dual do produto delta entre os blades de entrada
(linha e, seletivamente, pela observacao (i), “montar” a intersec¢ao pela inclusao
de dimensoes, partindo de um valor escalar (linhas e 7 ou, pela observa-
¢ao (ii), “esculpir” a unido pela remogio de dimensoes, partindo do pseudo-escalar
do espago n-dimensional (linhas [T3] e 23}{30).

O lago declarado nas linhas [[4{31] do Algoritmo [5.10] nao precisa iterar sobre
todo vetor fatorj. Conforme mostra as linhas [[821] e 2629 assim que o blade
associado a uma das variaveis, inter ou uniao, atingir o grau esperado para, respec-
tivamente, a intersec¢do (equagio (]m[)) ou a unido (equagao )7 o outro
blade pode ser calculado utilizando a equagao (2.8.79)) ou a equa(;é . No Al-
gorltmo | as fungbes ProjecdoOrtogonal() e ReJelgaoOrtogonal () hnhab

e[23) sao 1mplementadas conforme as equagoes e 1 4 2 , respectlvamente
A fungdo Dual() é implementada conforme a equagéo

Com o objetivo de simplificar a escrita do algoritmo de 1ntersecgao e uniao de
blades, as linhas e reduzem o processamento para o caso em que o grau
do primeiro blade informado é menor que o grau do segundo blade. Quando a
troca de blades é executada no inicio do algoritmo, essa troca deve ser desfeita
antes de seu término, compensando a orientacao dos blades resultantes em funcéo
da antissimetria das operacoes de intersecgao e uniao.

Conforme comentado na Segao as operagoes de intersec¢ao e uniao de subes-
pacos sao independentes de qualquer métrica particular que o espago multivetorial
AR™ possa ter. Logo, por conveniéncia, a métrica corrente do espacgo pode ser
substituida temporariamente pela métrica Euclidiana durante a execucao do Algo-
ritmo e de qualquer algoritmo auxiliar invocado por ele.

Fontijne [I5] apresenta um algoritmo para fatoragao de blades pelo produto ex-
terno e um algoritmo para calculo da uniao de blades, que sao computacionalmente
mais eficientes do que as solugoes apresentadas nos Algoritmos [5.9] e No caso
da fatoragao, o algoritmo de Fontijne retorna vetores linearmente independentes,
mas que podem nao ser ortogonais no caso geral. No caso da uniao, seu algoritmo
nao retorna a intersec¢gao como subproduto, conforme acontece no Algoritmo [5.10
Porém, é importante lembrar que a equagao mostra como a interseccao de
subespacgos pode ser calculada a partir da uniao.

Exercicios

Escolha uma linguagem de programacao com a qual vocé tenha familiaridade e faga
as implementagoes que sao pedidas nos exercicios que seguem. Utilize os algoritmos
apresentados neste capitulo como inspiracao para suas implementacoes. Os auto-
res acreditam que implementar uma biblioteca de Algebra Geomeétrica é uma boa
maneira de fixar os contetdos vistos ao longo deste livro.

Exercicio 1. Crie uma estrutura de dados que represente um multivetor em um
espago multivetorial A R™. Planeje bem essa estrutura, pois ela serd utilizada em
todas as suas implementagoes. O

Exercicio 2. Implemente a operacdo de extracao do grau aplicada a um multivetor
qualquer. O

Exercicio 3. Implemente a adicdo e a subtracao de dois multivetores quaisquer. O
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Exercicio 4. Implemente o produto externo e o produto regressivo de dois multi-
vetores quaisquer. O

Exercicio 5. Implemente as operagoes de reversao e de involug¢ao do grau aplicadas
a um multivetor qualquer. O

Exercicio 6. Implemente uma funcao que retorne um valor inteiro que indica o
grau de um multivetor qualquer. A rotina deve sinalizar quando o multivetor tiver
grau misto. Por exemplo, ela pode retornar —1 nesse caso. Seja cuidadoso com o
tratamento de erros de arredondamento de ponto flutuante, para que a Totina nao
considere valores muito pequenos como sendo diferente de zero. A mog¢ao de “muito
pequeno” depende da precisdao ou do erro numérico de arredondamento assumido em
cada problema. O

Exercicio 7. Implemente o produto geométrico entre dois multivetores quaisquer.
Comece implementando a especializagdo do produto para métrica Fuclidiana. De-
pois, implemente a especializacGo para métricas ortogonais. Por fim, escreva a
rotina para métricas quaisquer. Para os dois dltimos casos serd preciso definir uma
estrutura de dados que especifique a métrica corrente de R™ na avaliagdo do produto.
Por exemplo, uma matriz diagonal e uma matriz simétrica, respectivamente. 0

Exercicio 8. Utilize o resultado do exercicio anterior, em conjunto com a extra¢do
de grau, para implementar produtos métricos que sao derivados do produto geomé-
trico. Vocé deverd implementar o produto escalar de blades, a contracao a esquerda
e a contra¢do a direita. m|

Exercicio 9. Utilize sua tmplementacao do produto geométrico e a extracao de grau
para implementar o produto delta. O

Exercicio 10. Implemente a rotina que realiza a fatoracao de um blade pelo produto
externo. 0

Exercicio 11. Implemente as operagoes de interseccao e uniao de blades. O

Exercicio 12. Implemente uma fun¢ao que retorne se o multivetor informado €
um versor, um blade ou uma combinagdo linear de blades de base que ndo configura
uma estrutura de interesse na Algebra Geométrica.

Para ser um versor, um multivetor M deve atender a duas condigoes:

1. M/ (MM) deve ser o inverso verdadeiro desse multivetor. Ou seja, o grau

de MM~ deve ser igual a zero e MM~ deve ser 1qual a M~'M.

2. A propriedade de preservacao do grau deve ser garantida. Isso implica que o
grau de Me;M deve ser igual a um, para todo vetor de base {e;}1_.

No caso de versores, as condigoes apontadas acima devem ser testadas sob a mé-
trica original do espaco R™. No caso de blades, o teste deve ser feito assumindo
métrica Buclidiana para o espago. Além de atender as duas condicoes indicadas para
versores, um multivetor M que codifica um blade deve também ter grau tunico. 0O
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Capitulo 6

Consideracoes Finais

Existem varios livros sobre Algebra Geométrica, tanto tedricos como voltados para
aplicagdes, na literatura inglesa (ver referéncias). Entretanto, em Portugués, acre-
ditamos que ha apenas dois textos [30, 29] que antecedem o nosso, onde ambos
apresentam o tema enfatizando a estrutura matematica associada.

Neste texto introdutoério, procuramos combinar clareza e rigor, utilizando uma
abordagem pratica para ilustrar o enorme potencial do formalismo descrito. Assim,
discutimos diversas aplicagoes em computacao visual, apresentando a teoria neces-
saria para compreender os problemas envolvidos e explicitando algoritmos para a
resolucao dos mesmos. Acreditamos que, além da beleza e do poder da Algebra Geo-
métrica de unificar, simplificar e generalizar varias ideias da matemética envolvendo
conceitos geométricos, ela pode também servir como uma tnica linguagem para
descrever problemas que surgem na fisica, engenharias e computagao, facilitando o
didlogo entre os profissionais dessas areas e o aprofundamento da compreensao dos
problemas comuns.

Aos leitores interessados em aprofundar-se no assunto, sugerimos a leitura de
referéncias citadas ao longo do texto, bem como a implementacdo e aperfeicoa-
mento dos algoritmos descritos. Além disso, indicamos a leitura de duas teses [T, [5]
e artigos recentes [2, 28, 25] envolvendo novas aplicagdes da Algebra Geométrica
(em Geometria Molecular e Computagido Quéntica), que oferecem oportunidades e
desafios de pesquisa.

Esperamos contar com o retorno dos leitores, enviando sugestoes, criticas e co-
mentéarios para melhorias de futuras edigoes.
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pseudo-Euclidiana, [T8] [64]
matriz de métrica, [I7} 53] (6} [64] [65]
modelo de geometria, [53]
conforme, [63]
Euclidiano,
homogéneo,
projetivo, ver homogéneo
momento,
movimento de corpo rigido, [77]
dual, [79]
primal,
multivetor,

N
norma reversa, [I9]

O

objeto geométrico,
objeto matematico,
outermorfismo,

P

par de pontos, [63] [68]
plano, 53] [63]
proprio, B8]
ponto, [63]
finito, [63] [65]
improprio, [57]
planar, [69]
proprio, [57]
ponto-suporte, [59]
primal, ver desdualizagao
produto de Clifford, ver produto
geométrico
produto delta,
algoritmo, [I07]
produto escalar de blades, [I9]
propriedades, [19]
produto escalar de vetores,
produto externo,
algoritmo,
propriedades,
produto generalizado de Grassmann,
produto geométrico, 25]
algoritmo, [106]
propriedades, [27]
produto geométrico inverso, [26]

Indice

produto interior,

produto interno de vetores,
propriedades, [I7]

produto regressivo, [I]
algoritmo, |105)
propriedades,

produto vetorial, [38]

projecao ortogonal, 22] 23]

pseudo-escalar, [13]

pseudovetor,

Q
quatérnio, [47]
conjugado, [A7]

R

reflexao, [43] [63] [75] ver também
versor

regra de Cramer, ver sistema de
equacoes lineares

rejeigao ortogonal, [24]

relagoes de segunda dualidade, 22]

25} B3} B9 B0

reordenagao canonica, [15]
reta, [53} [63]
impropria, [5§|
propria, [58]
reverso, [I9]
rotagdo, [0} [54] [63] [76] ver
também rotor
interpolacao,
rotor, @ ver também rotagao, ver
também versor

S
sanduiche
construcéo de,
sistema de equagcoes lineares,
subespaco, ver blade
vetorial/linear,
subespago planar orientado, 53] 58
0.
parametros, [60] [73} [74]
subtragao, ver adi¢ao
SVD, ver decomposi¢ao em valores
singulares

T
tangente

parametros, [73] [74]
subespago,

tensor métrico, ver matriz de métrica



teste de mesa, [T03),
transformagao de similaridade, [63} [75]

transformagao ortogonal, ver versor

translagao, [63] [76]
dual,
primal,

U
unido, 39} [47]
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algoritmo, [109

vV
Versor, [44] [75] ver também
rotor
paridade, [45]
vetor nulo, [T7] [63] ver também blade
nulo

vetor suporte,



	Prefácio
	Introdução
	Abordagem Clássica para Problemas Geométricos
	Uma Alternativa: Álgebra Geométrica
	Notas Históricas de Euclides a Clifford

	Fundamentos de Álgebra Geométrica
	Subespaços Orientados como Primitivas
	Espaço Multivetorial
	Alguns Produtos Não-Métricos
	O Produto Externo
	O Produto Regressivo

	Métrica e Alguns Produtos Métricos
	Assinatura da Métrica
	O Produto Escalar de Blades
	A Contração à Esquerda
	A Contração à Direita

	Co-Base e Sistema Recíproco de Coordenadas
	O Produto Geométrico
	Avaliação em Métricas Ortogonais
	Avaliação em Métricas Quaisquer por Decomposição em Valores Singulares
	Formulação Clássica para o Caso Geral
	Outros Produtos a Partir do Produto Geométrico

	Dualidade
	Relação entre o Dual do Produto Externo e o Produto Vetorial
	Relação Dual entre Produto Métrico e Não-Métrico

	Intersecção e União de Subespaços
	Versores
	Rotores
	Relação entre Rotores e Quatérnios Unitários

	Exercícios

	Modelos de Geometria
	O Modelo Euclidiano
	Interpolação de Rotações
	Solução de Sistemas Homogêneos de Equações Lineares

	O Modelo Homogêneo
	Blades como Subespaços Planares Afastados da Origem
	Aplicação de Transformações

	O Modelo Conforme
	Métrica Pseudo-Euclidiana
	Métrica Conforme
	Blades como Circunferências
	Blades como Subespaços Planares Afastados da Origem
	Blades como Subespaços Tangentes
	Versores como Transformações de Similaridade

	Exercícios

	Aplicações
	Geometria de Triângulos Planares Revisitada
	Desenho de Seções Cônicas e Generalizações
	Câmeras com Modelo de Projeção Linear
	Câmera Estenopeica
	Câmera Afim

	Voronoi e Delaunay
	Detecção de Formas Geométricas Analíticas
	Exercícios

	Implementação da Álgebra Geométrica
	Estruturas de Dados para Multivetores
	Operações Bilineares
	Operações Não-Lineares
	Exercícios

	Considerações Finais

