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RotagOes sao complexas pois:

- nao comutam,

- se usadas por modelos impréprios podem travar,
- sao dificeis de combinar e

- sao dificeis de interpolar em animagodes

quatérnios

nao comutam mesmo!




Quateérnios ?

Sao numeros de dimensao 4 que podem ser representados
por uma correspondéncia com elementos do R¥

(9:91,92593)

(multiplicados por uma trinca de numeros complexos, com
uma parte escalar e outra vetorial).Sao definidos pela
soma:

¢=qo+qQ=qo+ ql+ ¢+ ¢k

ondei, |, k sdo eixos complexos!




y

A parte vetorial ao invés de ser um { g
elemento do espago 3D /L

(Ou seja de serem pontos do espaco 3D ) é
definida como uma generalizacao dos
nimeros complexos em 3D!!!:
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Vocé lembra o que sao os complexos?

Porque ndo podemos ficar juntos?

. ? \
De onde vieram - vV -1

/

(teorema fundamental do calculo: £ compion
Um polinémio tem tantas raizes quanto o seu

grau.

Mas e x*+1=0 como fica?)




Numeros Complexos

e S3ao0 os elementos do conjunto C', uma extensao do
conjunto dos R, onde existe um elemento que representa a
raiz quadrada de -1 (chamado 1maginario) .

e (Cada numero complexo C pode ser representado na
forma: a +b i

e onde ae b sdo numeros reais conhecidos como parte
real e parte imaginaria de C , e i € o imagindrio puro

( raiz quadrada de -1).

a=|z| cos e




Exemplos deles na forma cartesiana ou algébrica:

(praticamente como ponto no R? !)

umero complexoParte real/Pare imaginaria
Z+3i . 3
2.3 2 3 d
Z . 1
Ji 0 3 L Fadi
Ji 0 3 _
L] ] [l )

Im(Z)= b
Parte Imagindria

Forma algébricd

Z=a+ bi

i

¥
Parte Real
Re(z) = a




Plano complexo A’

Também chamado de plano de / 2,/ |\
Argand-Gauss

E uma representacdo do conjunto N /
dos nameros complexos, C . T

Da mesma forma como a cada
ponto da reta esta associado um
R, o plano complexo associa o
ponto (x,y) ao nimero
complexo x +1y.

L Forma polar
Forma algebrica P




Operacdes nos complexos
1- Sao somados e subtraidos como nimeros do R?

Dado:zi=a+hfe2;=c +df,
Zi-Z3=(@-c)+(b-dy
—_—
Farte Parte
Real Imaginaria
Assim: 2. -2:={a+bh-{c+dh=(a-c)+ib-dy

1991



2- lgualdade, negativo (simétrico) , zero

3 - Complexo conjugado (essa € noval)

A

Niimero complexo z Simeétrico Conjugado
z=a+bi —z=-a-bi,| Z=a-bi L
: Re

a,bER a b€ R a,beR
2




4 - Multiplicacao
Lembre que [FEie=t |

5, =da+d
zo= Forma algébrica
Zy Zy={a+5) (c+di) =ac +adi+ be b = ac +(ad ko —-bd
2y 2y ={ac =k ) 4 (ad +52)i
=(ac-bd) +(ad+bc)i
z1 = pilcos(B,) + sen(6,)i) Forma polar

29 = pa(cos(fa) + sen(f2)i)
21 - 20 = p1polcos(fy + Hy) + sen(f, + 62)1)
=(p;p,,0; t6,)



Essa ultima & uma boa!!!!

Permite ver a multiplicacao de complexos como uma
rotacao !

(desde que usemos um complexo tenha norma
unitariaou |z|=r=p=1 paraisso!!)

Por exemplo multiplicar por i = (1, 90°)

E 0 mesmo que girar de 90 graus no sentido anti-
horario em torno da origem!!!

(a+bi)(0+i)=-b+ai =(p , 6,+90) Multiplicacao de complexos
é comutativa!



Podemos com ela substituir as rotacoes no R?
(em torno de z) por multiplicacées no C!!'!

Mas e no R3 ?

( precisamos de 3 eixos imaginarios! ) 1= V-1

j= VA
AV _
Em 1( vV -1
tormo .
de z = e
> tomo
?( ) e il Em
<) » torno
- / 7! Uy o
4
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Ai entram os 3 eixos 1, | , kK complexos!

Esses eixos sao orientados de acordo com a regra da mao direita de
modo que produzam multiplicacao entre dois no sentido positivo ou
negativo !

O sentido positivo ou negativo é dado pelo regra do produto vetorial
entre os eixos!

J
1j =k = —ji
ST Multiplicacao de
] J£=1=—K  quaternios ndo é
> . '
[ ki—j— ik Comutativa !

k
¢ =qo+qQ=qo+ qil+ qJ+ ¢k



Formula de Euler 1 e'¥ = cos p + isin ¢

 mostra a relacdo entre a
funcao exp e senos e
COSenos:

|
O|cos ¢ I Re

2 — cos(z) + isen (x)

34




E outras operagoes com 0s complexos

Multiplicagao e Divisao na forma polar

[ry(cos 0, + isenf,)][r,(cos B, + isen 02)] =ryry[cos (B, + 6,) + isen (0, + 0,)]

ri(cosf, +isenf,) r,

ro(cosf, + isenf,) r, [cos (B, —6,) + i sen'(ﬁi -0,)]




E outras operagoes com 0s complexos

Poténcias na forma polar usando o teo. de Moivre
Se p € qualquer nimero real, o teorema de Moivre estabelece que

[r(cos O + isen A)]? = r?(cos pf + isen ph)



E outras operagoes com 0s complexos

Raizes na forma polar:

Se p é araiz, entdo o teo. de Moivre pode ser re-escrito
como p=1/n, onde n é um inteiro

Se p = 1/n onde n é qualquer namero positivo inteiro,

+ 1sen
n n

' 6+ 2
[r(cos 6 + isen 0" = r”"l:cosﬁ k. + kn::l

> K € qualquer inteiro. A enésima raiz de um nimero complexo pode ser obtida substituindo-se k =0,1,2,...,n—1.



Voltando aos H ¢=q +4=q +q@i+ qj+ ¢k

Quaternios

Eles também podem ser vistos com um
complexo formado por outro complexo:

(usando o produto vetorial dos vetoresix j=k)
q=(qo*+q;1) +(q, + q31)j

Ou um complexo q =z, + z, j

formado pelo par de complexos:

z,=(qp+q,1) ez, =(q, +q31)



As operacgdes nos quatérnios sao muito parecidas com as
no R" e bem simples.

As principais sao:
- lgualdade:

Dois quatérnios p = pg + p11+ pa] + pak e g = qo + g1 + g2 + gak sdo igquais
se e somente se 0s seus componentes sio exatamente os mesmos. Ou seja,

pP=4qgsee somente se

Po = 4o

M =

ﬁﬁgg Pa = s

1981 19ES  AGRT 1990
- Pz — (4

1991 1994 20z



g=qo+9q=qgo+qi+ gj+gak
- Soma de Quatérnios

A soma de dois quatérnios p e g acima é definida pela adicao dos compo-

nentes correspondentes:

p+qg=1(p+q)+(p+a)i+(p+a)+(p+ak

HYQF

- Inverso: g’
Todo quatérnio diferente de zero tem um multiplicativo inverso. Pela definicao

de inversa, tem-se

' ®g=q@q ' =1




g=go+9=go+qi+ @)+ gk

Multiplicagcao por escalar

O produto de um escalar ¢ e um quatérnio g ¢ dado por

cqg = ogg + cqii + cgaj + ogzk.

Conjugado: g*=(g,-q) =q

O conjugade complero de um quatérnio € definido por

g =qo—9=¢qg— 1 — qa) — g3k



Multiplicacao dos elementos da base

Considerando os elemento da base {1, 1,j, k|,
estabelece-se que a multiplicacao entre eles é
dada pelas tabelas:

| 1 i 3] k
11 i j k
11 =1 k =]
jlj =k 1 =i
k|lk § i 1

T _I
-

Quaternios



Produto de 2 quatérnios: D ® g

Segue diretamente das multiplicacOes dos vetores bases:
p @ q = (po+pii+p2j+psk)(qo + @i+ @j + ¢:k)
= podo — (P1¢1 + P22 + P3q3)
+ polqii + ¢ + g3k) + qo(p1i + poj + psk)

+ (p2gs — p3@2)i + (psq1 — 1@3)j + (P1q2 — P21 ))K



Produto de 2 quatérnios: P & ¢

Ou lembrando dos produtos escalares e vetoriais de 2 vetores :

A = (afla a2, Clg)
a-b=uab + asby + asbs

i

axb= (1q

bl

J
19

ba

k
!

ba

b = (bla b27 bS)

= f{l-gbg — {Igbg)i + (ﬂ-gbl — a-lbg)j + (ﬂ.lbg — 6!-251)1{

Usando estes resultados, pode-se escrever o produto de dois quatérnios p e

q da seguinte forma

PX®qg=pogo—P -4+ pod+ @p+PXxXq



Magnitude ou modulo dos quatérnios

O modulo do quatérnio ¢ definido por

lal = Va®q :\/Q§+Q%+QS+Q§

Quatérnio unitario
Perceba que se ¢ ¢ um quatérnio unitario ou normalizado, |g| = 1, entao a
mversa ¢ simplesmente o complexo conjugado

q

—1

q =9



Como o0s quatérnios descrevem
as rotacoes no espaco 3D ?

Operador quatérnio de rotacao

o
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O ponto r = (r,,r,,r,) que queremos girar deve ser
representado pela parte vetorial de um quatérnio
com parte escalar nula p = (0, r)

A rotacao anti-horario do angulo 8 que queremos aplicar em
torno do eixo definido pelo vetor unitario n= (nx, ny, nz) deve
ser representada por um quatérnio unitario

q=(cos 20, sen 20 n ) e Considere seu conjugado:
g*=(cos 0 ,-sen %0 n)

Faz-se as multiplicagbes q p q* = Ry(p) Operador quatérnio de rotagio

A parte escalar sera ZERO e a vetorial o resultado da rotacao!



Multiplicacao: q p q* = R,(p)

Sendo : p = (0, r) ponto a ser operado,
q=(s,v) =(cos %20, sen Y20 n ) = ( cos %20, sen %20 (nx, ny, nz) )

eixo em torno do qual serd rodado e angulo rotagao

E dada pela expressio:

qpq =

(s, V)(0.1)(s.—V) =

(5.9)(0s —T-—V, =0V +SE + T X—V) =

(s.V)(T-V, ST—TX V)=

(S(r-v)—=v-(ST—1XV), S(ST—TXV)+(I-V)V+ VX (ST —TXV)) =
(s(T-V)=V-ST =V (=T XV), s°T=STXV+(T-V)V+ VXST + VX (-TXV) =
(S(T-F)=s(F-V)+ V- (TXV), ST+SVXT + (T V)V+SVXT + VX (VXT) =

(V- (FxV), s T+(F-V)V+2sVXT +(V-T)V = (V- V)T =

(0, sT— (V- V)T +2(V-T)V+2SUXT)| « qp q* = Rq(p)




Que tal fazer as contas de um
exemplo?

Gire o ponto (10,0,0) de 180 graus em torno de z:
gpq*=Rq(p)= (0,s’T—(V-V)T+2(V-T)V+2sVXT)

p=(0,r)=(0,10,0, 0) ponto a ser operado,ou r=(10,0,0)

q=(s,v)=(cos 20, sen 20 n) = ( cos 90, sen 90 (nx, ny, nz) )
(nx, ny, nz) = (0, 0, 1) eixo 2!

q=(0,0,0,1) ,s=0,v=(0,0,1)
vv=1 virr=0

Logo:gqpqg*=Rq(p)=(0,-10,0,0) que corresponde ao vetor (-10,0,0)



Girando agora o resultado de 90°em
torno de y

ponto (-10,0,0) de 90 graus em torno de y
p = (0, -10, 0, 0)
n=(0,1,0)

(s,v)=(cos ¥20,sen 20 n ) = ( cos 45, sen 45 (nx, ny, nz) )
22 (1,0,1,0)

q

Logo:qpq*=Rq(p)=(0,0,0,10) que corresponde ao vetor
(0,0,10)



Como combinar rotacoes com Quatérnios

Duas rotagdes sucessivas podem ser combinadas multiplicando-se os
quatérnios correspondentes na ordem apropriada.

Suponhamos dois quatérnios q; e q, representando duas rotacdes distintas.
Aplicando sobre um ponto p a rotagdo composta de q; seguida de q, obteriamos

qu (qu (p) = qu (9,rq;) =4,9,P9,9, =93P,
Por outro lado, temos que
d; =9.9, = (Szni}z )(Slvi}l) — (3281 _{}:{}13 S2{}1 +S1{}2 + {}2 Xi}l) —
qha :(8231 _{}:{}1: _82{}1 _31{}2 _{}2 X{r’])
= (8,8, —V,V,,—S8,V, =S, V, +V, XV,)

—

Qy =q,q, =(5,,7V)(5,,7V,) = (8,8, =V, V,,= 8V, =8,V +V, XV, ) ={;
[sto significa que a rotacdo composta pode ser representada diretamente

qu (qu (p)) = qu (9,rq;) =9,9,P9,9, = q:pq; = R ()



Podemos assim fazer de um
unica vez as duas rotacoes

anteriores:
180 graus em torno de z ( ql) e 90 graus em torno de y (g2)

E depois multiplicar pelo ponto p

ql =(s1,vl)= (cos90,sen90(0,1,0))=(0,0,0,1)

q2 =(s2,v2)=(cos45,sen45(0,1,0)) = ¥»2 ( 1,0,1,0)

q3=ql.q2 = 2 (0,1,0,1)

a3 p g3 =Rq(p) =(0,0,0,10)



Quaternios ?

QOutro exemplo:

Para 1lustrar esse fato, voltemos ao nosso exemplo da orienta¢do de um avido.
Resolvamos, agora com quatérnios, o exemplo em que o piloto, micialmente
voando para o norte, primeiro realiza uma rotagao de 90 graus em torno do eixo
leste/oeste (voltando o nariz para o solo) e depois outra de 90 graus em torno do
e1xo sul/norte (voltando a asa esquerda para o céu).

A primeira rotacdo sera representada pelo quatérnio

q, =(c0s(90/2), sen(90/2)(0,1,0)
= (v2/2. (\2/2)(0.1.0))
=(v2/2, (0,(+2/2),0))



E a segunda rotagdo pelo quatérnio
q, =(cos(90/2), sen(90/2)(1,0,0)

= (v2/2,(¥2/2)(10,0))

=(v2/2, (+2/2),0,0))



Quaternios
A rotacdo composta, portanto, serd

Js =
21 =
(7272, ((N212),0,0))(+2/2, (0, (72 /2), 0)) =

(N2 12)(N272) = (V2 12), 0, 0)(0, (+/2 12), 0), (+/2 /2)(0, (2 /2).
0) + (v2 12)((¥2 /2), 0, 0) + ((+/2 /12), 0, 0)(0, (¥/2 /2), 0)) =

(Yo — (040+0). (0, %, 0) + (4, 0, 0) + ¥4(1,0,0x(0.1.0)) =
(%, (4, 4, 0) + ¥4(0,0,1)) =

(%, (4, Y. 0) + (0.0, 15)) =

(72, (2, 72, 72))



Isso corresponde a uma rotagdo anti-horaria de 6 = 2arccos(’2) = 120 graus em
torno do eixo definido pelo vetor (Y4, %2, %2).

Para conferir que esta rotacdo simples em torno de um tnico eixo realmente
corresponde a composi¢do das duas rotacdes dadas, vamos aplicd-la ao nosso
avido. Suponhamos um ponto na asa direita do avido, com ele voando em sua
orientacdo 1ictal, voltado para o norte. Imaginemos que esse ponto ocupe a
posicdo 1, =(10,-5,0), ou seja, a dez unidades a norte da origem, cinco para o
leste e a zero de altura. Ja sabemos que apos as duas rotagdes, o aviao devera estar

voando para o oeste, com a asa direita apontando para o solo, ou seja, com
f, =(0,10,-5).

Quaternios



Aplicando a rotacao deduzida acima sobre 1,, obtemos :

q%(oafl)q%

(Y, (Y5, Y5,
(Y, (Y5, Y5,

(2, (2, 2,

/23))) =

(Y, (Y5, 5,

(%, (Y, %,
(V45 — (%,

20, (10,-5,0)(%2, (2, 2, 2)) =
Y))(0 + (10,-5,0)- (2, ¥4, ¥2), 0 + ¥4(10,-5,0) — (10,-5,0)x(%%, 5, ¥5)

72))((210 =45+ 0), (210, =45, 0) = (=425 -0, 0 =410, 210 — (-

UN(YA5, (Y410, —145, 0) — (<45, 4410, Y415)) =
U4, (Y415, 145, —1415)) =
Yy Va)(Y615, 145, —515), Ya(Yal5, 145, —Y415) + VaS(Ya, Vs, Ya) +

(Va, Vo, VaIX(Y415, 145, —V415) =
(V45 — (V15 + Y5 — Yil5), (Y15, Y45, —Y415) + (Y5, Y45, V43) +
(<Val5 — Y45, V415 — (<Y415), Y45 — Yl 5) =

(V45— Y45,

(Y420, Y410, =410 + (=¥420, %430, —¥410)) =

(0, (0, 7440, -1420)) =

(0, (0, 10, -

5)) Quaternios



Considerando como numeros de dimensao 4 que podem ser representados
por como elementos do R4.

as multiplicagdes pode ser escritas como matrizes
q=(q0,q1,92,q93)= (a,b,c,d)

p=(p0,pt1,p2,p3)= (a,b,c,d)

Onde a ordem é importante por isso precisam de duas formas:

—b —c —d ]

- =

= | d

= v f]

¢ solusalend



Ou seja, simplesmente multiplicando quatérnios, somos capazes de descobrir a
parametrizacdo em coordenadas “naturais” da composi¢do de um numero
arbitrario de rotagdes e de aplicar essas rotacoes a pontos dados. Dessa forma, para
representar a orientacdo de uma entidade, precisamos de somente um quatérnio.

Mais do que 1sso0, estamos livres também do problema de gimbal lock. Nao
existem eixos preferenciais ou perda de graus de liberdade nesta parametrizacio.
A partir de qualquer rotacdo ou posi¢do, podemos aplicar qualquer outra rotacio,
sem restricoes.

Quaternios ?



Quaternios ?

Interpolacao de orientacoes

Se desejassemos mterpolar entre as orientagdes planas representadas por dois
complexos de forma a obter orientacoes intermediarias, ndo poderiamos
simplesmente executar uma interpolagdo linear componente a componente, pois
estariamos percorrendo uma reta secante ao circulo unitario que contém fodos os
complexos que representam rotagdes. Para obter o resultado desejado, deveriamos
executar a imterpolacdo ao longo do circulo, dividindo o arco intermediario em
segmentos de comprimento 1gual.

Eixo imaginario

Todos os complexos

que representam rotacées

->

Eixo real

A B

Uma interpolagdo linear O correto & realizar

simples percorteria uma interpolacéo ao longo



Podemos agora retornar a questdo da mterpolagdo de orientagdes. Dadas duas
rientagdes, representadas por um quatérnio cada uma, como determinar os
Juatérnios que representam uma seqiiéncia de orientag¢des intermedidrias?

A expressdo para o quatérnio que corresponde a uma posigdo angular
intermediaria 6 entre q; € @», ou seja, com um deslocamento entre zero e  com
relacdo a qy, € dada Substituindo 0 por u€2, onde u€ [0,1], obtemos

sen(l—-u)Q sen(ufl)
q; =4, t(,

sen(2 sent)

[0.1.0]

Ju"a“o
- [1,0,0] :

Quaternios



O mais famoso incidente de gimbal lock
aconteceu na missao Apolo 11 a Lua.

Nesta nave espacial, um conjunto de giroscépios foi usado em uma unidade
de medicao inercial (IMU) .

Os engenheiros estavam cientes do problema de gimbal lock, mas nao
usaram um quarto cardan [3].

Um hora o sistema simplesmente “congelou”.
A partir deste ponto, o sistema teve de ser movimentado manualmente
para longe da posi¢ao de bloqueio de articulacao, e a plataforma teve de ser

realinhada manualmente utilizando as estrelas como referéncia.

Apbs o Moédulo Lunar pousar , Mike Collins, o astronauta a bordo do
méddulo disse: - "Que tal me mandar quarto cardan de Natal?"



Gimbal Lock: que diabo e isso0?

Gimbal é o nome inglés de um aparelho que consiste em um rotor e
mais 3 aros concéntricos.

E Gimbal Lock é quando dois aros ficam na mesma posicdo. O
ocorre somente em rotacoes, trazendo problemas em
animacoes.

O Gimbal Lock independe do software, acontece com todos que
usem rotacoes de Euler (rotaciona o objeto através dos valores

individuais dos eixos X, Y e 2). @
Euler x Quaternio

Normalmente, os softwares 3D usam dois tipos de equacdes PR
matematicas para rotagao: Euler e Quatérnio.

Quatérnio: método de rotagao que usa um quatérnio para
representar uma orientacao em trés dimensdes, uma extensao de
quatro dimensdes dos numeros complexos.



Em aviagao, e outras aplicagoes de
aeronautica os eixos longitudinais, na
direcao ascendente/descendente ou de
direta/esquerda tem nomes especiais

eixo longitudinal = roll

direcao

Ascendente / descendente = pitch

direcao

direta /esquerda = yaw

3 eixos de rotacao: roll, pitch e yaw.



Gimbal ou cardan

Em engenharia mecanica, sdo anéis que permitem a rodacdo
em torno de um eixo.

Gimbals sao normalmente aninhada para acomodar a rotacdo
sobre varios eixos.

Sao usados em giroscopios, em aparelhos de medigao inercial,
em bussolas, na orientacdo de propulsores em foguetes,
aparelhos de rastreamento e mecanismos de armazenamento
para permitir que objetos fiquem na vertical.

O travamento destes mecanismo é um problema
real embora alguns sistemas de coordenadas em
matematica se comportam como se nao fosse (como
os angulos de Euler).

Se forem usados de 3 ou menos anéis aninhados, gimbal lock
inevitavelmente ocorrem em algum ponto do sistema.




Gimbal lock

(Bloqueio do cardan ou do grau de liberdade
de um giroscopio) € a perda de um grau de
liberdade em um mecanismo articulado de 3
dimensoes.

Isso ocorre quando os eixos de dois dos trés
mecanismos do giroscopios sdo levados para
uma configuracado paralela que "bloqueia" a
possibilidade do sistema girar em uma rotagao
no espaco.

A palavra “bloqueia” € forte pois na verdade a
rotacao € “restrita”’. Ainda h4 a possibilidade de
girar livremente nos demais eixos. No entanto,
devido a orientagao paralela de duas das suspensoes
nao ha eixo disponivel no mecanismo para
acomodar a rotacdo ao longo de um eixo.

3 eixos de rotacao, 3
giroscopios montados
permitem em conjunto 3
graus de liberdade: roll, pitch
e yaw. Quando 2 giraram em
torno do mesmo eixo, 0
sistema perde um grau de
liberdade



Desenvolvidos em 1843 por

William Rowan Hamilton : (Dublin 1805-1865)
foi matematico, fisico e astrobnomao.

Diz-se que aos treze anos falava tantas linguas quanto a sua idade
(além das linguas européias falava arabe, persa, malaio,
sanscrito, indostano) .

Contribuiu com trabalhos fundamentais ao desenvolvimento
da dinamica, 6ptica, algebra.

A sua descoberta mais importante em matematica sao os
quatérnios ou Quaternions e suas aplicacOes nas rotacoes .

Em fisica € muito conhecido pelo seu trabalho na mecanica
analitica, que veio a ser influente nas areas quanticas.



Here as he
walked by
on the 16th of
Cictober 15843
=i wWilliam
Fowan Hamilton
in a flagh of
genius
discovered

the fundamental
formula for
guaternion
raultiplication

S.ocut it on |
stone of this
bridge



Octonions

2 meses depois que Hamilton apresentou os
quaternions R*, Graves escreve-lhe falando
da idéia de double quaternion , que sao hoje
os chamados octonion Ré.

Octonios foram desenvolvidas
independentemente por Arthur Cayley em
1845 e John Graves, um amigo de Hamilton.
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