CAPITULO 4

Dimensao Fractal

Qual o tamanho de uma fractal? Quando duas fractais sao semelhantes? Que medidas
experimentais podemos fazer para verificar se duas fractais diferentes sao equivalentes? Que
assemelha duas fractais?

Os ntimeros associados as fractais que podem ser usados para compara-las sao chamados
de dimensao fractal. Estes nimeros buscam quantificar sua densidade no espaco métrico em
que “residem”. As dimensoes fractais proporcionam, entéao, um meio objetivo de compara-las.

As dimensoes fractais podem ser obtidas através de experimentacoes. Pode-se obter a
dimensao de qualquer coisa: de nivens, arvores, penas, neuronios, poeiras, tecidos, frequéncia
de ondas, radiacao de cores, superficies do mar, etc. Por exemplo a costa da Gra-Bretanha
tém dimenséo fractal em torno de 1.2.

A geometria fractal se interessa na geometria dos conjuntos e na maneira como eles
“parecem” quando representados por figuras. A seguir, usamos a condicao mais restritiva de
“métricamente equivalentes” para comecar a definir matematicamente o que queremos dizer
por 2 conjuntos “parecidos”.

4.1 - Sistemas Dinamicos Equivalentes

Definicdo 1 : Dois espagos métricos (X1,d1) e (Xo,d2) séo topologicamente equiva-
lentes se existe um homeomorfismo (fun¢do inversivel) f : X1 — Xo entre ambos. Dois
sub-conjuntos S1 C X1 e S92 C X9 de espacos métricos sao topologicamente equivalentes,
ou homeomorfos, se os espacos métricos por eles formados (S1,d1) e (Sg,ds) forem topo-
logicamente equivalente.

Exemplificando: com suas métricas naturais pode-se dizer que :

1) [ 0,1 ] é homeomorfo a [02] :

2) O é homeomorfo a () ;

3) Triangulos de Slerplnskl com vértices em quaisquer 3 pontos (por exemplo:
(0,0);(3,-1);(3,1) ou (0,0);(3,1);(2,3) ) sdo sempre homeomorfos.

Definicao 2 : Dois subconjuntos S1 e Sy sao métricamente equivalentes se os espacos
métricos (S1,d1) e (Sg,ds) forem espacos métricos equivalentes. (Relembrando do capitulo
2: dois espagos métricos (X1,dq) e (Xa,d2) sdo equivalentes se existir uma f : X; — X
inversivel tal que d(z,y) = da(f(z), f(y)) seja equivalente a d;) .

A nocéo de equivaléncia topoldgica (defini¢do 1) é mais “liberal” que a de equivaléncia

métrica (defini¢ao 2).

A seguir iremos definir uma quantidade chamada de dimensao fractal. A dimensao
fractal de um subconjunto de um espaco métrico proporciona uma medida da complexidade



do conjunto, ela mede o quanto o conjunto é “selvagem” ou “bem comportado” e pode ser
usada para predizer sua complexidade. Mostraremos que dois conjuntos que sao metrica-
mente equivalentes tém mesma dimensao fractal. Se eles forem apenas topologica-
mente equivalentes suas dimensoes fractais podem ser diferentes.

Em sistemas dinamicos estamos com interesse principalmente no movimento, na maneira
como os pontos se moverao, na existéncia de 6rbitas periodicas ou nao. Neste caso a existéncia
de homeomorfismo ja é suficiente. E dois sistemas dinamicos {X1, f1} e {Xo, fo} sdo ditos
equivalentes se existir um homeomorfismo 6 : X; — X9 tal que:

fl(flfl) = 9_1 o fg OH(ZL‘l) , 1€ X1

folwg) =00 fro07 (ag), 29 € Xy

4.2 - Formas de medir a dimensao fractal de figuras

Seja (X, d) um espago métrico completo, e um conjunto A € H(X) néo vazio. Se € > 0
entdo B(z,e) serd a bola fechada de raio e centrada em z (como definido no capitulo 2).
Vamos chamar A(A,e) o menor nimero de bolas fechadas de raio e necessarias para
cobrir A. O conjunto A terd “intuitivamente” uma dimensdo D se N (A4,e¢) ~C~P para
alguns C positivo. Resolvendo em D temos:

(n N (A e) —(nC

b= (n(1/€)

Note-se que {nC /{n(1/€) se aproxima de zero quando € — 0.

Para exemplificar , vejamos como calcular N (4, €) para
o triangulo de Sierpinski. O nimero de bolas nescessa-
rias para cobrir o triangulo de Sierpinski, depende do
raio das bolas:
c=xz1, NA,e)=1
c=xz9, N(A,¢)=3
c=u=z3, N(A,e)=9

L A
Definicao 1: Se D = lim M
e—0  (n(1/e)
A:D(4).

existe, entdao D é chamado de dimensao fractal de

Esta féormula é interessante para propdsitos experimentais pois o limite de D pode ser
estimado pelo gradiente em um grafico log — log e plotado para uma variacao adequada de e.

Exemplo 1: Considere o plano real com sua métrica usual: (]RQ, Euclidiana), a € R? e
A = {a}. Qual a dimens&o de a ?

Resp.: Para qualquer € > 0, tem-se que: N (A,e) = 1, assim:

1
D=lm—=0 = D(A4)=0
e—0 1/5

(ou seja a dimensdo fractal de um ponto é .....)



Exemplo 2: Se agora: (IR?, Manhattan) e A = [0,1] . Qual serd D(A) =? Para responder
vamos calcular o nimero de bolas nescessarias para cobrir o conjunto, considerando diversos
raios:

e=1, N(A,e)=1=1/¢

1
=5 N(Aje) =2=1/¢
1 N(A,e) =10=1
6—107 ,€) = =1/e
1
~p - him S D(A) =1
e—>01/€

Exemplo 3: (X,d), X = {a,b,c} e A ={a,b,c}, entdo:

N(Aje) =3V ¢

. 3
D=1lm-—=0 = D(A)=0
e—>01/€

Teorema 1: Seja A € H(X) onde (X, d) é um espago métrico. Considere uma sequéncia de
raios indexados: €, = Cr™ associado a um numero real 0 < r < 1 por um parametro ¢ > 0
e inteiros n = 1,2, 3, ... . Se existe D tal que:

D— lim In(Nn (A, en)
n—oo In(1/ey)

entao A tem dimensao D.

Teorema 2: (Box Counting Theorem) Seja A € H(IR™) e d = dp. “Cubra” RR™ por
“quadrados”, que apenas se toquem de lado: (1/2™). Se N,,(4) indicar o nimero de “quadra-
dos” de lados (1/2™) que tém interse¢do nao nula com A, entdo

In(N,(A
D = lim —( n(4))

n—00 ln(2”)
representa a dimensao fractal de A.(Repare que se fosse considerada a métrica de
Manhattan, esta dimensao seria idéntica a anterior com os raios indexados iguais a 1/2”+1.)
Exemplo 4: Considere um quadrado unitéario, 0 C IR?, que dimens&o éle tem?

sen =1, lado do quadrado: 1/2 = Ni(O) = 4=4!
sen =2, lado do quadrado: 1/22=1/4 = N5(O) = 16 = 42
sen =3, lado do quadrado: 1/23=1/8 = N3(O) = 64 =43

ou seja N, (O) = 4"



. . AIn(4™) . nx{nd
assim D — lim = lim ——— =2
n—oo {n(2")  n—oon X {n2

Exemplo 5: Se (IR?, FEuclidiana) e A = A de Sierpinski com centro (0,0) (0,1) (1,0) ; qual
D(A)?

Usando a mesma construcao do exemplo anterior:
n = 1,lado do quadrado:1/2, Aj(A)= 3 = 3!
n = 2,lado do quadrado: 1/4, N3(A) = 9 = 32
n = 3,lado do quadrado: 1/8, N3(A) =27 =33

ou seja : N, (A4) = 3"

1 n fn3 _ In3 __

logo D = lim,, .o 755 = 75 = 1.585

A “box-counting” ou “box dimension” é uma das mais usadas dimensoées. Sua grande
popularidade se deve a sua facilidade de uso em célculos matematicos e em estimativas ex-
perimentais. Sua definicao foi introduzida em torno de 1930, e tem tido véarias denominacoes:
dimensao de entropia, entropia de Kolmogorov, dimensao métrica, densidade logaritimica,
dimensao de informacao, dimensao de Minkowski dentre outras. E também apresentada na
forma de limites superiores e inferiores, como veremos a seguir, depois de relembrarmos a
definicao de limites.

Suponha que f : (IRT) — (IR) seja uma funcio
crescente a medida que x diminua, entdo lim,_o f(x)
pode existir tanto como um valor finito quanto como
oo. E, analogamente, se f(z) decresce a medida que
também decresce, entéo lim,_.o f(x) pode existir tanto .0 Bl | iy
como um valor finito quanto como —oo. Pode ocorrer ‘
que f(z) flutue cada vez mais rapido para pequenos lem Pl ATRN |
z, demodo que f(z) nédo tenha limite, como na fungao /
da figura. Neste caso, usa-se limites superiores e infe-
riores para descrever esta flutuacao. Define-se limite
superior como:

lim,—of(z) = lim,—o (sup {fz):0<2< e})
e limite inferior como:

lim, o f(z) = lim,—o (inf {fz):0<a< e})

onde e delimita uma vizinhanga de x préxima de zero. Se lim,_.of(z) = lim,_.f(z) entéo o

limite de f(z) existe em x = 0 e é igual a este valor comum. Da mesma maneira é possivel
definir o limite superior e inferior para qualquer z — a.

Os limites superiores e inferiores da dimensao box-counting sao definidos como:

P TEAY),
neoe I (2m)
D fm, mNal4))

= 1 (2m)



se eles forem iguais, o valor comum representa a dimensao fractal de A. Se esta existe,
todas as dimensoes fractais vistas até aqui sao equivalentes.

Teorema 3: Seja (X71,d1) e (Xo,d2) espacos métricos equivalentes. Se §: X1 — Xo é
a fun¢do que transfoma X; e X9 em espagos equivalentes e, se A1 € X (z2) tem dimensao
fractal D , entdo Ay = 6(As) também tem a mesma dimenséo D.

Ou seja: D(As) = D(6(Ay))

Baseado neste teorema, qual a D dos outros A de Sierpinski que jad aparece-
ram neste texto?

Teorema 4: Seja {IR"™, w1, wa,...,wy} uma IFS e seja A seu atrator. Se w; é uma similitude
com fator de escala s; onde 7 = 1,2, ..., N entao se a IFS “apenas se toca” ou é “desconectada”
o atrator tem dimensao fractal D(A) € [0,m] , dada por:

N
> sl P =1
i=1

Se a IFS “se sobrepde” entio D € [0,00), limitante superior de sua D(A) (isso é :
D > D(A)) é a solugdo da equacdo:

N —
> sl P =1
i=1

Exemplo 6: Usando o mesmo espaco, a mesma métrica e o mesmo conjunto do exemplo
anterior, vemos que o triangulo de Sierpiski é o atrator de uma IFS que “apenas se toca”,
formada por 3 similitudes com fator de escala % cada. Logo a dimenséao desta fractal serd a
solucao de :

1 1
D D D
1 D 4 (=)D =1
()7 + ()7 + ()
ou seja : 3(1/2)P =1
de onde tem-se : D = ﬁ:g@ = é:g

Qual seria a dimensdo fractal do conjunto de Cantor cldssico?

4.3 - Dimensao e medida de Hausdorff

Das diversas “dimensodes fractais” em uso, a de Hausdorff é a mais antiga e possivelmente
a mais importante. Para entender de geometria fractal seu entendimento é essencial. Uma
vantagem desta dimenséao é que é definida para qualquer conjunto. A maior desvantagem é
ser sofisticada, e em muitos casos, de dificil estimativa por métodos numéricos. E mais diffcil



de ser utilizada que as anteriores e geralmente nao usada para procedimentos experimentais.
Alguns autores se referem a esta dimensao como dimensao de Hausdorff-Besicovitch.

Neste desenvolvimento estaremos trabalhando com o espago métrico (IR",dg), onde n é
um inteiro positivo, embora o que se dird seja valido em espacos métricos genéricos.

Lembrando da defini¢do do capitulo 2: se A for um subconjunto nao vazio , #¢, de um
espago real n — dimensional, isso é: A C IR™, entdo o seu didmetro, |A| é a maior distancia
entre pares de pontos de A:

|A| = diam(A) = sup {d(z,y): 2,y € A}

Se {A;} for uma cole¢io contdvel (ou finita) de conjunto de diametro méximo e que
“cobrem” A | ou seja: A; C A, tal que A = U;’il A; com 0 <| 4; |< e para cada i, diz-se que
{A;} é uma cobertura-e de A. Usando esta nomenclatura pode-se dizer que os conjuntos
N; do exemplo 5 da secao anterior sao uma cobertura- ¢ = 1 do triangulo de Sierpinski.

Supondo que p seja um nimero nao-negativo. Para algum e > 0 definimos :
o0
HE(A) =inf )y | 4; [P
i=1

onde A; é uma cobertura-epsilon de A para i = 1,2,3... ¢ o infimo é considerando sobre
todas as coberturas possiveis de A. Usa-se a convencao:

14 = (diam (4,))" =0

quando A; for vazio. Ainda para os conjuntos N; do exemplo 5 da secao anterior, seus
diametros e as somas de seus diametros para a cobertura-c do triangulo de Sierpinski serao:
n=1, N1 =41, |A|=1= 271%1, e s6 uma parte = 377! cobre A;
n=2,No= Ay |As|=1/2= 271%1, e 3 =3""! partes cobrem A;
n=3,Ns= A3, | As|=1/4= 271%1, e 9—=3""! partes cobrem A;
n=4,Ng= Ay, | A4 |=1/8= 271%1, e 27 = 377! partes cobrem A;

. s , — P . . ~ .
ou seja a somatéria terd sempre: 3771 x 2%1 , ou seja depende de n = i e da poténcia p.

Assim estuda-se todas as coberturas de A por conjuntos de diametros méximo ¢ e
procura-se minimizar a soma das poténcias p dos diametros. HP(A) é um nimero que pode
variar entre [0,00], seu valor pode ser zero, finito ou infinito.

Quando € decresce, a classe de coberturas possiveis de A na equacao anterior se reduz.
Portanto, o infimo de HP(A) aumenta, e se aproxima de um limite quando ¢ — 0.

Para chegar a medida de Hausdorfl de dimensao p, de A faz-se ¢ — 0 e define-se:

HP(A) = lim HP(A) = sup {H?(A) : ¢ > 0}

e—0

Entao para cada p € [0, 00] tem-se HP(A) € [0,00]. Se este limite existe para algum sub-
conjunto A, (mesmo que seja 0 ou 0o , 0 que ocorre geralmente) entdo chama-se HP(A) de
medida de Hausdorff p-dimensional de A.



Considerando o exemplo de A= Triangulo de Sierpinski que estamos desenvolvendo,
observa-se que:

1

0 s 0 _ 1 n—1 _
¢ 1
1 T 1 g n—1 _
H(A) = 12}1})7‘(6 = nlgréo?) * —(2n_1)1 = 0
mas .
2 1 2 _ n—1 _
H (A)*E%He —nlgréo?) * 212 =0
qual sera o valor de:
1
In2/In3 1 In2/In3 _ 13 n—1 _9
H (A) 113}) H, nlglgo?) * —(2n_1)ln2/ln3 .

Exemplo 1: Se A for o conjunto de 3 pontos distindos do (IR?, dp), entdo HY(A) = 3 e
HP(A) = 0 para p > 0.

Exemplo 2: Se C for o conjunto de Cantor classico no intervalo [0,1]. Mostre que
HO(C) = oo e H (C) = 0. Qual seria o valor de H%3(C) 7 Ao menos vocé poderia ten-
tar se perguntar porque este valor seria interessante?

A medida de Hausdorff p-dimensional de A, HP(A), se comporta de maneira tipica. Seus
valores possivels consistem de um, dois ou trés niimeros: zero, um valor finito, ou infinito.

Na figura abaixo ilustra-se seu comportamento para A = {conjunto de Cantor} (do
exemplo anterior). Mostra-se, no grafico, na vertical os valores de HP(A), para diferentes
poténcias p. O grafico HP(A) “versus” p mostra que existe um valor critico de p para o qual
HP(A) “pula” de oo para 0. Este valor critico é chamado dimensao de Hausdorff de 4, e
usa-se a notagdo: dimy A ou D g (A).

Formalmente: dimy A = D (A) = inf {p: HP(A) = 0} = sup {p: HF(A) = oo}

50 if p<dimg(A
de modo que: HP(A) = { 0 @f§> dim]f((A))

Se p = dimpy(A) = Dg(A) entdo HP(A) pode ser zero, infinito ou ter um valor finito
entre estes limites.

Teorema: 1 Seja n for um inteiro positivo e A um sub-conjunto de um espaco métrico
(IR™,dE). Se D(A) representa a dimenséo fractal de A e Dy (A) a dimensdo de Hausdorff de
A, Entao:

0<Dp(4)<DA)<n



Ou seja a dimensao de Hausdorff de um conjunto é sempre menor ou igual a sua dimensao
fractal ou a sua dimensao topoldgica.

Teorema 2: Seja {IR"™, w1, wa,...,wy} uma IFS e seja A seu atrator. Se w; é uma similitude
com fator de escala s; onde 7 = 1,2, ..., N entao se a IFS “apenas se toca” ou é “desconectada”
a dimensao de Hausdorff do atrator, D (A), é igual a sua dimensao fractal D(A). De modo
que Dg(A) = D(A) = D, sendo D € [0, m] a dnica solu¢do da equagao:

N
Z |Sn|D(A) =1
n=1

Além disso se D for positiva, entao a medida D-dimensional de Hausdorff de A | HD(A),
é um numero real positivo.

No célculo da dimensao de Hausdorff, atribui-se pesos diferentes , p, aos conjuntos de
cobertura, enquanto que para as box-dimensions usa-se o mesmo peso para cada cobertura.
Box-dimensions podem ser entendidas como um indicativo da eficiéncia com que um conjunto
pode ser coberto por pequenos conjuntos de mesmo tamanho, enquanto que a dimensao de
Hausdorff envolve coberturas por conjuntos pequenos, mas cujos lados podem variar muito.
Como as box-dimensions sao determinadas por “coberturas” por conjuntos de mesmo tamanho
elas tendem a ser mais facilmene calculaveis que as dimensoes de Hausdorff. A dimensao de
Hausdorff pode ser usada para comparar fractais que tenham a mesma dimenséo fractal.

4.4 - Caracteristicas e Problemas com a Dimensao Box-Counting

Uma funcao f é chamada de funcao de Lipschitz se satisfizer a relacao abaixo para
alguma constante c.

| fl@) = fly) |Sclz—y|

e é chamada de funcao bi-Lipschitz se

cile —y | <[ f(z) = fy) [S 2]z —y ]
para constantes 0 < ¢1 < ¢9 < 0.

A dimens&o box-counting tem as seguintes propriedades (reflexos de propriedades seme-
lhantes da dimensao de Hausdorff):

1)D e D sio invariantes no sentido de Lipschitz. Isso quer dizer que se f for uma
transformacéo bi-Lipschitz, entdo D(A) = D(f(A)).

2)Os limites superiores e inferiores da dimensdo box-counting sdo monotdnicos (isso quer
dizer que se A C B entdo D(A) < D(B));

3) D é estdvel finitamente, isto é: D(E UF) = max{D(E), D(F)} , embora D néo seja.
4) Se A denota o fecho de A (lembrando do cap. 2: A serd o menor conjunto fechado do

IR™ que contenha A), entdo  D(A) = D(A) e D(A) = D(4).

Uma consequéncia imediata desta propriedade é que se A for um subconjunto denso de uma
regido aberta do IR™, ent&o s&o iguais a m suas dimensoes fractais: D(4) = D(4) = m.



Por exemplo, se A for o conjunto dos racionais entre 0 e 1, entdo A é o intervalo [0, 1], de modo
que D(A) = D(A) = 1. No entanto a dimensio box-counting de cada niimero racional visto
como um ponto isolado é claramente zero, mas sua uniao tem dimenséao 1! Consequentemente
nio é sempre verdade que D(|J;o, 4;) = sup; D(4;) (propriedade chamada de “contable
stability”, e que a dimensdo de Hausdorfl possui). Essa caracteristica limita a utilidade da
dimensao box-counting pela possibilidade de que para conjuntos contaveis se comportem mal.

Uma forma de evitar esses problemas é restringir a utilizacao da dimenséao box-counting a
conjuntos fechados. Outra é tentar decompor A em um niimero contavel de partes Aq, Ao, ...,
de modo que a malor parte tenha a menor dimensao possivel. Esta idéia leva a definicdo de
dimensao box-counting modificada.

4.5 - Dimensao Box-Counting Modificada

Se A é um sub-conjunto do IR™ e A; for sua decomposicao em um nimero contavel de
partes: A, Ao, ..., de tal modo que a maior parte tenha a menor dimensao possivel. Entao
sua dimensao box-counting modificada é.

Dayp(A) = mf{supD ACUA}

Dup(A) = mf{supD t A C UA }

Sendo que em ambos os casos o infimo deve ser sobre todas as possiveis coberturas A; de A.
Pode-se mostrar que;

0 < Dy(A) < Dpy(A) <Dpu(4) <D(A) <n



