CAPITULO 3

Transformacoes em Espacgos Métricos, Contracoes
e Construcao de Fractais

Suponha que existam dois espacos X e Y. Suponha também uma lei de associacdo f
que relaciona a cada elemento de X um elemento de Y. Diz-se que f é uma funcao de
valores em Y, definida em X. Algumas vezes os termos mapeamento, transformacao
ou operadores sao usados ao invés de funcdo. Também diz-se que f é uma funcao que
transforma ou mapeia X em Y, e usa-se a notacao f: X — Y.

Se a func¢do f é definida em um conjunto X, diz-se que X é o dominio (“domain”) de
[, e escreve-se: D(f)=X. Se y é elemento de Y (y € Y) tal que y = f(z) , diz-se que y
é a imagem de x ou que y é o valor de f em z. O conjunto de todos os elementos de Y
que sao imagens, sob a funcao f, de algum elemento de X é chamado de range de f e é
representado pela notagdo R(f), isso é :

R(f)={y €Y :y= f(z) para algum =z € X}

A Geometria fractal estuda subconjuntos complexos de espacos métricos simples como
R?, @, (ZA'7 IR. As fractais sao subconjuntos que tém algumas propriedades invariantes
sob transformacoes geométricas. Na geometria de fractais deterministicas, os objetos
estudados sdo subconjuntos gerados por transformacoes geométricas simples do préprio
espaco nele mesmo. Este capitulo val se dedicar ao estudo de algumas destas trans-
formacoes que sao importantes nao sé para compreender-se as transformacoes que levarao a
compressao de imagens, como também para o projeto de diversos efeitos especiais em
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imagens utilizados na computacéo grafica (em filtros de “ warping” e “morphing”).

3.1 - Transformacoes na Reta
Defini¢ao 1: Uma transformacao em um espacgo métrico (X,d) é uma fungio f: X — X
que relaciona exatamente um ponto f(z) € X a cada ponto =z € X.

Se S é um subconjunto de X (5§ C X ) entdo sua imagem é: f(S) = {f(z): 2 € S}.

Uma transformacgéo f é chamada “1 a 17 (“one — to — one”) ou “injetiva” se para dois
pontos z e y € X as imagens forem idénticas, f(z) = f(y), apenas quando = = y.

Uma transformagio, f, é chamada “sobre” se f(X) = X (ou seja sua imagem é o
préprio conjunto).

Uma fungéo é inversivel se for “1 a 17 e “sobre” (“bijetiva”). Neste caso pode-se definir:
f~' 1 X — X, chamada inversa de f e representada por f_l(y) = x , onde x é o Gnico
ponto tal que y = f(z).




Para mostrar que vocé entendeu: Defina um espago métrico, e nele indique
uma funcgdo inversivel e outra n8o inversivel.

Defini¢ao 2: Se f: X — X é uma transformacéo em (X, d) entdo interagdes progressivas
de f sao transformacoes f°" : X — X definidas como:

) =, £ (x) = f2), F2(x) = fof (x) = f(f(2)) f" (@) = fof ™ (x) = F(f7"(2))

paran=20,1,2....

Se f: X — X for uma transformacao inversivel entao, interacoes regressivas de f
sao transformacoes f°~" : X — X definidas como:

[N = o), 1) = SR ) = ST T @) £ ) = () ()

paran=20,1,2....

E necessario, para trabalhar com geometria fractal, uma “familiaridade” com as trans-
formacoes basicas em IR, ﬂ%%(lﬂ(i‘. E importante o entendimento das relacoes existentes entre
as “férmulas” que descreve as transformagoes e seus efeitos geométricos (como esticamen-
tos, tor¢oes, dobramentos) sobre o conjunto base em que atuam. O que as transformagoes
fazem com pontos individuais ndo é tao importante quanto o que causam em conjunto de
pontos (como retas, circulos, imagens).

Defini¢ao 3: Uma transformagao afim no IR é uma transformacao na forma: f(z) = az+b
onde a e b sao constantes reais.

Vejamos o que ela faz em um conjunto. Se X = [0,1] , entdo f(X), depois de trans-
formado, terd comprimento |a|, o ponto zero se moverd para b . f(X) ficard a direita ou a
esquerda de b se a for uma constante positiva ou negativa, respectivamente.

Se |a] > 1 alinha X = [0, 1] se expande. Se |a| < 1 alinha X = [0, 1] se contrai. Dependendo
da translacao, b , e da escala, a , a transformacao pode ou nao conter o zero, ser toda positiva,

toda negativa etc . . . .
(Z)=azx+b
v
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Entendeu mesmo? Ent&o defina uma fungdo que reproduza uma imagem
5 vezes, cada vez com 50% do tamanho anterior e deslocada horizontalmente
da anterior de b =5 pixeis. Como implementar isso?



Definicao 4: Uma transformacao f: IR — IR na forma

f(‘r) —agtayr+ CLQZL‘Q + CL3:L‘3 + ...aNa:N

onde a; sao nimeros reais, ay # 0 e N é um inteiro nao negativo é chamada, TRANSFORMA-
CAO POLINOMIAL. N é chamado de grau da transformacéao.

Uma transformacéao polinomial f : IR — IR de grau N pode produzir até (n — 1) dobras.

Exemplo: x -2 -1 0 1 2 3
flz) =22 =3z +1 ! T

| A N
f(=2)=-8+46+4+1= -1 \ y VS
f(-1)=-1+3+1=3 o/ L
£(0) = NG : .
F)=1-3+1=— N D
J(3)=27-94+1=19 z -1 o 1 2 3
f(2)=8—6+1=3 #=)

Para mostrar que vocé entendeu: Como vocé poderia usar esta fungdo para
fazer efeitos especiais de dobramentos em imagens?
Dica em: A. Conci, “Um Algoritmo para Obtencao de Efeitos de Dobramentos de Imagens”,
Resumo das Comunicagoes do XVI CNMAC - Congresso Nacional de Matemdtica Aplicada
e Computacional, Uberlindia, MG, 6 a 9 de setembro de 1993, p. 42.

Em uma transformacao polinomial de grau n, mostre que os valores de =z
que sdo transformados em pontos de dobras sdo as solugdes de %, r € IR.
A solugdo desta equagdo é chamada ponto critico da funcao f.
Se ¢ é um ponto critico, ent&o f(c) é chamado de valor critico. No entanto um
valor critico nfo é nescessariamente um ponto de dobramento.

Definicao 5: Se R = RU {00} (lembra-se da reta com infinito que, topologicamente,
equivale a uma circunferéncial). Entdo uma transformacéo: f : IR — IR definida como

f(z) = g;fig onde a,b,c,d,€ IR e ad # bc é chamada uma transformacao de Moébius. Se

c# 0 aimagem de —2 ¢ co: f(—4) = 0o e f(o0) = £. Se ¢ = 0 entdo f(c0) = co.

Transformagdes de Mdbius séo inversivel. Por exemplo f(z) = % ,x € IR .

3.2 - Transformacoes no IR2.
Definicao 1: Uma transformacio f: IR? — IR? tal que:
! T o arq1 + brg+ e
9 o cx1+dxo+ f

onde a,b,c,d, e, f, sdo nimeros reais é chamada transformacao afim.

E também muito usual a notacao:

f(z)= Az +t onde A=

e =

a b €
i e =]



onde é A é uma matriz 2 X 2 e t um vetor. Para melhor identificar os efeitos de mudanca de
escala e rotacao associados a A |, ela é frequentemente escrita como: (6,d)

A | T1cos 01 —ry sen by

r1 sen 01 r9 cos 09

ou seja (r1,01) s@o as coordenadas polares de (a , ¢) e (rg, 02 + %) as coordenadas polares de

(b, d).

Encontre os fatores de escala r; e rg e os &dngulos #; f9, definidores
da transformagdo afim que leva o tridngulo de Sierpinski de vértices (0,0);
(0,1) e (1,0) no segmento de reta (1,1)(2,2) de modo que os pontos (0,1) e
(1,0) sejam levados ao ponto (1,1).

Definicao 2: Uma transformacao linear é uma transformacao afim em que ¢t = 0.

Transformacoes lineares transformam paralelogramos em paralelogramos com origens no
mesmo ponto.

Descubra :
1. que transformacfo“levaria” um tridngulo de vértices: (1,0); (0,1); (1,0) em
outro de vértices: (4,5); (-1,2) e (3,0). Descreva o que aconteceria com um “rosto”
transformado por esta fungdo;
2. que transformagdo “levaria” a primeira linha da figura ao lado nas
depois de aplicada recursivamente.

Como pode-se obter a transformacao afim que produz determinado efeito?
Que leve, por exemplo, a folha maior na menor!

f (FOLHA GRANDE) = (FOLHA PEQUENA)

Marca-se 3 pontos na folha grande: z,y,z , e os 3 pontos correspondentes a estes na

~ o~

folha pequena: z,y, 2.

Os valores de a, b e e devem satisfazer as equacoes :

~ 2
$1:a$1+b$2+6 @
Yy = ayr +by2 +e p v x
;1:a21+b22+6
e c,d,e f devem satisfazer:
;gzca:lera:ngf Yy
Yy —cyr tdya + f ;
;gzczlerngrf A4 '

Definicao 3: Uma transformacéo f : R?> — IR? é chamada SIMILITUDE se é uma trans-
formacao afim com a matriz A na forma:



r cos@ —r sen0 r cos@ r sen0

A — A f—
r senf 1 cosO ‘ ou r senf —r cosf
0 é chamado de angulo de rotacao e r fator de escala.
cosl —senb . 01 =60, =20
Se A= , ou seja
senl  cosb r=ro=r

a SIMILITUDE é chamada rotacéo.

1 0

0 _1‘ a transformacio é chamada REFLEXAO

Se a matriz A for igual a A = ‘

Similitudes sdo conformes (preservam angulos). Uma similitude no plano, tanto pode
ser considerada no espaco € quanto no B2, mas é escrita de maneira mais simplificada no €.
Por exemplo a funcéo que dobra a escala de uma imagem e a rotaciona de 6° pode ser : w * z,
com w = 2( cosf + send i) em @ , ou

cosl —senl

0 2

send cosl

‘20

‘ .

‘ no R?

Defini¢do 4: Uma das transformagoes, f(xq,22), mais importantes do R?> — IR? é a IN-
VERSAO NO CIRCULO UNITARIO: se (zq,2z9) # 0 € R? e r = \z,2 + 252 é a distancia
do ponto a origem do IR?, esta transformacio é definida pela forma:

T1 X2

f(flfhflfz) — (_7 _)

roor
Ela faz com que os pontos com r < 1 sejam mapeados para fora do circulo unitario centrado
na origem. Os pontos com r > 1 serdao mapeados para dentro deste circulo. Assim os
pontos do exterior (que podem ocupar dreas infinitas) tém sua imagem condensada em um
“microcosmo”.

Este mapeamento tem algumas propriedades interessantes:
(1) é simétrico: se P é a imagem de Q, entdo QQ é a imagem de P (ou seja a imagem pode
ser “condensada e descondensada” a qualquer instante); T

(2) o circulo unitério permanecerd invariante;
(3) linhas retas passando pelo centro, continuaréo linhas retas passando pelo centro (embora a
posi¢éo dos pontos seja invertida: os exteriores ficam no interior e os do interior no exterior);



(4) linhas retas que ndo passam pelo centro, serdo mapeadas em circulos passando pelo
centro e vice-versa (a figura abaixo mostra 3 destas linhas: se a reta tiver todos os seus pontos
com r > 1, todos os seus pontos mapeados terao » < 1 ; os pontos da reta com raio , r = 1
ficarao inalterados; e se tiver pontos interiores e exteriores ao circulo unitirio , serd mapeada
em um circulo com pontos interiores ou exteriores ao circulo unitério);
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(5) elipses, que séo curvas do segundo grau, se tornardo curvas do quarto grau;
(6) pardbolas se tornardo cardidides; e hipérboles se tornaréo curvas com formas de “oito”
que lembram o simbolo de infinito;

(7) esta idéia pode ser extendida para o espago através da INVERSAO NA ESFERA.
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3.3 - Transformacao de Mobius na Esfera de Riemann -
Definigao 1: Uma transformacio: f =@ — @ na forma z'
b
f(z):%coma7b7c7d7€@7ad—bc#0 g‘l -

é chamada uma TRANSFORMACAO DE MOBIUS em @. Se ¢ # 0 entéo f(—4) = oo e
f(oo) = 2. Se ¢ = 0 entéo f(o0) = oco.

Esta transformacao mapeia o plano complexo na esfera@. F inversivel e de aplicacoes na
cartografia (onde é conhecida como projecdo estereogréfica, sendo usada desde o século
2 A.C.). Se cada ponto da Terra (imaginada como uma esfera perfeita) for projetado no

plano através da reta que o une ao “pélo norte” teremos o mapeamento estereografico
da superficie da Terra.

Algumas propriedades desta transformacao sao:
(1) Os paralelos, ou circulos de latitutes, serdo mapeados em circulos concéntricos em torno

do pdlo sul; os circulos de longitude, ou meridianos, serao mapeados em raios partindo do
pdlo;

(2) O mapeamento é conforme (o que o torna util para o planejamento de rotas de navios).
e faz com que se pense na esfera como um modelo “finito” para o plano que é “infinito”;



(3) Devido as distor¢des que ocorrem préximo ao pélo Norte, em cartografia, apenas um dos
hemisférios é mapeado por vez, sendo o outro obtido por inversao.
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Note que o conjunto das transformagoes de Mobius tal que f(oo) = oo é o conjunto das

transformacoes afins.

Considere f(z2) = % , 2 €@ sendo z # 0. 0 que esta transformagdo pode fazer
em uma imagem? Mostre seu efeito na imagem de um tabuleiro de xadrez.

3.4 - Transformacoes Analiticas

Conceitualmente uma transformacao é analitica se for continua e se comportar localmente
como uma similitude (uma forma de generalizac¢do da transformacio de Mdbius).

Definicao 2: Seja (@,dg), @ o plano complexo e dg a métrica Euclidiana. Uma trans-
formacao f : @ — @ é chamada analitica se para cada zg € @ existe uma similitude na
forma:

w(z) = az + b para algum par a,b € € tal que

d(f(z), w(z))

— 0 quando z — zg
d(z, 20

Os ntmeros a e b dependem de zg. Se para algum zg = ¢, a = 0, entao ¢ é chamado de
ponto critico da transformacao e f(z) é chamado de valor critico.

OBS.: Se a transformacéao analitica f(z) puder ser descrita como a razdo de dois polindmios
em z, como por exemplo:
2 - aqe ~
f(z) = =2 ou f(z) = % os numeros a e b da similitude w(z) sdo dados por:

a — f/(zo) eb—= f(zo) —a 20

e os pontos criticos serao as solucoes de f/(c) = 0.

A similitude f : @ — @ definida como f(z) = 3z + 1, mapeia circulos em circulos
aumentados por um fator de escala 3, e com centro transladados de 3z9+ 1. 0 que faz a

fungdo f(z) = 22 em um quarto de circulo?

3.5 - Como Mudar Coordenadas

A maioria dos espacos tem um sistema de coordenadas , X, , que auxilia a localizacao
dos pontos do espaco.



Exemplos: 1
}_‘r X N
X =[1,2]
T
X = R? | 2 z, |

X =q Z24q

N Z
X =qa | — 1

O sistema de coordenadas é, ele préprio, um espaco métrico que denotarem por X..
Note que X. pode conter pontos que nao correspondem a pontos de X. Usualmente nos
confundimos um ponto z € X com suas coordenadas v € X ..

Exemplos:
X.=R , X=1[1,2],2=0,5€ X . masz ¢ X.
X.=IR? ¢ X =[0,1] x [0,1] (quadrado unitério) z = (—=1,—1) € X, mas = ¢ X.

Pode-se pensar que o espaco X repousa sobre X.. Mudanca de coordenada neste
sentido serd uma transformacéo.

0: 'X,.— %X,

que transforma um ponto x € X , antes sobre o ponto lrelXx, , o ponto 2y = 6’(111:) € 2Xc.

Neste sentido devemos diferenciar entre o ponto z do espaco X e suas coordenadas
lpy e 'X. ou %z € 2X,. Assim a mudanca de coordenadas 6 : 'X,. — 2X_. pode ser

pensada como a mudanca de X relativa ao seu espaco de coordenadas X ..

Teorema 1: Seja X um espaco métrico e X . seu espaco de coordenadas. Seja uma mudanca
de coordenadas definida por:

0: 'X.—2%Xx,

Se 0 for inversivel, quando tratada como uma transformacéo de X em 6(X ), e se a coordenada
de um ponto antes da transformacéo for 'z e depois 2z de modo que

2y =0 (151:)
Entao se
fix — X’
o () =y
for uma transformacao expressa nas coordenadas inicials; e se

2y — 2f(zac) = 2y for a férmula de f expressa nas novas coordenadas entgo:

) =(0 o'f o 07 ()
Hta)= (07 0?f 0 0 )(ta)

Exemplo: no esquema que segue



() =te t (3;3) A 1
ou usando coordenadas homogéneas: ] - | ‘
1 1 ] 2 7]
T 1 0 3 T 1 -
fltza =10 1 3 Loy 4: Xv 4 | X!
1 0 0 1 1 ] 1 ‘
] -3
0: 'X.—2%Xx, ] ) __1'2 o
1]
Loy 221 1 0 —4 Loy . X f
O tag | =220 | =10 2 -7 Lag 9'1 i
1 1 0 0 1 1 [ S
0~1: 2Xx,.—1X,
Al Laq 1 0 4 1
0~ 225 | =22 | =10 05 35 79
1 1 0 0 1 1
e 2f(%z) =22 + (3;6) ou, usando o teorema e coordenadas homogéneas:
1 0 -4 1 0 3 1 0 4 1 0 3
2fCe)y=(0o0'fo0 ™ )Px)=1]10 2 —7| |0 1 3|0 05 35|=10 1 6
0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1

Considere: 0('X.) ='X.+1=2X., qual sera 2fse f(!X)=21X =X'7

Definicao 3: Se f : X — X for uma transformacao em um espaco métrico. Chama-se ponto
fixo ao ponto z ¢ € X tal que f(zf) = ;. Em outras palavras ponto fixo é o ponto do espaco
que nao se move pela transformacao.

i cosa —slno 3
Considere: 6#(1X.) = | . } 'X. = ?X., qual serda 2f e seu ponto
sin o cos &

fixo se f(!X)=2.1x =X'~
3.6 - Teorema do Mapeamento de Contracao

Definicao 1: Uma transformacédo f : X — X mno espago métrico (X,d) é chamada de
CONTRACAOQO se existe uma constante 0 < s < 1 tal que

(@), f ) S5 dlw,y) YayeX

o ntimero s é chamado de FATOR de CONTRACAO.



Exemplo 1: (X = [0,1] , dg), fi(z) = %ZL‘ e falz) = %Jr %ZL‘ s&ao mapeamentos de
contragdo com fator de contracao 1/3. A aplicacao sucessiva destas fungdes a pontos do
espaco produze o conjunto de Cantor.

Definicao 2: Seja S um conjunto de reais. O infimo de S é o maior real para o qual todos
os elementos de S sejam maior ou igual.
InfS=jpyax{z €R:2<sVseS}

O infimo sempre existe, pela prépria natureza dos nimeros reais (mesmo que igual a -00).

Definicao 3: O supremo de um conjunto S é o menor real para o qual qualquer elemento
de S seja no maximo igual ou menor.

Sup §S= min{r€R:z2<sVseS}
O supremo de um conjunto também sempre existe, mesmo que seja oo.
Exemplo 2: O Inf de fi(z) e f2(x) do exemplo 1 seriam 0 e 2/3. O Sup de fi(z) e

f2(z), do mesmo exemplo, seriam 1/3 e 1 respectivamente.

Teorema 1: Seja f: X :— X um mapeamento de contraciao em um espaco métrico completo
(X,d). Entéo f possue exatamente um ponto fixo zf € X e para qualquer ponto z € X
a sequéncia {f°"(z) :n =0,1,2,...} converge para z; . Ou seja

lim f°"(z) =z paracadaz € X

n—oo

Exemplo 3: A aplicacao sucessiva da f1, do exemplo 1, converge para 0. A aplicacao sucessiva

de fs converge para %

Exemplo 4: Em ([0, 1] x [0,1], dg) as transformacdes :

£ 0 ‘ <:z:> N ‘0‘ '

0 31\y 0f

‘ <ZL‘> n ‘ 0.5 ‘ .
y 0

‘ <ZL‘ n ‘ 0.
y) o

0
tém fator de contragao 1/2, e tém ponto fixo em < ) <

= O

= O

0

5
5
0,5 0.5
e .
0 0,5



3.7 - Mapeamento de Contracao no Espaco das Fractais

Se (H(X ), h(d)) for o espago dos compactos do espago métrico (X, d), e h(d) a métrica
de Hausdorfl corresponde a métrica d, entao pode-se definir FRACTAL DETERMINISTICA
como 0 PONTO FIXO de uma TRANSFORMACAO DE CONTRACAO em (H(X), h(d)).

Lema 1: Um mapeamento de contragao no espago métrico (X,d) é continuo.
Lema 2: Um mapeamento continuo, no espa¢o métrico (X, d), mapeia H(X ) nele mesmo.

Lema 3: Seja w : X — X um mapeamento de contra¢do no espago métrico (X,d) , com
fator de contracao s. Entao:

w: H(X) — H(X) definida por: w(B) = {w(z): 2z € B} VB € H(X) é um mapeamento
de contragao em (H(X), h(d)) com fator de contragao s ( o mapeamento de um conjunto

B é o mapeamento de todos os seus pontos, o mapeamento de H é o mapeamento de todos
08 seus conjuntos).

Lema 4: Para qualquer 4 conjuntos B, C, D e E em H(X) tem-se que

hBUC,DUE)<h(B,D)Vh(C,E)

Relembrando:
a notacao “xz Vy” significa o “méaximo dos dois reais z e y”; e
}MIC,DUE)
onde

d(A,B) = max{d(z,B) :xz € A}

h(EB,D)
d(z, B) = min {d(z,y):y € B} _

Ou seja o Lema 4 afirma que:

maz{d(DUE,BUC),d(BUC,D UE)} <max{d(D,E),dB,C),d(B,C),d(D,E)}

(a distancia maxima entre os conjuntos unidos é menor ou igual a distancia méxima entre os
conjuntos antes da unido.)

Lema 5: Seja (w, : n = 1,2,..N) contragdes em (H(X), k), onde s, denota o fator de
contragdo de w,,. Define-se W : (H(X ), H(X)) como:
W(B) = wi(B)Uwa(B)U..Uwy(B)
— UN_w,(B) para cada B € H(X)

W é a uniao dos mapeamentos de contra¢iao e um mapeamento de contra¢iao com FATOR

DE CONTRACAO :
s=max {sp:n=12,..N}



(uma conseqiiéncia do Lema 4).

Exemplo 5: Considerando f; , fo e f3 do exemplo 4.

Se X =[0,1] x [0,1] ed = dp, £ (B)= r t8) -
W (B) = f1(B)U f2(B) U f3(B) para cada B € H(z). ' :

(7]

fo.a)

Se B = X entao f1(B), f2(B), f3(B), e
f1(B)U f2(B) U f3(B), £ (BJUL, (BIUS (B): | 1,(8)=
/. ‘ 7

dadas pela figura ao lado, tém s = 1/2

g=f A2

Definigao 1: Uma Hyperbolic Iterated Function System (IFS) consiste de um espago
métrico completo (X, d) com um conjunto finito de contragdes w, : X — X. A notagido usada
para um IFS é {X;w,,n = 1,2, N} e seu fator de contracao é: s =pjax {sn:n=1,2,..N}

Exemplo 6: Uma IFS para as func¢oes do exemplo 5 seria: {[0, 1] x [0, 1]; f1, fo, f3} e s = 1/2

Teorema 1: Se {X : w,,n = 1,2,..N} é uma IFS com fator de contragdo s, entdo a
transformacéao W : H(X) — H(X) definida por

W (B) =UY w,(B) VB eHX)

é uma contragdo em (H(X), h(d)) com fator de contracéo s, tal que:

h(W (B),W(C)) < s . h(B,C) ¥YBeC em H.

E o unico ponto fixo desta W, A € H(X) , dado por

A=W (A) = UY | w,(4),

é tal que A = lim,,_.oo W°"(B) para qualquer B € H(X).
Definicao 2: O ponto fixo A do teorema anterior é chamado de ATRATOR DO IFS.

Exemplo 7: Para a IF'S do exemplo 6, A = lim,,—.cc W °"(0) serd um triangulo de Sierpinski.

B d d

OBS.: Pode-se pensar em usar a palavra FRACTAL DETERMINISTICA, na defini¢ao
2, ao invés de ATRATOR.




3.8 - Algoritmos para Geracao de Fractais a Partir do IFS.
O Algoritmo Deterministico calcula diretamente o limite (n — co) de W°"(Ao) onde Ao
é um conjunto qualquer.

Supondo que queiramos iniciar com um conjunto Ao € IR?, entdo os mapeamentos de
contracao, aplicados ao conjunto Ao, podem ser representados por transformacoes afins:

o) - ) G ()
Yy cidi) \y d;

Para padronizar o caso de X C IR? , vamos representar cada w; pelas constantes a;, b;, ¢;,
d;,e;, f;» Assim um conjunto W pode ser tabelado, cada linha da tabela indicando uma

transformacao afim. A tabela abaixo representa, por exemplo, as transformacoes que geram
o triangulo de Sierpinsky. As tabelas das contracoes sao chamadas de cédigo IFS.

Em poucos passos, o algoritmo deterministico pode ser descrito como:

DETERMINE OS VALORES DAS TRANSFORMACOES AFINS

@iy by,
!
DETERMINE UM CONJUNTO INICIAL - UMA FIGURA QUALQUER
NA TELA - Ao
!
N =1
!

ENQUANTO O USUARIO NAO INTERROMPER
ouN <« NMAX

!
TRANSFORME Ao , USANDO CADA UMA DAS TRANSFORMACOES ,

OBTENDO A y. LIMPE A TELA . DESENHE NOVO
CONJUNTO Ay

N=N+1



3.9 - Uma Visao Intuitiva dos Iterated Function System

Marque 3 pontos arbitrarios em um papel (vamos chamé-lo de pontos 1, 2, 3). Vocé
serd o jogador de um jogo que tem sido chamado: jogo do caos. Marque um 4° ponto
localizado onde vocé bem queira, vamos chamar este de z7.

Agora pegue um dado e jogue-o. Se quando vocé jogé-lo der 1 ou 4,2 ou b, 3 ou 6
isto quer dizer que deu 1 , 2 ou 3 respectivamente. Em cada vez que vocé jogar o dado voce
ird fazer o ponto z; andar metade da distancia entre o valor indicado pelo dado e a
sua posicao atual. Continue jogando por muito tempo, digamos até marcar 1 MILHAO DE
PONTOS. Agora apague os 10 primeiros pontos. O que restard no papel ? ( -Uma
poeira de pontos randomica! -Afinal vocé esperava algo mais? -Nada disso!) O que vocé
vera se, o seu lapis tiver ponta suficientemente fina, se vocé tiver medido corretamente
e , se nao tiver um tremendo azar! Um tridngulo de Sierpinski com vértices nos pontos

que voceé escolheu. 1
3

Vamos chamar a figura final de A (atrator do processo iterativo que vocé jogou).
Note que A é formado da uniao de trés cépias com metade do tamanho de A:

A=wi(A)Uwy(A)Uws(A)
onde cada w; é uma transformacao afim. w; transforma o triangulo de vértices nos pontos

1, 2 e 3, no triangulo de vértices nos pontos 1, A e B, ou A, 2 e CouB,C e 3.

Defini¢cao 1: (Revisdo da Defini¢do 1 da Se¢éo 3.2) Uma transformagéo w : R? — IR? na
forma w(zy,22) = (axy + by +e,cxy + dey + f) onde a,b,¢,d, e, f € IR é chamada uma
TRANSFORMACAO AFIN 2D.

E geralmente utilizada a seguinte notacao:

() () () ()

onde A é a matrix (g Z) e o vetor t é (;)

Como podemos definir uma transformacao afim que leva um dado conjunto em outro?
Que transformacao levara a figura maior na menor?
w (figura grande) = (figura menor)

Marcamos 3 pontos na figura grande e os 3 pontos equivalentes a estes na
pequena. E determinamos a transformacéao que levara um grupo no outro, determinando as
. s . a b e ~ ~ . ~ .
incégnitas (c d) e (f), que sao a solucao do sistema de equacoes que segue:



:L‘laerlere:zL‘/l
zictyid + f =yl

:L‘gaerngre:zL‘/l
zac + y2d + f = y)

:1:3a+y3b+e:a:/3
zse + ysd + f =y}

Definicao 2: Sejam wi,wo,..wy transformacdes afins sobre pontos do IR? que levam um
ponto z € IR? em outro ponto w(z) € IR?, de forma que os pontos de um conjunto sejam
transformados em pontos do mesmo conjunto mas, mais préoximo. Ou seja se d(z1,22) é a
distancia entre dois pontos z; e z9 entao a distancia entre os pontos transformados
sera:

d(wi(z1), wi(z2)) < s.d(zq, z2)

onde 0 <s<1lei=1,2...N. Estas transformacoes sao chamadas de CONTRA(;AO, e s
fator de contracao.

Uma generalizacio do jogo do caos é: sejam wi,ws,..wy contracdes no IR?, es-
colha um ponto , z, randomicamente, para obter uma sequéncia de pontos z1, 22, 23,
..., 2100.000 aplique randomicamente qualquer uma das contracoes definidas. Por exemplo
para obter o ponto z33 pegue o ponto zgo e aplique randomicamente qualquer uma das con-
tracdes wi(z32)...w N(z32). Entdo com probabilidade 1 a sequéncia ira convergir para uma
figura tnica (Atrator no limite). Esta figura serd a tnica que obedecera a equacdo.

A=wi(A)Uwe(A)U...Uwpy(A4)
A=Upl wn(A)

Definicao 3: Um conjunto finito de contragdes em um espago métrico (X,d) com seus
respectivos fatores de contracéo s,,n = 1,2,...N é chamado Iterated Function System
(I.F.S) (Revis&o da definicdo da se¢ao 3.7).

Definicao 4: O conjunto de pontos gerados pelo L.LF.S. é chamado atrator do I.F.S. Alguns
autores chamam este de fractal produzido pelo LF.S.

A estrutura das fractais gerados ou o atrator A é muito intrigante: os contornos
nao podem, como nas formas Euclidianas serem simplificados pela amplificacao
da figura. No entanto, A é completamente definida uma vez conhecida as transformacoes
wi,ws,..wy que a geram. Cada uma destas transformacoes é especificada por 6
niimeros de 2 digitos. Estes niimeros uma vez conhecidos podem reproduzir exatamente
a figura.

Aqui apresentaremos dois algoritmos para desenvolvimento de fractais usando I.F.S. (1)
O Deterministic Algoritm e o (2) Random Iteration Algoritm. O primeiro é baseado



na computacao direta da sequencia A, = UlNzlwi(An) a partir de um conjunto inicial Ao.
Vamos ilustrar este 19 algoritmo mostrando seu uso na L.F.S. cujo atrator é o triangulo de
Sierpinski.

As transformacoes afins

podem ser resumidos na notacao.

x a; b; x €; x
w; = + =4 +
Yy cidi) \y i y
a tabela abaixo entao resume esta informacao.

IF'S para o triangulo de Sierpinski

i a b ¢ d e f p

1 1/2 0 0 1/2 1 1 0.33
2 1/2 0 0 1/2 1 50 0.33
3 1/2 0 0 1/2 50 50 0.34

Nesta tabela p; indica a probabilidade associada a transforamcao w;. As propabilidades
devem ser tais que p; +pa + .... +py = 1 e p; > 0. Estas probabilidades tém um importante
papel no 29 algoritmo a ser apresentado. Seus valores podem ser obtidos aproximadamente

por:
detA; d: — bics
poo Al il
> iy ldet Ay Yo laidi — bici|
se em algum caso det|4;| = 0 deve-se usar para p; um valor muito pequeno (0.001 por

exemplo). Algumas situagoes devem ser tratadas empiricamente. A significagio matematica
de p; é mais complicada, estes irdo determinar a medida fractal do atrator e sdo informacoes
importantes para o reendering (fixam a coloragdo como seréd visto no capitulo 5).

O algoritmo que segue dé a sequéncia A; a partir de um conjunto inicial, A,. Neste caso
Ap é um quadrado, ou seja uma matriz 100 x 100 de pixeis da tela cujas linhas e colunas
1 a 100 estao acessas. Duas matriz 100 x 100 quardarao os valores na iteracao atuais, ¢, e
seguintes, S. a(i),b(i), c(i),d(i), f (i) representam os valores tabelados para o atrator.

Algoritmo Deterministico:
Exemplificando o uso de L.F.S. para o triangulo de Sierpinski (é o mesmo algoritmo da

secdo 3.8 com mais detalhes).



[*variaveis: */

int S(100,100),¢(100,100)/ * matrizes que quardarao array de pixeis * /;
float a(1) = .5,b(1) =c(1) =0,d(1) = .5,e(1) =1, f(1) =

a(2) = .5,b6(2) = ¢c(2) = 0,d(2) = .5,e(2) = 1, f(2) = 50,

a(3) =.5,6(3) = ¢(3) = 0,d(3) = .5,e(3) = 1, f(3) = 50;

/ * valores das transformacoes afins * /

/* inicializa¢do do conjunto inicial: (um quadrado no caso)*/

parai = 1 a 100 {t(i, 1) = t(1,4) = ¢(100,4) = (i, 100) = 1; / * acenda_os_pizeis(i, 1);

acenda_os_pizeis(1,i); acenda_os_pizeis(100,4); acenda_os_pm:ezs( ,100); %/}

/* faca as transformagdes w nos conjuntos A; obtendo A;,; enquanto o usudrio nao inter-
romper o programa */

para i=1 a 100
para j = 1a 100
se t (i,j) = 1 entéao
(5(al1) i 1 0(1) 7+ (1), e(U) wi 4 d(1) 4 F(1) = 1
S(a(2) # i 4 () g+ el2) ) e(2) it d(2) g 1 F(2)) — 1
S(a(3) %1 4 b(3)w +e(3) | (3) it d(3) st F(3)) =1
} /* aplica-se cada uma das transformagoes ao conjunto inicial*/

limpe a tela;

/* transforma os valores novos em elementos de t e desenha a figura gerada : */
parai= 1a 100
paraj = 1 a 100
oG = S0 )
S(i,j) = 0; /*zera toda a matriz*/
se t(i, j) = 1 entdo acenda_os_pixeis (i, j);

}

O uso do algoritmo produz a sequéncia:

-

E interessante notar que qualquer outro conjunto Aj inicial nao vazio produzira
o mesmo efeito. Note que a figura inicial acaba por nao ter influéncia na imagem final,
gerada, do triangulo de Sierpinski. As figuras abaixo mostram a sequéncia obtida se fosse
utilizado um triangulo.

Obs.: (1) Algumas vezes é necessario fazer transformacgoes de coordenadas para a obtengao
da figura final. (2) Falhas nestas coordenadas poderao resultar em figuras in-
teressantes e imprevisiveis.



O algoritmo seguinte, ao invés de usar com mesma frequéncia as transformacoes escolhe
cada transformacao baseando-se na sua probabilidade.

Algoritmo Randdnico:

Exemplo geracao do triangulo de Sierpinski.

/* deve ser usada uma fungéo da linguagem usada para gerar randomicos < 1 */
/* use os mesmos vetores a( ), b( ), c(),. .. f()*/
defina_window_com limites (0, 0, 100, 100)
/* inicialize (x, y) e defina os ntmeros */
x =y = 0 ; numits = 10000;
paran = 1 até numits
{
/* escolhe nimeros 1, 2 ou 3 com a mesma probabilidade e aplica a func¢éo escolhida*/
K = int (3* rand( ) - 0.00001) + 1
new x = a (K) *x + b (K) *y + e (K) ;
new y = ¢(K) *x + d (K) *y + f (K) ;
X — New X ; y — new y;
Se K > 10 acenda_pixeis_(x, y) }

Este algoritmo: (Randon Iteration Algorithm) é baseado na teoria ergddica. As lin-
has em pseudocddigo deste algoritmo computam 10.000 (dez mil) pontos do atrator dado pela
mesma tabela do algoritmo anterior (triangulo de Sierpinski). O resultado da implementacéo
deste algoritmo para a tabela abaixo é uma “folha de samambaia’”.

IF'S para uma samambaia

i a b ¢ d e f p
1 0.0 0.0 0.00 16 0 0 .01
2 0.85 .04 -0.04 0.85 0 1.60 0.85
3 0.20 -0.26 0.23 0.22 0 1.60 0.07
4 -0.15 0.28 0.26 0.24 0 0.44 0.07

O ponto chave do uso do LF.S. para a geracdao de fractais é entao a escolha das trans-
formacoes de contracao afim. A forma de fazer isto é a seguinte:

1 - Faga um esbogo de poucas linhas da imagem a ser gerada (uma folha composta por
poligonais por exemplo).

2 - Cubra esta imagem com cépias reduzidas da préopria imagem. E importante reduzir ao
minimo as superposicoes de copias e os buracos, para minimizar a distancia de Hausdorff
entre os dois conjuntos.

3 - Determine os mapeamentos e use os algoritmos. Este procedimento para obtencao das
transformacoes afins que produzirao determinado atrator é denominado Teorema da
Colagem.

Obs. O conjunto de pontos n&o precisa ser sé IR%, podem ser usado @ ou IR®.



3.11 - Como usar o “Teorema da Colagem” para obter Fractais

O teorema da collagem é central para a obtencao de IFS a partir de um atrator dado;
seu enunciado em uma forma informal é:
Teorema da collagem: Considere um conjunto I € H(X) dado e um ndmero real
¢ > 0 também dado. Escolhendo uma IFS com fator de contracao 0 < s < 1 tal que:
ML UY_ywn (L) < ¢
onde h(d) é a métrica de Hausdorff no espago (X, d). Entéo se A é o atrator do IFS.

€

1—s

h(L,A) <

ou
h(L,A) < (1 —8) " h(L,UN_ w,(L)) para todo L € H(X).

O teorema “diz” que para encontrar um IFS cujo atrator se “pareca” com um dado
conjunto, deve-se encontrar um conjunto de contracao tal que suas unioes ou “colagens” sobre
o conjunto de contragdes se transforme proximamente ao dado conjunto (as proximidades s&o
medidas pelas métricas de Hausdorfl).

Exemplos: Suponha se esteja tentando contracoes para uma IFS cujo atrator seja [0, 1]
e tenha-se por tentativa obtido

wy(x) = 0,51z — 0,01 ( contragdo 0,51)

wo(x) = 0,47z + 0,53 ( contracgdo 0,47)

Quanto o atrator do IF'S obtido pelas w; acima estara longe de [0,1]7 Pelo Teorema da
Colagem deve-se calcular as h(d):

h(]0,1],U%_ w;]0,1]) = R(]0,1],[—0,01 , 0,5] U [0,53 , 1])
0 1

| | - L

2
L1 | | ] - = L
FT ] [ 1 B ‘ug;w [ ]
-0,01 0 0,5 063 1

9

(L, B) = maw{d(x, B),z € A} = 0,515 — 0,53 |- 0,015
(B, L) = maz{d(z,A),z € B} = 0,01
(L, B) = 0,015

9

(o fator de contragdo do IFS serd: 0.51 = s) pelo teorema da colagem distancia do limite do
IFS para A sera:

0.015 0.015
h([0,1],4) < =

< = —0.04
(1—051)  0.49

OBS: As contracoes podem aparecer de diversas formas como por exemplo:



x r cosl —s sinf | (@ n h
w; =
"\y r sinf s cos0 Y k
neste caso fica mais facil computar as contracoe s; de cada i (serdo o maior r ou s) e , para

todo o IFS a contracao serda o maior dos s;.

Outro exemplo: {@,w;},

wi(z) = s12 + (1 — s85)a;
nesta forma a; é o ponto fixo e s; é o fator de escala:

ouno R3: {IR3 w;}

&
@ R
I
Q@ Qe
> o o
=S 0
N @ Ry
+
[ ]

3.12 - Conjuntos de Condensacao
Uma outra forma de fazer mapeamentos de contracdo em H(X) é através de conjuntos
de condensacao.

Defini¢cao 1: Considere um espaco métrico (X, d) e um elemento C de H(X). Uma trans-
formacéo wo : H(X) — H(X) tal que wo(B) = C para todo conjunto B, elemento de H(X ),
é chamada transformacao de condensacao e o conjunto associado, C, é chamado de conjunto
de condensacao.

Obs.: A transformacio de condensagdo wo é um mapeamento de contracdo em H(X),
h(d) com fator de contragdo zero. Ela possui um tnico ponto fixo, o conjunto de condensagao.

Definicao 2: Chama-se uma IFS com condensacao a IFS em que uma das contracoes é
uma transformacdo de condensagdo: {X,wo,wi,ws,...w,} onde wy é uma condensacgao e
{X, w1, .. w,} é uma IFS com fator de contragdo 0 < s < 1. O fator de contragéo do IF'S com
condensacao é o mesmo da IF'S sem condensacéao.

Obs: O teorema da colagem para IFS com condensacao é:

Teorema da Colagem com Condensacao: Se {X;w,,n = 0,1,..N} é uma IFS com
condensacao e com fator de contracao s, entdo a transformacao

W:H(X)— H(X)
W (B) = UN_qw,(B) VB e H(X)
é um mapeamento de contrag¢éo em (H(X ), h(d)) com fator de contracéo s tal que
R(W(B),W(C)) <s.h(B.C) VBeCeHX)

seu tnico ponto fixo A € H(X ) obedece a



A= W(4) = U qun(4)
e é obtido por A = lim,, . W°"(B) VB € H(X)

Exemplo:

Seja a [FS : {IR;wp, w1}, o conjunto de condensacgao é wg = [0,1] e w; = %11: + 2.
O que seria o atrator?

Considere um B € IR por exemplo [-1, 1] por definicao

wo(B) = [0, 1]

wi(B) = E+27—%+2} — [1.5,2.5]

welB) = [0,1]U [1.572 5]

W2(B) =W (We°YB)) =[0,1]U[1.5, 2.5] U[2.75 , 3.25]

W (B) = W (W°(B) = [0,1]U[1.5, 2.5] U [2.75, 3.25] U [3.375 , 3.625]

WY B) = W (W°3(B)) = [0,1] U [1.5,2.5] U [2.75,3.25] U [3.375, 3.625] U [3.6875, 3.8125]

No limite teremos intervalos retos cada véz menores tendendo para o ntimero 4.

Se B € IR for [0, 1]
[

Wl B) = [ AU (2,25
W °%(B) = [0, u(27 5], 3.0, 3.25])
WOS( B) = 10,1 U ([2,2.5],[3.0,3.25][3.5, 3.625])
WY B) = ete... o
também tendera para o 4. h‘%ﬂ 5%
:\g _&ﬁﬁp ~OXC
0,97 cos22° —0,97 sen22° Y
_ z\ ) ) 2 el e
Se Wo e Wi(;) ‘ 0,93 5en22° 0,97 c0s22° B, O
£ SERC

7S bb*

O atrator do IFS: {IR?, Wy, W1} é a figura ao lado: A

3.12 - Fractais com Parametros

Fractais podem depender de parametros, por exemplo:

1
w(z) = 5% + p, tem ponto fixo = 2p

As fractais com parametro dependem do parametro continuamente. Neste caso o atrator
também serd uma funcéao de p

Fractais com parametros podem ser usados para produzir leves modificacoes na imagem,
simular animacao, produzir novos atratores a partir de atrator conhecidos etc ...

Pequenas mudancas no parametro produzirao sempre pequenas mudancas no atrator.



