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A Transformada de Fourier (TF) descreve as diferentes
freqiiéncias contidas em uma imagem, mas nao a localizacao
espacial destas freqiiéncias

Fourier

Transform

Time Frequency

Fourier (1807)



Fourier € 0timo para sinais
estacionarios

 Sinais cujo conteudo nao mudam no tempo sao chamados
de sinais estacionarios.

 Em outras palavras, o conteudo do sinal ndo muda com o
tempo.

e Neste caso, nao € preciso saber ‘“quando” um
determinado componentes de freqiiéncia existe, ja que
todos os componentes de freqiiéncia existem todo o tempo!

Z(t)=cos (2n*10t)+cos (2n*25*t)+cos (2n*50%*t)+cos (2n*100%t)
-0 < <0



Fourier nao distingue sinais nao estacionarios

Sinais cuja freqii€ncia muda - > sinais ndo estacionarios.

Por exemplo tem a mesma TF os conjuntos de sinais x(7) € y(7):

x(t) =cos(2z*10¢), para
x(t) = cos(2n*25t), para
x(t) =cos(2z*50¢), para

x(t) =cos(2x*100t), para

y(t) =cos(2n*25t), para
y(t) = cos(2z*100¢t), para
y(t) =cos(2z*10t),

y(t) =cos(2z*501),

para

para

0 <t < 200 mili segundos
200 < t < 400 mili segundos
400 < t < 800 mili segundos

800 < t < 1000 mili segundos

0 < t <200 mili segundos
200 < t <400 mili segundos
400 < t <800 mili segundos

800 < t <1000 mili segundos



A TF dos 3 sinais x(7), y(t) € z(t), tem quatro picos, correspondendo

a quatro freqiiéncias: 10, 25, 50 e 100 Hz.

* FT ndo € uma técnica adequada para o sinal nao-
estacionario.

 FT pode ser usado para sinais nao-estacionarios, se
estamos interessados apenas em quais componentes
de freqiiéncia existem no sinal, mas nao em que
tempo estes ocorrem.

e No entanto, se for necessario saber, em que tempo um
componente (que momento), a transformada de
Fourier nao ¢ a mais adequada para se usar.



Outro exemplo

s/ 3

estacionario

2Hz + 10 Hz + 20Hz

acionario
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0.0-0.4: 2 Hz +

0.4-0.7: 10 Hz +
0.7-1.0: 20Hz
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Para contornar isso algumas propostas foram surgindo:
técnicas que aplicam particionamentos € multiresolucdo visando incluir
informagdes espaciais junto com as de freqiiéncia, uma destas foi a

Windowed Fourier Transform ou Short Time Fourier Transform (STFT) .

window

[ ] ‘
i Windowed
f\ Fourier
A . F
m N Transform | ,
P \ e
1 ! q
Time Time

Gabor (1946)

sugestdo de leitura:



» Transformada de Fourier para Tempo Curto
= Short Time Fourier Transform (STFT)

» Considera uma janela que vai se deslocando
pelo sinal e avaliando cada parte dele em
separado

= Cada janela considera que a parte do sinal
dentro dela é aproximadamente estacionario



Short Time Fourier Transform (STFT)

= Problema: Janela de tamanho invariante
= Além disso, como definir o tamanho da janela?

= Janela pequena:
Pouca informagao sobre o sinal
Muito processamento

= Janela grande:

Aumenta o erro na consideragao de estacionaridade do
sinal



Mas a mais interessante foi a idéia inicialmente proposta por
Mallat em 1989 , que hoje chamamos:

Wavelet Transform

Wavelet
Transform

http://www.cmap.polytechnique.fr/~mallat/papiers/MallatTheory89.pdf




= o =

Evolucao das Transformadas

(Shannon)

amplitude

time Todos os pontos no plano

tempo-frequéncia, que estao

dentro de uma caixa sao

representada por um valor da

= time

Windowed FourierTransform

(Gabor)

A

L = QO 6 »n

frequency
(Fourier)

time
Wavelet T.
12



A resolucao ou detalhamento (da andlise) no dominio da freqiiéncia (Fourier)
diminui enquanto a resolucao no tempo aumenta.

E impossivel aumentar o detalhamento em um dos dominios sem diminui-lo no outro
(chama-se esta relacio inversa entre os dominios da freqii€ncia e do tempo de )

: principio da incerteza.

Usando as wavelet, € possivel escolher a melhor combinacao dos detalhamentos

para um objetivo estabelecido.
A A
@ $ ﬂ
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Wavelet x Fourier 13



TW

 Transformada wavelet € capaz de fornecer a
informacao do tempo e da freqiiéncia em
simultaneo, por conseguinte, dando uma representacao
de tempo - freqii€ncia do sinal a0 mesmo tempo

A WT passa o sinal no dominio do tempo por varios
filtros passa alta e passa-baixa, que filtram as altas e
baixa freqiiéncia do sinal.

e Este procedimento € repetido, cada vez que uma parte
do sinal que corresponde a algumas freqiiéncias seja
removidos do sinal.



Proximo passo na evolucao....

= Uma transformada em janelas, mas com
janelas de tamanho variavel:
« [ransformada Wavelet

= [ntervalos maiores quando queremos informagdes
mais precisas sobre baixas freqléncias

= [ntervalos menores quando queremos informagdes
mais precisas sobre altas freqléncias




Analise Multi Resolu¢ao — MRA)

Embora o problemas de analisar em detalhes no tempo e freqii€éncia ao mesmo
tempo seja devido a fendmeno fisico (o principio da incerteza de Heisenberg)
e existir independentemente do fendmeno em analise, € possivel analisar
qualquer sinal, utilizando uma abordagem alternativa denominada analise
multi resolucao (MRA).

MRA, como o nome sugere, analisa o sinal em freqiiéncias diferentes, com
diferentes resolucoes. Cada com%ongnte esdpectral nao € resolvido igualmente
como foi o caso no STFT (TF ou TF janelada) .

MRA ¢€ prOf' etada para uma resolucao de tempo boa e resolucao de freqiiéncia
obre em altas freqiiéncias e resolugdo boa em freqiiéncia e em tempo ruim em
aixas freqii€ncias.

Essa abordagem faz sentido, especialmente quando o sinal tem componentes de
alta freqiiéncia por periodos curtos ¢ componentes de baixa freqiiéncia para
duracoes longas.

lgelizm_ente, 0s sinais € imagens que sao encontradas em aplicacdes praticas sao
este tipo.



A transtformada de wavelet

Foi desenvolvida como uma abordagem alternativa para a STFT no
sentido se resolver o problema de resolu¢ao tempo/freqiiéncia.

A analise wavelet é feita de uma maneira similar a analise STFT,
no sentido em que o sinal é multiplicado com uma funcao, (a
wavelet), semelhante a funcdo janela no STFT e a transformacao €
calculada em separado para diferentes segmentos do sinal no
dominio de tempo.

No entanto, existem duas diferengas principais entre a STFT e a
WT-:

. A transformacao de Fourier das janelas nao sao calculadas; e

. A largura da janela € alterada quando a transformacao € calculada
para cada componente, o que € provavelmente a caracteristica mais
significativa da transformada wavelet.



O que € Wavelet (significa pequena onda , ou em
portugues: onduleta ou ondaleta)

(ondeletes, em frances) )

 Wavelets sdo uma classe de fungdes usadas para
localizar uma determinada imagem ou sinal a0 mesmo
tempo em posicao e escala.

 Uma familia de Wavelets pode ser construido a partir
de uma fun¢ao, chamada “wavelet mae” ou “base”.

e As "Wavelets filhas" sdo, entdo, formadas por
translacdo e contracao da “wavelet mae”.



Se a define a escala e b a translacao ,
uma wavelet base ou “wavelet mae”
pode ser escrita como:

\Pa,b(t):%‘{’(ﬂj, a%0, beR

a

19



f(t) =sin;ja=1

f(t) = sin(2t) ;a =1
2

f(t) = sin(4t) ;a=1
4

Exemplificando o que seria o fator de escala de uma funcao



Parametro de Escala

O fator escala a representa uma contracdo ou dilatacao no sinal.
Para a>1 a funcio sofre uma dilatacao,

para a<l/ obtém uma contracao do sinal.

As escalas maiores correspondem a uma vista nao detalhada (global) e as escalas
menores correspondem a uma vista detalhada (local) .

De modo semelhante, em freqiiéncia, as baixas freqiiéncias correspondem a uma
informacao global (que geralmente se estende por todo o sinal ou imagem),
enquanto as freqiiéncias altas (escalas reduzidas) correspondem a uma
informacao detalhada local (que geralmente dura um periodo de tempo
relativamente curto).



Transformada wavelet

e A decomposi¢ao de uma fung¢ao com o uso de
wavelets € conhecida como transformada
wavelet e pode ser continua ou discreta.

e Gracas a capacidade de decompor as func¢des
tanto no dominio da freqiiéncia quanto no
dominio do tempo => as wavelet sao rools
poderosas no processamento de sinais e
1magens.






Transformada de Wavelet Continua

Transformada de Wavelet Continua € a integral ao longo do
tempo de um sinal multiplicado por uma escala, e deslocado por
uma funcio wavelet Y (Psi), também chamada wavelet mae:

Clescala , posicdo )= j f(¢)¥(escala , posicdo ,t)dt
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Repare que mais de uma forma (fun¢ao base ou mae) pode ser
usada para gerar uma familia

Para ser considerada uma wavelet, uma funcao inversivel tem que:

Ter uma area total NULA sob a curva da func¢do (ou integral nula) ;e

J“P(t)dtzO

Ter energia (ou integral do quadrado da fun¢do) finita,

C,=2x ﬂu‘_l ‘i’(u)‘zdu =




Familias de wavelets

= Definem a forma da wavelet mae
=« Haar
« Daubechies

= Biortogonal

» Colflets

» Symlets

« Shannon




Familia Daubechies
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Wavelet x Fourier

Essa caracteristica de energia concentrada em uma regiao finita ¢ que diferencia as
wavelets da Fourier

Lembrem que a TF usa as funcdes de seno e cosseno que sao periodicas e infinitas.

a Teoria Wavelet foi estruturada na década de 80, embora as origens da teoria
Wavelet remontam aos anos 30.

Teoricamente ha infinitas possibilidades de se projetar wavelets !!

Pode-se projetar wavelets otimizadas para realizar analises especiais, onde as
wavelets tenham caracteristicas semelhantes aos sinais sob analise. Assim, wavelets
que sdo utilizadas para compressao de dados, podem revelar-se péssimas para
aplicacdes de analises de sinais biologicos, ou sintese de musica.

Obs. JPEG 2000 usa wavelets b1 ortogonais.



Resumindo: a Transformada de Wavelets continua em F(a,b)
¢ uma funcao de dois parametros reais, a € b:

Fla,b)=[ft)¥,, (1) di

A funcao ‘E,,b(t) ¢ denominada base wavelet e definida como:

Meyer | Morlet
Chapeu Mexicano

A transformada de wavelet decompde uma fun¢ao definida no
dominio do tempo em outra funcao, definida no dominio do tempo e
no dominio da frequéncia.



Nestas transformacoes duas operacoes
sd0 1mportantes:
the operators D (scales) and T (shift) defined by

y = Dx with y(1) = [V2x (2]
and
y=Tx with y(t) =x(t — 1)

A well-known wavelet associated with the above operators is the so-called
Haar wavelet or Daubechie 1

I; O<t<,

wit) = -1; Y%<t<l,
0; te R\(0,1].




A base Haar € simples, e util para
fins de explicacao:

e DilatacOes e translacdes da "funcao de mae"
definem uma base ortogonal (a base wavelet) €
usada para descrever o sinal ou a imagem por
combinacoes lineares desta.

e Como termo escala € usado na freqiiéncia e no
denominador, deve se tomar cuidado ...... ele
nao deve ser zero!



Wavelet Transform

Positional Parameter

Wavelet Same Function:
new location

A translacdo € usado no mesmo sentido, utilizado no STFT: esta relacionado
com a localizagao da janela

33



1.04

e fty=WV);a=1
0
-1.02 mother wavelet
0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000 a_l b_o
=1,b=
1.04
1.02 fit)=WV@t);a=1
& 2
-1.02
0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000
1.04
1.02 f(it) =4y ;a=1
" 4
-1.02

0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000

Exemplo de escala agindo em uma funcao wavelet



Analise de Wavelets (no continuo)

= 1- Tome uma funcao wavelet e compare-a com
a regiao no inicio do sinal original

= 2- Calcule a correlacao C entre a funcao e a
regiao do sinal original

Sinal

Wavelet

O) IIIIIIIIIIIII!IIIIIIII



3- Desloque a wavelet para a direita e repita 0s
passos 1 e 2 até que todo o sinal tenha sido
coberto
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4 — Apligue uma escala na wavelet e repita 0s
passos 1 a3

Sinal

Wavelet

HI
=
i .:i B

IIIII'

C =0.2247



= 5 — Repita os passos 1 a 4 para todas as
escalas
= Quando for concluido, vocé tera todos 0s
coeficientes produzidos em diferentes
escalas e diferentes secoes do sinal

= Agora, o que fazer com essas informagdes?

= Um grafico € plotado onde x representa a
posicao ao longo do sinal (tempo), y
representa a escala e a cor em cada ponto
(X,y) representa a magnitude do coeficiente
da wavelet (C)



Wavelet Transform

location, scale, position and time:

£ R e

C=0.0102 C=02247
mother wavelet a=1,b=0 B
i;u Large coefficients
21 I
i |
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7 Small coefficients
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O mesmo em altitude
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Combinando escala e translacao tem-se
Um exemplo de familia de Wavelets

1F T T
-.-fﬂ_,_,-'—'_‘—\-\_\_\_\_m_h
o
H\H“M__w-’f

-k N N o

o 1 Z 4q =1 =]
1 -//—_:_\\ T
T N,
| . P .

0 1 £ 4 5 L]
1F r'"ﬁ",_l ! !

A
' N oo/
: 4 .

o 1 s q =1 =]

f(t)=sen(t);, a=1
mother wavelet
a=1,b=0

f(t)=sen(2t); a=1/2

f(t)=sen(4t); a=1/4
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Wavelets

F(a.b)=[f®)¥,, () d

1 t—b
¥ t)=—7Y— |, a#0, beR
a,b() \/E ( a )
condigdo de admissibilidade ,
Coy =27 [|u [P ()| du <o

P(0)=0

43



A Transformada de Wavelets continua em F(a,b) é:

Fa,b)=[fn)¥,, () dt

A funcio Y., (1)é denominada wavelet:

wa,b(t)ziw(t_bj, a#0, be®R

Ja a

As fungdes wavelets devem ter area zero e energia finita:

Cy =27 [|u @) du <o

condicdo de admissibilidade



Quadrature mirror filter pair

e E util pensar os coeficientes como um filtro.

e (s filtro ou coeficientes sao colocados em uma matriz

de transformacao, o qual € aplicado a um vetor de
dados.

e Os coeficientes sao ordenados usando dois padroes
dominantes: um que funciona como um filtro de
suavizacao (média), e outro que trabalha para obter os
dados da "detalhe" da informacao.

e Essas duas ordena¢des dos coeficientes sio chamados
de um par de espelhados de quadratura (quadrature
mirror filter pair) .



Analise de Wavelet (AW)

A Analise de Wavelet (AW) € feita pela aplicacio sucessiva da transformada
de wavelet com diversos valores para a (resolu¢ao) e b,

AW é uma ferramenta matematica para decomposi¢ao em nivel
hierarquico em um conjunto de aproximacoes e detalhes.

O nivel hierarquico corresponde a escala diatica (formado por poténcia de 2).

AW Permite a descrigao de uma “funcao’ em termos globais, mais
termos que variam de detalhes globais até detalhes finos.

A “funcio” em questdo pode ser uma 1magem, uma curva, um exame
médico, um objeto ou uma superficie.



v, (1)

Discrete Wavelet Transform

:L\P(ﬂj, azzj,b:kzj, (j,k)EZ2

Ja U a

mother wavelet a=1,b=0 => j=0 e k=0

47



= A escolha de escalas e posi¢des € baseada
em poténcias de 2

» Escalas e posicdes diadicas (dyadics)
= Mallat (1988)

» Implementa a analise de wavelets usando filtros
= Conhecido como two-channel subband coder



Func¢ao mae discreta: Haar

* Funcao mae Transtformada de Haar

» Considerando j um inteiro positivo €

| osae! 0<k= -1
Wix)=4-1 E-E:.'-:ﬂl

0 otherwise

Wi ()= (2 x — k]

mother wavelet j=k=0



A familia de Haar discreta:

Proposta pelo matematico Alfred Haar (hiungaro) em1909.

A transformada de Haar € um caso particular das
de Ingrid Daubechies, onde € usado um pulso quadrado definido

por: (1 O=x<:

I:I-I:'lll_ll = {x) -
j | blx)=q-1 lexs<l

| { 0 otherwise

-1

g = 12 x) Gy =d(2x - 1)
-1 ! -1

g = W14 x) dag =4 x - 1) az = {4 x —2) Wos = d({dx—3)
T T 1 1 -

T T ' T ’_‘ I T
1 L -1 -1 | -1



= Criada por Ingrid Daubechies, a familia das
wavelets Daubechies (ou db) € a Unica familia de
wavelets que tem suporte compacto e decaimento
suave

= O suporte compacto impede que a wavelet se
espalhe por todo o espectro

= O decaimento suave impede que a wavelet
introduza artefatos de altas frequéncias

]
|
noll |
- .-i-h.ua I||'| I-I‘,.-.L_
!'.'l I||r

Wavelet {db10)




Era uma vez...

e Depois de Haar em 1985, Stephane Mallat deu as wavelets mais
um 1mpulso em um trabalho em processamento digital de
Iimagens.

* Y. Meyer construiu a primeira wavelet suave e continuamente
diferencidveis (mas sem suportes compactos, contidas em
regioes finitas).

e Ingrid Daubechies (usando os trabalhos de Mallat) construiu um
conjunto de bases ortonormais de wavelets suaves, com suportes
compactos.

e Os trabalhos de Daubechies sao as bases das aplicacoes atuais.

e Em 1989, Coifman sugeriu a Daubechies uma base ortormal de
wavelets que foram denominadas de coifets



A base de um espaco vetorial V

conjunto de vetores linearmente independentes,
que fazem com que qualquer vetor v em V pode
ser escrito como uma combinac¢ao linear dos
vetores da base.



A base de um espaco vetorial V

e ¢ um conjunto de vetores linearmente independentes, que fazem
com que qualquer vetor v em V pode ser escrito como uma
combinacao linear dos vetores da base.

e Pode haver mais do que uma base para um espago vetorial.

* No entanto, todas tém o mesmo numero de vetores, € este
numero € conhecido como a dimensao do espaco vetorial.

e Por exemplo, no espaco bidimensional, a base terd dois vetores.
Esses podem ser (1,0) ou (0,1) para o R? por exemplo.

e (Os senos e cossenos sao as fungdes de base para a TF.



Uma funcao f(x) pode ser escrita como
combinac¢ao linear de uma base.
A wavelet de Haar esta associada a uma
base de ondas quadradas em diversas
resolucaoes.

Considerando diversos coeficientes ¢

f)=co+ ZZr.uﬁr“Lﬂ-

_I.:I.n. i)

@ ¢y gl i

4 , .
¥ approximation

v* approximation

TE approximation

—

V' approximation

T approximation



= Aproximacoes
» Componentes de alta escala e baixa frequéncia
do sinal

s Detalhes

« Componentes de pequena escala e alta
freqUéncia do sinal



= Para a maior parte dos sinais, a informacao
de baixas freqUéncias sao as mais
importantes

= VOz humana:

= Se removermos as altas frequéncias, a fala
ainda € compreendida embora a voz soe
diferente



EXEMPLO, UM SINAL COM 4 AMOSTRAS e seus coeficientes de Haar:

L

D00

A primeira amostra do sinal a ser codificado contém o

coeficiente que descreve o componente DC (ME
GERAL).

= bd = wd
= = = =

Esse coeficiente que descreve o sinal como uma unica
wavelet Haar.

Em seguida, o coeficiente para duas wavelets Haar ( com
comprimento metade da primeira)

Assim por diante cada uma com metade da wavelet
anterior.

|

= e B2 DD

médias R | Deta-
e | lhes
1 2 S.
4
5 > 1401
b2




Para chegar aos coeficientes calculamos em
diferentes resolucdes esses valores de
meédias e detalhes para reconstruir o sinal

e A resolucao corresponde ao numero de divisoes do
intervalo [0,1] que consideramos.

e Os valores de média correspondem, na representacao
codificada do sinal, a sua descricao por uma onda
quadrada (no caso de Haar) .

e (s detalhes sao relacionados a forma da base da
familia Haar usada (ondas de area zero de Haar)



Outro exemplo: Qual seria a representacdo do sinal:
9735 em TW de Haar?

e Repare que esse sinal pode ser entendido como
decomposto no mesmo nivel de resolugao das
bases:

| 1+ N 1+ i’ 1+

i -0 -0 - 0
0 1 10 1 1 0 1 10 i |

Ou seja ficaria como y=9x L.
(mas a1 todas as ondas estao com + 7% 1 |
+ 3 x ]

a mesma resolucao)
+ 5x [ L




Mas podemos também re-escréve-lo
considerando médias e detalhes como:

F(x) = codnd 2+ ey (x )+ dawiix) + dly/{x) Ix) = cpt(x) = dypryg (o) + iy (xd + dgr (x)
_ae [ - bhx | _ 1
+ 4 ! | + 2k |— - i
+ 1 = I + | = I |
_ —]]_
[FF— 1= —
T ]
9 7 35
Py 2 g 4 i
(agora estamos mesmo fazendo anélise em 1 6

multi resolucado)



Aplicagao em compressao sem perdas

e Repare que s6 em escrever esse sinal na ultima base ja
temos menos espaco de armazenamento do mesmo

(11 bits x 7 bits)

I(x) = coeblx)+ dow(xd + diw i Cx )+ dw ) (x)
ixy=9x [ 1 shx | 1
+ 7 x [ + 21 I__ -
1
+ 3 x I_I + | = I ] —
+ 5 X | ]_ ; ]_
1%

[



Processo de filtragem

|

=

| Fitters |/
lowpass highpass
Aproximacoes Natalhag




Processo de filtragem

»« Problema: Suponha que o sinal original tem
1000 amostras...

= Com esse processo de filtragem, passamos a ter
dois sinais cada um com 1000 amostras

=« Esse aumento na quantidade de dados nao é
Interessante

=« Podemos pegar apenas uma em cada duas
amostras dos sinais filtrados

Assim, ficariamos apenas com as 1000 amostras
=« Essa é aidéia de Downsampling



Ou seja, ao inves de:

~ / = D | z1000amostras
S I 1000 amostras
— Ié—-. A | z1000amostras

Temos agora:

——— -

I

»@—» cDI <500 coefs

S | 1000 amostras

cAl 2 500 coefs




LAVAVAN

J000 data points

cD High Frequency

AP e I et

7500 DWT coefficients

cA Low Frequency

(O AVAVAN

;500 DWT coefficients




Decomposicao em Multiplos Niveis
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O gue a analise de wavelets faz € decompor
um sinal

O processo inverso € a reconstrugao ou
sintese do sinal

=
7 a —
DL
. Upsampling ao invés
- > | |de Downsampling
AN .
I_H"M.I.-"'._PD—
S




O processo inverso € a reconstrugao ou
sintese do sinal

= Componentes de um sinal reconstruido




Coeficlientes das Wavelets

Para demonstrar uma transformada geral, vamos
usar 0 esquema apresentado na Fig. abaixo:

Analise Sintese
z[n]
Entrada Saida
x[n] y[n]
) hO > g0 !
w(n]

Nela, um sinal de entrada alimenta dois canais,
cada qual com um par de filtros FIR. Tal estrutura
é chamada de two-channel filter banks.



Coeficlientes das Wavelets

= A metade da esquerda da figura (filtros hy e h,)
corresponde a transformada direta
= Analise

s A metade da direita é a transformada inversa
s Sintese

s E esperado que a sintese gere um sinal de saida igual ao
sinal de entrada

= Os filtros complementares de banco de filtros (hy para h, e
Jo para g,) dividem o sinal em sub-sinais de baixa e alta
fregliéncia

= |sso é chamado de subband coding



Coeficlientes das Wavelets

s Para a transformada inversa, as saidas dos filtros
da parte de analise (z[n] e w[n]) passam por
outros filtros FIR e, em seguida, sao combinadas
para gerar a saida y[n]

= Aidéia é que w|n] e z[n] sejam versdes
transformadas de x[n] e que y[n] € o sinal apos a
transformada inversa

= Como dito anteriormente, espera-se que y[n] seja
igual a x|n]



Coeficlientes das Wavelets

= Vamos considerar o fifter bank da figura abaixo e
vamaos ver como se comportam wln] e z[n]:

z[n]

> _ > _ >
Entrada {b’ a} { Q, b} Saida
x[n] y[n]
» {a,b} I— {b, a} >
w(n]

= Na parte da analise, w[n] e z[n] sao definidos por:
= W[N] = a.x[n] + b.x[n — 1]
= Z[n] = b.x[n] —a.x[n —1]



Coeficlientes das Wavelets

= Precisamos saber também que s&o wlh — 1] e z[n — 1]:
= Wh-1]=ax[n-1]+ b.x[n-2]
= Z[n-1]=bx[n-1]-ax[n-2]
= Assim, y[n] sera:
= y[n] =-a.z[nh] + b.z[n — 1] + b.w[n] + a.w[h — 1]
= E, em relacado ao sinal original:
n]=-a.(b.xn]—axn—-1]) + b.(b.x[n-1]—ax[n-2]) + b.(a.x[n] +
X[n—=1]) + a{ax[n-1] + bx[n - 2])
n] =-ab.x[n] + aa.x[n - 1] + b.b.x[n-1]-ba.xn - 2] + b.ax[n] +
bxn-1] +a.ax[n- 1] + ab.x[n — 2]
n] =aa.x[h—1] + bb.x[n — 1] + bb.X[n - 1] + aa.x[n — 1]
n] = (2aa + 2bb).x[n — 1]

—_=s 0= D=
= T oo xS



Como automatizar o processo de
codificacao e de reconstru¢cao?

e (Cada conjunto : resolucao, = By -
base, func¢do de escala € e
1 Médias iferencas
repr.esentada p or .um Con-]unto ’ 32 72 112 152 | =112 I31f/2 j/z -12
de filtros de médias e detalhes
aplicado até um determinado e b
nivel.

Médias Diferencas
36/8 -16/8

Pixel A Pixel B Média (M) Diferenca (D) Alfréd H aar, 1909
8 12 10 -2
v Tt Tt
10 -2 8 12
Média (M) Diferenca (D) Pixel A Pixel B
(A+B)2 (A-B)/2 M+D) (M-D)

(a) (b)




Filtros normalizados de Haar e Daubechies

e Os filtros normalizados de Haar passam a ser:

Sy m Poghd y=i)

wolx)i= 2 Wi x -0

* De modo que os coeficientes do exemplo
anterior mudamde g 1 | 4 para: . L

w2 32

e Ou seja os filtros ficam:




Uma funcio f(x) pode ser escrita como

Considerando diversos coeficientes ¢

o M|
FW=c+ ) > cpathyi ),

=0 k=i



Intuitivamente

e nods sabemos que a freqiiéncia € algo a ver com a taxa
de alteracdo de alguma coisa.

e Se algo (uma variavel) muda rapidamente, dizemos
que tem alta freqiiéncia, e

e se esta variavel mudar lentamente, dizemos que tem
baixa freqiiéncia.

e Quando a variavel ndo muda nunca, dizemos que ela
tem freqiiéncia zero, ou nao tem nenhuma freqii€ncia.

e A freqiiéncia € medida em ciclos por segundo, ou em
unidades de "Hertz".



Algumas vezes, um two channel filter bank é
chamado de quadrature mirror filter (QMF)

Um QMF € um filter banks com condi¢cdes
especiais nos coeficientes dos filtros para evitar
aliasing e conseguir uma reconstrucao perfeita

Ou seja, sua unica diferenca para filter banks é a
escolha dos coeficientes dos filtros



= Quadrature mirror filter (QMF):
= Seja um dos filtros da analise h,

= Os outros filtros (h,y, g, € g4) sao gerados a
partir de h,

= Especificamente, h, usa 0s mesmos
coeficientes de h,, mas negativa os coeficientes
de indice par

= O filtro de reconstrugao g, € igual a h, e g,= -h,



- Quadrature mirror filter (QMF):

Entrada
—>
x[n]

hy of
Z[n]
—* {a,-b} " ({-a, b}
ho Jdo
— @b [ @b

Saida

y[n]



Numa imagem tipica

* O que se Ve sao regloes enormes onde os valores dos
pixels sao muito proximos, o que significa que os
coeficientes de wavelets associadas ou sao nulos ou
despreziveis.

e Somente em regides de transi¢coes, proximas aos
contornos onde os valores dos “pixels” variam muito,
teremos uma mudanga significativa nos valores dos
“pixels”, portanto, havera coeficientes de wavelets
apreciaveis.

Serd que o mesmo ocorre com imagens térmicas?



DWT emprega dois conjuntos de fungGes, chamadas fungdes de
escala e fungoes wavelet, que estdo associados com filtros
passa-baixa e passa-alta, respectivamente.

A decomposig¢ido do sinal em bandas de freqii€ncia diferentes
sdo simplesmente obtidas por sucessivas filtragem do sinal no
dominio do tempo por esses filtros.

O sinal original x/n] € primeiro analisado através de um filtro
passa-alta halfband g [n], e um filtro passa-baixo & [n].

Apos a filtragem, a metade das amostras pode ser eliminada de
acordo com a regra de Nyquist, uma vez que o sinal tem agora
uma freqiiéncia alterada.

O sinal pode, portanto, ser sub-amostrado, simplesmente,
descartando uma parte da amostra.

Isto constitul um nivel de decomposi¢ao



Em 2D

= 12 Passo: Expansao da imagem para que
tenha numero de colunas e niumero de
linhas multiplo de 2"
= Nao amplia a imagem, apenas a expande
= Cria efeito de bordas
= Necessario para o Downsampling

= 2° Passo: Define os coeficientes do filtro
(wavelet mae)
= Chamaremos de Wave



= 32 Passo: Célculo dos filtros (vetores):

= Lo R //filtro de reconstrugcao passa-baixa
= Lo R[i] = V2*Waveli] / =Waveli]

= Lo D //filtro de decomposi¢cao passa-baixa
« Lo D=0 Inverso de Lo R

= Hi_R // filtro de reconstru¢cao passa-alta
« H R =gmf(Lo R)

Inverte o vetor @ muda o sinal de todos os elementos gue
estao em posicao de indice par

= Hi_D // filtro de decomposicao passa-alta
« H D=0 inversode HI R



= 42 Passo: Gera as matrizes de Aproximacao e
Detalhes
= a=Lc(Lr(imagem))
= Matriz de coeficientes para a aproximacao de um nivel
= h =Hc(Lr(imagem))
« Matriz de coeficientes para detalhes horizontais
= V= Lc(Hr(imagem))
« Matriz de coeficientes para detalhes verticais
= d = Hc(Hr(imagem))

« Matriz de coeficientes para detalhes diagonais



= 42 Passo: Continuacao (em termos de
algoritmo)
= Y=Imagem * Lo D

sa=Y Lo D
s h=Y - H_D
= Y =Imagem *| Hi_D
O V=Y*C Lo D
s d=Y - H_D

» *| = Convolugéo em linha
= “c = Gonvolugao em coluna



= 5° Passo: Retorna a matriz de Aproximagoes
» Saida da funcao
= 6° Passo: Volta a matriz as dimensoes

originais da imagem caso tenha havido a
expansao



Em uma imagem digital ou sinal (bi-dimensional),

Calcula-se seus coeficientes de wavelets tratando suas linhas e suas colunas
como se fossem sinais ou ‘“‘imagens unidimensionais”.

Imagine que tenhamos uma imagem com 2k x 2k ](D)iXGlS, a qual pode ser
armazenada numa matriz quadrada, Ali; j],1;j=0; ... 2k-1.

Cada linha ou coluna € considerada como se fosse uma imagem
unidimensional, aplicando-se o processo de obtengao dos coeficientes de
wavelets, separadamente.

Existem dois tipos de decomposi¢des de imagens digitais: a padrao ((1vai—se
até€ o fim por linhas de pois por colunas) € a nao padrao ou piramidal
(decompomos cada linha aplicando-se apenas um passo no processo e
depois, tratamos cada coluna resultante).

De modo que uma imagem unidimensional (ou sjna(lj) com 2% pixels é uma
a seqiiéncia de numeros onde cada um € a intensidade correspondente ao
valor do pixels



Bidirectionally
Transform lines Transform lines

v
v

Transform
columns
Transform
columns
(a) (b)

Standard Decomposition Pyramidal Decomposition
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Low and High frequency components

H o’

1@ Ol

cD cD

L L
N O=REO

Decomposition Reconstruction
DWT IDWT




Onde ocorre a compressao dos dados?

Exemplo de reconstru¢ao de uma imagem usando-se diferentes
percentagens de seus coeficientes de wavelets.

Note que mesmo usando apenas cerca de 5% dos coeficientes de
wavelets a reconstrucao € perfeita

Sé se 1nicia a ver defeitos com menos de 2% dos coeficientes.

Reconstrucdao com a wavelet Daub4



WA => codificacio esparca

Uma vez que o sinal original ou a func¢ao pode ser
representado em termos de expansao de wavelet
(utilizando coeficientes de uma combinacao linear das
funcdes wavelet)

Operacoes pode ser executada utilizando apenas os
coeficientes wavelet correspondentes.

Pode-se ainda escolher as melhores formas adaptadas
aos dados, e truncar os coeficientes abaixo de um
limite (dados pouco representativos).

Isto faz com que a codificacdo wavelets seja uma
excelente forma de compressao de dados.



YWawvelet Toolbox Main Menu

matlab

¢ wave
menu




Compressao com Perdas

) Wavelet 2-D =101 x|

Fle Mew Insert Tools  Window  Help "

Qrigivinl Iorisige Data {Size) | woman (256x256)
. i (7 Wavelst Idh j |4 j
W' 7/ . Level |2 vl

Analyze |
Statistics Compress
Histogram= De-noize
Dezompoeition at leveal : Iz - I
View mode : Square j
1
Full Size
2 4

Operations on selected image :

Visualize

Full Size

Reconstruct

Colormap Im
Hb.Colors 4 |+ I?
Brightnes= £ + |
X+ ¥+ ¥+ x ¥ X = = =
Cemer On —I—I Info I History —I— View Axes Close |
x- T | E | | Y= =




Decomposi¢cido em
niveis: 1

Coelicientes de - Detalhes
Aproximacao - H |_ Horizontais

o

e Nivel 1




e Nivel 2



Wavelet Packets

A transformada wavelet € um subconjunto de uma
transformac¢do muito mais versatil, chamada Wavelet
packets (pacote de wavelet) .

Wavelet packets sdo combinacoes lineares de Wavelet.

Eles formam bases que mant€ém muitas das
propriedades das wavelets-mae como ortogonalidade,
suavidade e localizacao.

Os coeficientes das combinacoes lineares calculados
por um algoritmo recursivo calculado por uma
estrutura de arvore.



Wavelets pode ajudar a resolver o problema de ruido?

 Em diversos campos do uso de sinais, 0s
cientistas se deparam com o problema de
recuperacao de dados ruidosos.

e AW . através de uma técnica chamada de
wavelet shrinkage ou thresholding
(encolhimento ou limiariza¢do) , proposta por
David Donoho pode resolver sim!!



Decomposition
&
Denoising

|
|

100 120

The 1mage noise is
a stochastic
Gaussian
Distributed
function.




A técnica funciona da seguinte maneira.

Quando se decompdem dados usando wavelets, usa-se filtros que
agem como filtros de média e detalhes.

Assim alguns dos coeficientes wavelet resultantes correspondem
aos detalhes do conjunto de dados.

Se os detalhes sao pequenos, eles podem ser omitidos sem afetar
substancialmente as principais caracteristicas do conjunto de

dados.

A 1déia de limiarizacao, entdo, € zerar todos os coeficientes que sao
menores que um determinado limite.

Estes coeficientes sdo utilizados zeros na transformacao wavelet
inversa para reconstruir o conjunto de dados.

Essa técnica € um passo significativo na melhoria de dados
ruidosos, pois o denoising € realizado sem que se perca as
estruturas finas.

O resultado € um sinal mais limpo, mas que ainda mostra detalhes
1mportantes.



Imagem de Ingrid Daubechies (de 1993) e closes em
seus olhos: original, com adi¢ao de ruido e com denoise

Donoho denoise:

Ingn'd Daubechies
I 110

120

e almagem €

an

transformada para o h s
dominio de wavelet . -
(u S ando Coiﬂets — 3 ) 1o Muoisy {closeup) 0 De-MNoised (closeup)

120

e Aplica-se um limiar

140

(threshold) e

1600

120
150
140
150
160

e Faz-se a
transformada i1nversa.



Wavelet denoising

e Identify low and high energy coefficients

 Modify noisy coefficients by adaptive
thresholding

 We use the optimal adaptive threshold [1-6]:
I = an / o

2 ) :
(02 , = Noise variance

O = Original Signal variance

(this is a Hard Thresholding approach)



Comparing the performance

eCompression ratio

eQuality:
eRoot Mean Square Error (RMSE),
eSign Noise Ratio (SNR) and

ePecak Sign Noise Ratio (PSNR)




Denoising Aspects

In/Original
Image —,

Transform | Quantization

Coding

Out /
— Compressed

A

\ 4

denoising by thresholding
wavelet coefficient of detail

Image
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coefficient of detail

Aproximacao Al
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40
(=11
g0
100 ¢
120

20 40 B0 30 100120
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40
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100
120

20 40 B0 S0 100120
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40
g0
a0
100
120

20 40 B0 30 100120

Detalhes Diagonais O
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40
60
g0
100
120

20 40 &0 SO 100120
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Smooth regions: coefficients dominated by noise

Aproximagao A1 Detalhes Horizontais H1 Detalhes Vericais W1 Detalhes diagonais 01

200 20 20 20
40 40 40 a0
B0 ] ] B0
80 80 80 80
100 f 100 100 100
120 120 120 120
20 40 B0 80100120 20 40 60 80100120 20 40 60 80100120 20 40 B0 50100120
Aproximagao A2 Detalhes Horizontais H2 - Detalhes Yerdicais W2 Detalhes Diagonais D2
20 20 20 20
40 40 40 a0
B0 &0 &0 B0
80 80 80 80
100 100 100 100
120 120 120 120
20 40 B0 80100120 20 40 G0 80100120 20 40 G0 80100120 20 40 B0 50100120
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wavelet families : 36 variations

Coiflets A&;

caif2

+

=
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Biortogonal
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Tested Images

3 resolution:
. 28x128,
256x256

Circle and
:-: 3 degradation
Cameramen heckerboard levels

VACIAVE VAV

Then, hypertext links, form fiels
Acrobat 3.0 software to make i
optimized the file, making it cc
on any platform—Macintosh;’

Text

Additive
White
Gaussian
Noise
Goldhill Senusoidal (AWGN):
Acrobat 3.0 is the fasi sowbe 105 ihe o & =5
pubIhy dcume o= -1 ()
ke s d

= =20
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The tested 3456 cases, presented on 96 tables or 288 graphs

Evaluation criteria:

PSNR = 20 log |, > 1
RMSE




Wavel.ab

e ¢ um biblioteca de rotinas para analise wavelets
para Matlab desenvolvida em Stanford.

e Se usar o Matlab, copie os arquivos do
diretorio ~wavelet/matlab para o seu diretorio
/matlab e divirta-se !

e A Universidade Rice, nos EUA, também
desenvolveu um pacote para implementar

analise e projeto de bancos de filtros em
aplicacoes 1D e 2D para Matlab 4.1



RMSE

Same image and ¢ 1n 3 levels
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Conclusions

This work seeks to investigate the wavelet compression-denoising behavior
related with S type of wavelet used (Haar, Daubechies, Biorthogonal,
Coiflets and Symlets and a total of 36 subtypes) , image content and noise
level.

Comparing thresholding process to remove additive noise from three
noise level (low 5%, median 10% and high 20%) ; and 3 levels of
resolution (128x128, 256x256 and 512x512)

The target of the work is to define which combination present the best and
the worst results

The best choice related to quality is more dependent to the image content

Imagem Qriginal Imagem Comprimida Erro Absoluto
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Mining the results

* The graphs for natural images related with the wavelets type
used have been presents similar distribution considering all
noise level and denoising approach.

e The non binary synthetic images (text and sinusoidal) presents
more similar behaviour for median and high noise level.

e But the circle and chessboard images present no
characteristics that permits adequate conclusion related with
what could be pointed as best wavelet type for compression and
denoising.



rating

 Haar and Biortogonal 1.3 types presents the
first and second best quality.

e Worst results are obtained with the
Biortogonal 3. 1 type.

e Considering the image content, they show
more dependent to the image type and wavelet
(Haar, Daubechies, Biorthogonal, Coiflets, or
Symlets) used than could be expected.



Verificar a possibilidade de usar
wavelets como features

1- usando a regido das tiroides imagens térmicas
(ROI) em escala diatica (NxN onde N=2")
Verifique a eficiéncia de seu reconhecimento
por Wavelets.

2- 0 que ocoerre se os coeficientes de media e de
detalhes forem usados .
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