Transformacoes
Geomeétricas em C.G.

Cap 2 (do livro texto)

Aula 3,4 e 5- UFF - 2014



Geometria Euclideana : 3D

* Geometria
* Axiomas e Teoremas
* Coordenadas de pontos, equagoes dos objetos

* Geometria Euclideana (3D)

* CG (objetos):
* Topologia :Faces, arestas, vértices
* Geometria (conjunto de coordenadas dos vértices)
¢ Distancia entre 2 pontos => metrica

d(x,y) =+/(x; — y1)? + (x2 — »2)? (Euclidean metric)
dix, v) = |x; — vi| + |x2 — y2| (Manhattan metric)

¢ Comprimento dos vetores



n
u.v= Z V. u,=produtointerno
i=1

Produto interno no R":(inner product ou dot product)
- comprimento ou norma: ||u|| = |u| = (u .u )”*,
- um vetor com comprimento 1 € chamado normalizado ou unitario

- normalizar um vetor => u / |[u]|

- distancia entre 2 pontos:PQ =>comprimento do vetor Q-P

Como se calcula a distancia entre os pontos (1,1,1) e (2,3,1) ?

Vendo esses pontos como vetores, como eles sdo transformados em vetores unitarios?



Produto interno no R #:¥= 2 Vit =produtointerno

i=1
(inner product ou dot product)

(u.v)= |u||v| cos (B) \

a projecao de um vetor w

perpendicularmente em uma data direcao definida por um
vetor v € o produto interno de w pelo vetor unitario na
direcao de v : u

Projete o vetor (2,3,1) na direcao de (1,0,0), (0,1,0), (0,0,1), (1,1,1) e (1,0,0) -
(0,1,0).



n
u.v= Z V.U, =produtointerno

Produto interno no R~; l (u.v)= |u||v| cos (B) =0
(inner product ou dot product)

2 vetores:u,v
sao chamados ortogonais se forem perpendiculares, ou seja se 0

angulo () entre eles for 90 graus

como o cosseno de 90 graus =0
(u.v)= |ul|v|cos(B)=0

Logo W € U sao ortogonais a um vetor v se...
(complete com suas palavras)



Bases ortonormais

Uma base € ortogonal se os vetores que a compuserem
forem mutuamente ortogonais.

Uma base € ortonormal se os seus vetores aléem de

ortogonais forem unitarios.
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As 4 bases ao lado

sao ortonormais ?

(em relacdo a elas proprias e
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Mudanca de base: E
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Dado um ponto em um
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sistema de eixos como

representa-lo em outro
sistema qualquer?

P = (10,8)'= (6,6) =(8,6)'= (4,2)



Mudanca da base 1 para a 2
(10,8)'= (6,6)?

A base 2 pode ser vista como a base 1,

deslocada para a posi¢ao (4,2) . Oua l como
a 2 deslocada de (-4,-2).

Assim a matriz de transi¢cao da base 1 para
a2 ¢ dada por: M,

P'=M,,P

E sua inversa representa a transi¢cdo da base
2paraal: M,

P'=M,, P
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Mudanca da base 2 paraa 3
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* A base 2 pode ser descrita em Ii
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funcao da base 3, como deslocada D
para a posi¢ao (-4,-6) e depois

tento sua unidade de base

amplificada por um fator 2

2 0 -4
* Assim a matriz de transig:z”w(b/' 0O 2 -6

base 2 para a 3 ¢ dada por:
0O 0 1

* E suainversa representa a 0,5 0 2
transicao da base 2 para a 3; >
’ P 0 0,5 3

0O O 1




Mudanca da base 2 paraa 3: (6,6)2=(8,6)

A base 2 pode ser descrita em func¢do da base 3, como :
deslocada para a posicao (-4,-6) e

depois tento sua unidade de base multiplicada por 2
(importante: essa ordem nao ¢ comutativa) !

Assim a matriz de transi¢cao da base 2 para a 3 ¢ dada por:
M

>3

PP=M,,P

E sua inversa representa a transicio da base 3 para a 2:
M3->2
] — 3
P=M, P

A base 2 pode ser descrita em fun¢do da base 2 como :
deslocada para a posicao (2,3) e

depois tento sua unidade de base multiplicada por 0,5
(lembre: essa ordem nao ¢ comutativa) !

Verifique se M, M ,, = I=M, M,
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Combinando matrizes de transicido

* Repare que voce
pode 1r da base 3
para a base 2,
compondo (i.e
multiplicando na ordem
correta) as matrizes
homogéneas :

-4 2 0 0

* de translacao

o (=] —

0
L o6 ll0o 2 0
0

* de mudanca de
escala.

1 |10 0 1




Matrizes de transicao se combinam como
qualquer matriz !

* Repare que voce teria 0 mesmo
efeito combinando as matrizes de
translaciao das origens ¢
mudanca de escala dos vetores
unitarios das novas bases.

* Com mesmo raciocinio voc€ pode
ir de 3 para 1 ou de 1 para 3,
combinando:

P'=M,, P'=M,M,, P

P'=M, P'=M, M, P=

23 2->3 1> _ 1
o 2 6/lo 1 2| P'=lo 2 of| P




Combinando matrizes de transicido

Repare que voce pode ir da base 3 para a base
1, compondo as 2 matrizes de transicao
anteriores da mesma maneira como voce
combina matrizes em coordenadas
homogeéneas.

Como ficariaM, , M, ,?



Combinando matrizes de transicido

Repare que voce pode ir da base 3 para a base
1, compondo as 2 matrizes de transicao
anteriores da mesma maneira como voce
combina matrizes em coordenadas
homogeéneas.

Como ficariaM, , M, ,?



Mudanca da base 4 para a 3 (e vice versa)
=(8,6)= (4,2)*

Faca voce a ultima etapa M, ; M, , e tambem

M1->4 M4->1

(Dica : lembre de usar as matrizes de rotacao e a origem do sistema 4

esta no ponto (6,7 ;1,8 ) do sistema 3 ! )



Transformacoes de coordenadas

Genericamente nao precisa ter um unidade unica nas duas direcdes!

Origem e vetores unitarios
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Os eixos pode estar em qualquer angulo!

“yi x’

3

y ’\ relacionar os sistemas de eixos!

Qualquer transformacao afim pode

X.
0, 2 \{ p=|
1 yi

(f 3) (2)+(j)=m+f

Transformagdes de coordenadas genericamente



Os eixos podem sofrer qualquer efeito!

Como se eles mesmo fosse uma imagem!

bodf bet




’ q
Ate aqui! Transformagdes afins

Fim aula 4!

a b\ [x € < R ——
) ( l) ! ( ) =Artt G
A_(4 b\ [ricosth —rysinb, -
“\ec d)  \rsinf  rcosb
(ry,0,) are the polar coordinates of the point (a, ¢)

(r2. (62 + 7/2) D O //
NG




O mesmo vale para bases 3D

Para mudar de um sistema positivo
(right handed coordinate system) para

um negativo (left handed coordinate
system)

A matriz de transicao em coordenadas do R’
¢

Como ¢ essa matriz de transicao em
coordenadas homogéneas ?




TransformacoOes afins

a b X1 4 — _
[ K V) R —

A9 b\ [ricosy —rysint,
“\e¢ d)  \rsing  rcosh

(r1,8,) are the polar coordinates of the point (a, ¢)
(r2, (6> + /2)) (b, d)



Transformacoes afins

a b X1 + 4 =A,1;-|—t. m__ _
¢ dJ\nj \J e

a b ricosf, —rysinf,
A — p— .
c d risinf;  rycost,

(r1,8,) are the polar coordinates of the point (a, ¢)
(r2, (6> + /2)) (b, d)



Aula 3:Transformacoes

* De corpo rigido (semelhanca).

* Distancia entre 2 pontos quaisquer €
inalterada.

* Angulos entre vetores € inalterado.
* Rotacoes, reflexoes e translacoes



Transformacoes

* De corpo rigido (semelhanca).

* Distancia entre 2 pontos quaisquer €
inalterada.

* Angulos entre vetores € inalterado.
* Rotacoes, reflexoes e translacoes



Transformacoes
e Afim

¢ Transf. Lineares + translacoes.
¢ Conceitos:
* multiplicacao de vetores (u, v, w) e matrizes T

X yiy X + ¥i
¥2 X2+ ¥

* soma de vetores.
=)+ ()= (
® Vetores => (linha ou coluna)
® Transposta (T'Lj)=(Tj1)
* (AB)" =B'A' (x1,%2) =

® Vetor coluna (nx1): T (u)
® Vetor linha (1 xn) : (u’) T"

-\.

).

&



Transformacobes simples desejaveis!
* Definicao

1. Tlu+o)=T(u)+ T(v)
2. T(av)=a T(v)

¢ 1y, v vetores de dimensaon=2ou3.

¢ T matriz quadradas n x n.



Objetos em CG: Basta multiplicar T aos
vetores ou pontos do objeto

MAS TEMOS UMA PROBLEMA:

A translacao nao ¢ uma transformacao linear.

A




TODAS AS DEMAIS Transformacoes

Lineares Bidimensionais
2D
* 530 representadas por matrizes 2 x 2.

Te|® €Y= ax—+cy
b d|\y| \bx+dy



Rotacao em torno da origem

(x%y)

_[cos(8) —sin(6)
O 5= sin(@) cos(6)

Wy Y

—_— .

Y ¥
(Cos 8 .2in ) (043

&
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Como esse chegou a essa formula:

X = FCGS¢ t (K’, }r’)
y =rsing

x'=rcos(¢+0)
(%, y)

y'=rsim(¢ + 0)

x'=rcos¢cosf —rsingsinf
y'=rcos¢sing + rsingcost

Substituindo r cos(d) e r sin(d) por x e y nas equagoes
anteriores tem-se:

{x' = xcosf — ysin0

y'=xsinf + ycos0



Escala em uma direcao (horizontal)

o)
S0 T

(k=17

(D=k=1]




Reflexao em Relacdo ao Eixo X




Reflexao em Relacdo ao Eixo Y




Reflexao em Relacao a Reta y = x




Como fica a reflexao em torno da
origem??



Como fica a reflexao em torno da

origem?
-1 0 0
0 -1 0

0 0 1



Cisalhamento:




Cisalhamentoem Y




Como fica o cisalhamento em ambos?



Transformacodes Rigidas

* RotacoOes, Reflexdes e Translacoes.
* Preservam angulos e comprimentos.

¢ Para matrizes ortonormais a Inversa ¢ a matriz
transposta (T"'=T").

Importante: conceito de rigida e linear (ou afim) €
diferente?

Cisalhamento € rigida?
E a Mudanca de escala?



Se 0 objeto nao esta na origem!!

Mudanca de escala Nao e uma T. rigida!

T =

i




Transformacodes Rigidas

* Rotacoes, Reflexoes e Translacoes.
* Preservam angulos e comprimentos.

¢ Para matrizes ortonormais a Inversa ¢ a matriz
transposta (17 =T").

Conjunto de transformagoes geométricas: translagoes e rotagoes (também designadas
por isometrias).

Invariante = distancia entre pontos.

= angulos, comprimentos, areas, volumes



Se 0 objeto nao esta na origem!!

Mudanca de escala Nao e uma T. rigida!

T =

i




Composicao de Transformacodes

* Quando for necessario transformar um objeto
em relacao a um ponto P arbitrario:

¢ Translada-se P para origem.

* Aplicam-se uma ou mais transformacoes
elementares por multiplicacao.

¢ Aplica-se a transformacao desejada (mesmo nao
lineares definida em uma forma mais simples).

* Aplicam-se as transformacoOes elementares
Inversas.

* Aplica-se a translacao inversa: -P



Coordenadas homogéneas

* no R’¢ um elemento do R’ com uma relacao de escala.
P= (x,y,/l) ;A#Q, (x//l,y//l 1 )

* Um ponto do plano e definido como:

¢ Chamado P = [x,y,1] em coordenadas homogeneas
(uma classe de equivaléncia).



Em coordenadas homogéneas as matrizes anteriores

* Devem ser 3 x 3 para as mesmas transformacoes
atins bidimensionais.

/ \
a
M=| b
P

N [ O
v S S



Transformacdes elementares por
multiplicacao

oS S Q
S _”_U O

—_ O O
<
1
7
&

Conjunto de transformagdes afins (ou afinidades): translagéo, rotagdo, varia¢ao de
tamanho (scaling) e cisalhamento (shearing).



Matriz de Translacao



Mas agora todas podem ser combinadas
de mesma forma

Ou concatenadas



Resumindo as elementares em 2D

[1 0 Ax|[x] x'l] [A, O O]
=10 1 Ay||y y'[=[0 A, O]y
0 0 1 |[1] 1] |0 0 1
Translacao Variagao de Tamanho
‘cos@ —-smf O0][x] x'"l [1 x, O
smf cos@ Of|y yii=|x, 1 0
0 0 1|1 1 0O 0 1

Rotacao Cisalhamento




Mas agora todas podem ser combinadas
de mesma forma

Ou concatenadas



Em coordenadas homogéneas as matrizes anteriores

* Devem ser 3 x 3 para as mesmas transformacoes
afins bidimensionais.

/ \
a
M=| b
P

N [ O
v S S



Imagine que se queira rotar o segmento
de reta (2,0)(5,0) em torno de (2,0)

A 4

P V
—,—H—b L -
P P P/ f/
. ——— B e — 2 >

x'l [1 0 2][cos® -sin6® O|[]1 0 =2|[x
y'[=|10 1 Of|smm@ cos@ OO0 1 O]y
1{ [0 O If[ O 0 1110 0 1




Composicao de Transformacodes afins

— O operador de composicao € o produto de matrizes.

— E uma consequéncia do Axioma da Associatividade da geometria afim e da dimensao 3x3 das
matrizes associadas as transformacoes afins 2D.

— A ordem de composicao de transformagoes afins e relevante.
— O produto de matrizes nio é uma operagao comutativa.

— A geometria afim nao satisfaz o Axioma da Comutatividade.

x] ([1 0 Ax][cos®@ -sin® 0O -AI 0 0]\[x
y[=[|0 1 Ay|[smf «cos6@ OO0 A Off|y
1) {0 0 1] 0 0 1110 0 1})[1




Matriz de Translacao



TransformacOes elementares
por multiplicacao em coordenadas nao
homogéneas, ficam iguais em

homogéneas!
/a C OHx\ /ax--cy\
M=\b d 0] y|=|bxtdy
O 0



Transformacdes elementares por
multiplicacao

| o\l | |

a c ax+tcy
M=\b d O|ly]|=|bx+dy
0 0 1/ \1 /T




Transformacodes Rigidas

* Rotacoes, Reflexoes e Translacoes.
* Preservam angulos e comprimentos.

¢ Para matrizes ortonormais a Inversa ¢ a matriz
transposta (T'=T").

Conjunto de transformagoes geométricas: translagoes e rotagoes (também designadas
por isometrias).

Invariante = distancia entre pontos.

= angulos, comprimentos, areas, volumes



Efeito em um ponto no infinito

(pedindo desculpa aos matematicos pela notagcao!)

M=

|

\

1
0
p

0
1
q

0
0
1

\

;

/

X

Y
\O

\

/




Pontos de Fuga

* Um ponto no infinito pode ser levado em um
ponto P,do plano afim.

* Familia de retas paralelas que se intersectam
no infinito sao transformadas numa familia
de retas incidentes em P,.

¢ P, e chamado de ponto de fuga.

¢ Ponto de fuga principal corresponde a uma
direcao paralela aos eixos coordenados.

* Imagem de [x,0,0] ou [0,y,0].



Fim da aula 3 : POntO de Fuga




Espaco 3D

* Um ponto do espaco 3D e definido como:

P=\(xy,24);A#0,(x/ Ayl 4,z12,1)]

* Denotado por P = [x,y,z,w] em coordenadas
homogeneas. AY

X P=(xy,2)




Translacao no Espaco 3D

1
()
0
(]

0
0

0
0

0

|
d,

d.,

B

X P=(xy,2)

< 4



Escala em torno da origem do Espaco 3D

L

-
()
()
()

() 0
8y 0
b &,
() ()

1

X P=(xy,2)

< 4



Rotacoes no Espaco 3D

Em

tomo
de z

(angulos de Euler)

AY
Em
tomo
de x AY
Em
f’? ke torno
X :
_‘_qﬁ‘ de y
/ ¥
X



C COS H

sin ¢
(h

0

—sinf 0
cos® 0O
0 1

0 ()

Em torno de Z

(0"
(0
0




Em torno de X

1
(0
0
L0

0
cos @
sin #

()

0 By
—sinf 0
costl 0
0 L
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Emtornode Y

m cosf

I
—sin#
()

0

e

0

sinf 07
0 0

cosf 0
0 il
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Emtornode Y
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I
—sin#
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0

e

0

sinf 07
0 0

cosf 0
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Projecoes:

Elementos basicos:

— Plano de projecao: Superficie onde sera projetado o objeto.
Onde ele sera representado em 2D;

— Raios de projecgdo: Sao as retas que passam pelos pontos do
objeto e pelo centro de projecao;

— Centro de projecdo: E o ponto fixo de onde os raios de
projecao partem.

Y

[ . r
z j/‘ Plansde Prsjacae o |
S




Classificacao:

» Projecoes paralelas e projecoes perspectivas

C. de Projecdo

no Infimito
- A
_—\A
I '\-x
#. ."-'"-.__
|I '\\L )
|I "'xm B
1 x_"l - ] B -
C. de Projecio
1 no Fimito
Raios Projetores




Caracteristicas:

» Projecoes Paralelas
~ O centro de projecao € localizado no infinito

- Todas as linhas de projecao sao paralelas entre si;

- Sao tradicionalmente usadas em engenharia e desenhos
tecnicos;

— Em alguns casos preservam as dimensoes do objeto;

— Nao produzem imagem realista.
—/m |
= U0




Perspectiva (tela do museu de Montreal)




Perspectiva (tela do museu de Montreal)




Caracteristicas

» Projecoes Perspectivas

~ Todos os raios de projecao partem do centro de projecao e
interceptam o plano de projecao com diferentes angulos;

~ Representam a cena vista de um ponto de observacao a uma
distancia finita;

~ Os raios projetores nao podem ser paralelos.

—~ Baseiam-se no numero de pontos de fuga da imagem
projetada;

~ Sa0 mais realisticas na representacao de objetos;

— Nao reproduzem as verdadeiras medidas do objeto;



Ponto de fuga

— Ilusao de que conjuntos de linhas paralelas (nao-paralelas ao
plano de projecac) convergem para um ponto;

— Pontos de fuga principais sao aqueles que dao a ilusao de

interseccao entre um conjunto de retas paralelas com um dos
€ixos principais.
| ¥ ¥




O que sio eixos principais?

Maior e menor momento de inéercia.

Nao ha produto de inércia para os eixos
principais

Podem ser entendidos como os do menor BB

possivel para o objeto de interesse.



Foto de

uma rua
de

(Podgorica)

Montenegro
2014

Dois pontos de fuga:




Pontos de fuga principais

— Nota-se que cada conjunto de linhas paralelas no espaco pode
ter associado um ponto-de-fuga. Assim, com o objetivo de
definir um critério de classificacao, somente as linhas paralelas
ao0s eixos sao consideradas.




Possivel mas nao € muito realista

Projecoes perspectivas de trés pontos-de-fuga sao usadas
menos frequentemente, dado que elas acrescentam pouco
realismo ao ja alcancado pelas projecoes de dois pontos-de-
fuga. PF_1
I

| .« PF-2
B

3 pontos de fuga e realidade



Mas ocorre se 0 observador estiver muito
perto do objeto:




Matriz Projetiva

* Uma transformacao projetiva M do R’ é uma
transformacao linear do R

* A matriz 4 x 4 de uma transformacao projetiva
representa uma transformacao afim tridimensional.

{dgm\

e h n
f i o
q V S /

M=

a
b
C
P



Transformacao Perspectiva

* Ponto P do espaco afim e levado no
hiperplanow=rz +1

* Se z=-1/r, entao P € levado em um ponto no
infinito.

* Pontos do espaco afim com z = 0 nao sao
atetados. | 0 0 OHx\ | X |

1
ME;OIOOy )Y

0 0 1 O0Offlz z

\OOV |

ARNIRLCARY




Ponto de Fuga Principal

* A imagem do ponto ideal, correspondendo a
direcao z, tem coordenadas [0, 0, 1/r, 1]
* Este € o ponto de fuga principal da direcao z.

* Semi-espaco infinito 0 < z < = € transformado
no semi-espaco finito 0 <z <1/r.

|

1 0 O OHO\ (O\
0O 1 0 OO0 0
M —
o 0 1 o171
0 0 r |1

N



Mais de Um Ponto de Fuga

* A transformacao perspectiva com 3 pontos
de fuga, possui 3 centros de projecao:

*[-1/p, 0,0, 1]
*[0,-1/4,0, 1
*[0,0,-1/r, 1]
* O mesmo resultado € obtido com a aplicacao

em cascata de 3 transformacoes perspectivas,
com um unico ponto de fuga em cada eixo.




Basta Implementar Transformacoes
Com um Unico Ponto de Fuga

* Transformacoes perspectivas com dois
pontos de fuga equivalem a combinacao de:

¢ rotacao ao redor de um eixo perpendicular ao
eixo que contem o centro de projecao.

¢ transformacao perspectiva com um unico
ponto de fuga.

* Com duas rotacoes, obtém-se transtormacoes
com trés pontos de fuga.



Projetar Sempre Acarreta Perder de

Informacao

":.'I'"-::'_-_---.... ....----__'::'='I':|'

http://isgg.net

1SGG
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	Slide 1
	Slide 2
	Slide 3
	Slide 5
	Slide 6
	Slide 7
	Slide 8
	Slide 9
	Slide 10
	Slide 11
	Slide 12
	Slide 13
	Slide 14
	Slide 15
	Slide 16
	Slide 17
	Slide 18
	Slide 19
	Slide 20
	Slide 21
	Slide 22
	Slide 23
	Slide 24
	Slide 25
	Slide 26
	Slide 27
	Slide 28
	Slide 29
	Slide 30
	Slide 31
	Slide 32
	Slide 33
	Slide 34
	Slide 35
	Slide 36
	Slide 37
	Slide 39
	Slide 40
	Slide 41
	Slide 42
	Slide 43
	Slide 44
	Slide 45
	Slide 46
	Slide 47
	Slide 48
	Slide 49
	Slide 50
	Slide 51
	Slide 52
	Slide 53
	Slide 54
	Slide 55
	Slide 56
	Slide 57
	Slide 58
	Slide 59
	Slide 60
	Slide 63
	Slide 64
	Slide 65
	Slide 66
	Slide 67
	Slide 68
	Slide 69
	Slide 70
	Slide 71
	Slide 72
	Slide 73
	Slide 74
	Slide 75
	Slide 76
	Slide 77
	Slide 78
	Slide 79
	Slide 80
	Slide 81
	Slide 82
	Slide 83
	Slide 84
	Slide 85
	Slide 86
	Slide 87
	Slide 88
	Slide 89
	Slide 90
	Slide 91
	Slide 92
	Slide 93
	Slide 94
	Slide 95
	Slide 96
	Slide 97
	Slide 98

