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Fisica. Mecanica. Estatica

Teorias de momentos de inércia de corpo
rigidos.

Momentos geomeétricos (também
chamados de momentos de area) .

Caracteristicas do objeto a ser analisado
na imagem independente de sua
orientacao, tamanho ou posicao.

Invariancia quanto a rotacao e translacao.



Sistemas de Coordenadas

O Sistema de Coordenadas nos da uma
referéncia sobre o tamanho e a posicao
dos objetos na area de trabalho;

« Existem diferentes sistemas de
coordenadas para descrever os objetos.



O que sao eixos principais?

* Maior e menor momento de inércia.

« Nao ha produto de inercia para 0s eixos
principais

 Podem ser entendidos como os do melhor

posicionamento na captura por camera
para os objeto de interesse.



Tensores

Sao entidades geométricas introduzidas na matematica e na fisica para
generalizar a nocao de escalares, vetores e mairizes.

Assim como tais entidades, um tensor € uma forma de representacao
que tem um conjunto de operagoes especiais como a soma e o produto
e mesmo uma NOTACAO ESPECIFICA.

Muitas grandezas fisicas sao melhor representadas por uma estrutura
de dados especial que outras.

Por exemplo, o peso é escalar, mas a forgca € uma grandeza vetorial ja
a Inércia, a Tensao e a deformacao sao tensoriais pois usam de uma
relacao entre dois vetores .

Por exemplo a tensdo usa a idéia de forca sobre a superficie , que na
verdade € um vetor associado a normal da area . E assim é expressa
como a relagao entre estes dois vetores.



A estrutura de dados:

Os componentes do tensor, em um
sistema tridimensional de coordenadas
cartesianas, formam uma matriz
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s&o as forcas que atuam sobre as faces e, €7, € €3
do cubo.




Comportamento em relacao a rotacao de base

E possivel obter um tensor em qualquer

base de forma simples conhecendo como

ele se comporta ,e suas coordenada sao Y
descritas em relacao a diversos sistemas

de coordenadas de base.

Um vetor sob mudanca de base deve ser
multiplicado por uma matriz adequada.

A dependéncia de coordenadas de um
tensor toma a forma da transformagao
que relaciona a matriz de um sistema de
coordenadas para o outro, por duas
multiplicacoes de transformacoes!!



Transformacoes

+ Escalar.

+ Vetor:
* multiplicacao de vetores ( u, v, w) e matrizes T
* soma de vetores.
e Vetores => (linha ou coluna)
e Transposta (TTi,j)=(Tj,i)
e Vetor coluna (nx 1): T (u)
e Vetor linha (1 xn) : (u) TT



Transformacoes em vetores

2D vetor coluna
e Sao representadas por matrizes 2 x 2.

raf® € \X L [axtey
b d N\y] \bx+dy



Rotacao em torno da origem

154 ~ [cos(6) —sin(6)
.\w Re_(sin(é’) cos(8) )

W ¥
L
. é
Y Y
(Cos 8 .2in ) 4 1)
& (-zin g coz 9) T
o "




Sistemas de Coordenadas

« Coordenadas Polares

— As coordenadas sao medidas por um raio e
um angulo (r, 6);

#
b

>

Coordenadas Polares



Sistemas de Coordenadas

« Coordenadas Esféricas

— As coordenadas sao descritas por raio e dois
angulos (r, 8, W);

Coordenadas Esféricas



Sistemas de Coordenadas

« Coordenadas cilindricas

— As coordenadas sao descritas por raio,
angulo e comprimento (r, 6, d);

r
'.'P

Coordenadas Cilindricas




Sistemas de Coordenadas

« Coordenadas Cartesianas Bidimensionais

— As coordenadas sao descritas pela distancia
do ponto a um sistema de eixos ortogonal

(X,¥);

A

0,0 X,



Sistemas de Coordenadas

« Os monitores utilizam coordenadas
cartesianas bidimensionais, porem a
orientacao do eixo vertical cresce no
sentido contrario. (Xx,y)




Sistemas de Coordenadas

« Coordenadas Cartesianas Tridimensionais

—As coordenadas sao descritas  por
comprimento, largura e profundidade (x, Yy, z)

Y [indicador direita]

# [polegar direito]

_____________

Z [dedo do meio direita)



Rotacoes no Espaco 3D
(angulos de Euler)
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Rotacao em 3D
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Em torno de X
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Emtornode Y
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Rotacoes sao complexas pois:
- hao comutam,
- s30 dificeis de calcular em torno de um eixo

qualquer,
- sao dificeis de combinar
- sao dificeis de interpolar em animacoes

Z
QRE [} R,
y y y
X
X RIC' X
% Rotacdes de Euler
R; y




Sistemas de Referéncia

 Um sistema de coordenada € denominado de
Sistema de Referéncia quando servir para
alguma finalidade especifica.

« Como por exemplo descrever elemento da
cena, referencia a posicao da camera em
relacao a objetos.




Centro de Gravidade ou
Baricentro

@& Arames planos

————

Forca resultante Z AP =P

Momento em torno do eixo y ZA‘&P =xP
Momento em torno do eixo x Z_yAP — TP




Momentos de Primeira Ordem ou
Momentos Estaticos

As integrais pertinentes ao calculo das coordenadas do
Centroide recebem o nome de Momentos de Primeira
Ordem em relacao aos eixos y e x, respectivamente, cuja
notacao € expressa por:

m, = yA = [yda myziAzfdi

Cabe ressaltar que tais integrais podem ser entendidas, por
analogia aos momentos dos pesos, como momentos das
areas em relacao aos eixos coordenados, motivo pelo qual
sao denominadas Momentos Estaticos. @



Aplicagoes

MASSA E CENTRO DE MASSA DE UMA LAMINA

Suponha uma ldmina colocada em uma regido D do plano xy e cuja densidade (em
umdades de massa por umdade de area) no ponto (x,y) em D € dada por p(x.,y), onde p ¢
uma fun¢éo continua sobre D. Entdo a massa total m da ldmina € dada por:

m= |[p(x,y)dA
D

M
Além disso, o centro de massa dessa lamina € o ponto (X,Y), onde X=—" e
m
M
Y=—+,sendo M_ = J.J.yp(x, y)dA e M = ﬁxp(x, v)dA os momentos em relagdo aos
m
D D

e1X0§ X e v, respectivamente.




VARIACAO DE SINAIS DOS MOMENTOS ESTATICOS

Dependendo da posicao do eixo escolhido, como referencia, o
resultado numérico do Momento Estatico pode apresentar
sinais distintos ou mesmo se anular, conforme pode ser
observado no exemplo da figura.

Para os eixos  (xy,) 0 — +
Para os eixos  (xy ) Q. =

Para os eixos  (x y,) 0,—> -



Baricentros e centroides

Superficie de espessura constante

Peso total ~, dividida em n elementos , de pesos individuais 4P
O peso total P da superficie, conforme se sabe, € dado por:

P=AP +AP, +...+ AP,

sendo que, no limite:  p — J‘dp EE



Baricentros e centroides

Para determinar as coordenadas do ponto de aplicacao da resultante
P, denominado Baricentro ou Centro de Gravidade da superficie, basta
escrever somatorios de momentos dos pesos em relacdo aos eixos , ou
sejam: Px, = x, AP, + x,AP, +...x AP,

Pyc — ylA})l +y2A})2 +ynA})n

Levando tais expressoes ao limite, tem-se:
ch=jde Pyc=jydP

Analogamente as considerajpées feitas paJra o0 Peso P, tem-se para

. xdA ydA
areas.: A= J‘dA o y, =——
A A

onde tem-se agora as coordenadas , denominadas
Centroide ou Centro Geomeétrico da superficie A,
neste caso particular, coincidem com as do Baricentro. MATEMATIQUES




Eixos Principais

« Se calcularmos os momentos de inéercia para
todos os eixos que passam pelo centro de
gravidade de uma secao, notaremos que em
relacao a um destes eixos (eixo 1) o0 momento
de inércia I1 sera maximo e que em relacao a
outro eixo (eixo 2, ortogonal a 1) o momento de
inércia (I12) sera minimo.

« Estes dois eixos, denominados eixos principais
de inércia, sdo os importantes para o
posicionamento dos objetos no espaco.



Momento e anfro de Gravidade
de Areas Planas

Coordenadas do Centro de Gravidade

colxy) =1
A
— m
— y=_—2
X ' A
A= [[dydx
R
— m_= (| vdydx
m,=A-y =
m, =A-x m, = [ xdydx




Momentos de segunda ordem ou Momentos de Inércia

De modo analogo aos Momentos de Primeira Ordem, cujas

expressdes contém funcdes x e y, as integrais do tipo abaixo
sao denominadas Momentos de Segunda Ordem ou

Momentos Inércia em relacdo aos eixos x e y
respectivamente, em notacao dada por:

I =jy2dA I = szdA



FORMULA PARA CALCULO DE INTEGRAL DUPLA

Y= ¢2(x)
,/ X (9 (x)

y=¢(x) ”f(x y)dA=J( j f(x,y)dy}dx
//\\_/ A X \ ¢ (x)




Calculo dos Momento de Inércia

II _ "-}-':EJTIHT'L’
_— +.|FE
o I = “.T:{’.Ir.‘t'd_}-'
1 ﬂ R
: Iy=I+1I, ou I =-|.|*[I:+}’J}1'Iﬂr}’
X E

Momento de Inércia em relagdo ao eixo x, eixo y e ao polo O



Translacao de eixos

Demonstra-se que é possivel estabelecer uma relacao
entre Momentos de Inércia localizados em relacdo aos eixos
passando pelo Centroide e eixos paralelos quaisquer conforme
ilustra a figura, por meio do denominado Teorema dos Eixos
Paralelos (Teorema de Steiner).

O Momento de Inércia da superficie ao eixo x, é:

I = ijdA



Conhecendo-se as coordenadas (x,, y,) do baricentro da area, e
havendo interesse em obter o Momento de Inércia relativo a
novo eixo x’ paralelo a x passando por C, basta ter em conta que:

y=y+y,

Substituindo tal relacdo na expressdo de I, obtém-se:

1.=[(y+y.)dA

Desenvolvendo o termo elevado ao quadrado ¢ retirando das
integrais as constantes pertinentes tem-se:

I = I(y')sz+2ycjy'dA+ yczjdA

ou ainda, a vista que o momento estatico em relacio ao
Centroide é nulo, resulta:

1= [(y)dA+yz[da ou I,=1,+Ay’



Analogamente, para o eixo y:
_ 2
1,=1,+Ax,

Nos dois casos, conhecendo-se os Momentos de Inércia em
relacio ao Centroide, o valor do Momento de Inércia em
relacao a qualquer eixo paralelo pode ser obtido adicionando-se
uma parcela correspondente ao produto da area pelo quadrado
da distancia transladada ou vice versa.

Procedimento idéntico pode ser realizado para o Produto de
Inércia em relaciao a novos eixos paralelos escrevendo:

I, = jx'y'dA+ ycjx'dA+xcjy'dA+xcycjdA

ou

I,=1. +Axy,



Teorema dos Eixos Paralelos

O teorema dos eixos paralelos estabelece que o momento de inércia ao
redor de qualquer eixo que é paralelo e que se encontra a uma distancia D
do eixo que passa pelo centro de massa é

I=1.,+MD?



Produtos de inércia

Outra caracteristica geometrica de importancia para utilizacao nos
itens que se seguem, denomina-se Produto de Inércia, definido pela
integral dada por:

I, = jxy dA

A exemplo dos momentos estaticos, é facil verificar que seu
resultado apresenta variacao de sinais, conforme mostra a figura,
dependendo da posicao que a area se encontrar em relacao aos eixos

(X,Y).

(-x.¥) (%.)

X




Para exemplificar, calcula-se a seguir o Produto de Inércia do
retangulo da figura, aproveitando-se os parametros utilizados para o
calculo de I...

Nesse caso basta substituir a fungdo na férmula de integracao

dupla, ou seja:
b( h 212
b h
I, =I[Ixydyjdx= 1
0\0

Para outra posicao de eixos coordenados passando pelo
Centroide, € fécil verificar que o resultado de I, € zero, face a simetria e
ao produto dos sinais indicados nos respectivos quadrantes.

- b2 [ hi2
h L > )'( I, = I{Ixydy}dsz

-b/2\~h/2




Rotacao de eixos

Completando o estudo, passa-se a determinacao das caracteristicas
geométricas em relagdo a novos eixos localizados na mesma
origem ¢ girados de um angulo qualquer.

Observe-se que, em aplicagOes praticas interessa facilitar a
rotacio ao redor dos eixos ( x’ , y’ ) localizados no Centréide.
Por esse motivo, é bom lembrar das formulas de rotacio de
objetos ou para rotacao das suas coordenadas.

u=xcos6+ y'senf

v=7y"cos@ — x'send




Para obter 1,1, eI, como fun¢oesde I, I, eI, . ¢ o bastante
substituir as novas coordenadas ( # , v ) nas expressoes das

caracteristicas geométricas relativas a esses eixos, ou sejam:

I, = jvsz I = qudA I, = juvdA

Apos algumas manipulacoes algébricas, obtém-se as seguintes
formulas mais concisas:

I, I,+1, I.-1,
= ~ 5 —cos26 ml, sen20

~
Il

uy

, =1,
—~ Y sen20+1..cos26
2 i



Momentos e eixos principais de inércia

Tendo em vista que os Momentos de Inércia I, e I, estdo relacionados
al.e I, apenas como funcoes do angulo 6, ¢ possivel determinar
seus valores extremos, bastando para tanto derivar tais expressoes,
igualando-as a zero, providéncia que conduz a:

A solucdo dessa equacdo tem como resultado dois valores de 6
defasados de 90° , que definem outro par de eixos denominados Eixos
Principais de Inércia, indicados por ( 1,2 ), nos quais os Momentos
de Inércia sio extremos, e denominados Momentos Principais de
Inércia, em notagdo expressa por (I,,1,)



Momentos de ordem (p+q).

m,, =j j m’” n!b(mn) dmdn
tu , p.d=0,1,2, ..
onde a funcao b(m,n) representa o objeto
continuo.
Se for binario, b(m,n) = 1, se (m,n) € um ponto do
objeto, sendo m a posicao do pixel na
horizontal e n na vertical,

Se b(m,n)=0 tem-se o fundo. D




Momentos Geomeétricos

A moment of order p of a continuous signal f(xh of length
A is defined as follons:

L
A, = Jlfr_u"l;.e: el (1)
4
Similarly. for a 2-I» signal (> v 1. the moment of arder pr.
i= defined as
N

P, L J|||r J|||r-.e:”_-;.r""_."ll_.e:- o delaedxg, (2
W] T

However, for discrete signals, the abowve expressions are ap-
proximated by sums

N1

M. =S flzwr (3

Ea—ii

MN—1 N1

My = E E L Er e T i T (<)

wle=Ll =il



Objetos discretizados

« Sendo a imagem digitalizada, o objeto a
ser analisado, passa a ser representado
por um arranjo retangular de M x N
pontos. Considerando (I, /) as
coordenadas de cadaumdos n=Mx N
pontos de b (binaria) ou B (em niveis de
cinza) , tem-se a seguinte notagao:

-

(oo olle olle]e o o] e

[olle] oo/ elle] (e (@ o] -
Ot et | il | = = DD D)
0 | e | | | | e | 0 |
[sl[e] slleslle]le o o]l
ol (o] slles)ie] e ] o]l
[olle] ol lo) e le] o (o] o] o

ol elle/elle] Ly o] e
ol ellealle] Ly L]
o]l elle [elle] L g g g
O|=0| OIO|O|——— O]
OO0 OIOIO|H—C|D)




Determinagdo de Centrédide
por Integragao

D={(x.y)Jasx<bec<y=<d}

Y  dA=dxdy

oW

= X

ﬁ

MATEMATIQUES



Momentos de ordem (p + ¢g) de objetos discretos em uma
imagem digitarizada:

n

M= Blics i Ni )" (i)’ pg=012 .. (@

Area = momento de ordem zero :

My, = Z Z B(m,n) )

A area do objeto é invariante a translagao e a rotacao
do objeto e do seu sistema de eixos (se sua discretizacao foi adequada
na pratica) .




Momentos de ordem (p + g =1 ) de objetos discretos em uma
imagem digitarizada:

m,,~ i B(lk’]k )( ) (jk)q p ou g = 1 (mas ndo ambos)

Momentos de ordem zero: m,, ou my,

Se p=1eqg=0, tem-se o primeiro momento de area em relacao ao eixo
m, ou momento estatico.

Sep=0eq-=1,aequacdo passa a corresponder ao momento estatico
ou primeiro momento de area em relacao ao eixo n.

Centroide : Momento estatico / Area

ly = Zk=1 lk’.]k Iy /Z lk’.]k =m, [ my, (5, 6)

Jo = Zzzl B(ik’jk) Jx /Zzzl B(ik’jk): Moy, [ my,



Momentos de Inércia

c Sep=2eqg=00up=0eqg=_2 tem-se 0S
segundos momentos de area em relacao aos
eiXxos m e n, respectivamente, ou momentos
de inércia do objeto em relagcdo aos eixos m,n.

e Sep=2eg=0o0up=0eqg=2¢e0se€ixos me
n, passarem pelos centroide tem-se 0s
momentos centrais de inércia do objeto ou em
relacao aos eixos (i, , Jy ) -



Sistema de eixos no centroide

A partir da definicao dos pontos de um
objeto por um sistema de eixos que
passa pelo seu centro geometrico sua
orientacao passa a ser invariante a
translacao do mesmo.



Invariancia a Translagao

« Para se obter momentos invariantes s
translacao de objetos em imagens, considera-
se uma translacao das coordenadas (/, /) de
um valor (i, , j, ) de modo que o objeto possa
ser descrito em relacao a um sistema de
coordenadas que passa pelo seu centroide.

« Com isto, pode-se definir os momentos
centrais (ou em torno do centroide) .



Alguns invariantes

« Sabe-se também que a soma dos momentos de area de
segunda ordem em relagao ao centréide, momentos de
inércia ( Ix + Iy ), é constante mdependente da orientacao
dos eixos usados para descrever estes momentos.

- Esta soma € chamada o momento polar de inéercia da
area em relacao a origem.

« Assim outro invariante a rotacao dos eixos é
L oo2+ Hop:

Quando os valores de p =g = 1, tem-se m, 4, que
representa o produto de inércia em relacao aos eixos
m,n.



Momentos centrais :

'upq:ZZ:lB(ikajk )(ik _io)p(jk _jo)q. (7)

Hgo=Mm, (area)
Woi=MH,,=0 (paraesseseixos os momentos estaticos nulos)
_ . . 2 d . y .
Wo,=m,,—j°m,, (momentos de inércia ly )
_ _ . 2 d . y .
W,,=m,,-i°m,, (momentos de inércia Ix )

W,=m,, -ij m,, (produtode inércia)

b



Momentos centrais :

fupq:ZZ:lB(ik’jk )(ik _io)p(jk _J.o)q‘ (7)

Woo=Mmg, (area)
Woi=MH,,=0 (paraesseseixos os momentos estaticos nulos)

Sep=2eqg=00up=0eq =2 tem-se 0s segundos momentos de area em
relacao aos eixos m e n, respectivamente, ou momentos de inércia do objeto em
relagao aos eixos m,n.



Todos os objetos tem ...

« Assim, para determinar os €ixos €
momentos principais precisamos
encontrar um valor do angulo @ que leve
um momento de inércia a ser maximo ( I,)
e 0 outro a ser minimo (7,).



Invariancia a rotacao

 De uma maneira geral, a invariancia em relacao
a rotacao do objeto pode ser obtida utilizando-
se no calculo dos momentos, ao invés de um
sistema qualquer de eixos (i, ) passando
pelo centroide, um sistema que coincida com
0S eixos principais do objeto.

* Neste caso, deve-se determinar o angulo, 6, que
identifica a orientacao dos eixos principais, este
angulo é:

tan 26 = 2u, 4 / (Up g - Mg o)



0 - orientacao dos eixos principais:

tan 20 =24, /(1 - ty>) (12)

Na determinacio deste angulo, deve-se usar para garantir a unicidade
dos resultados, as restricbes: n2,0>p0,2epn1,1>0.

Qualquer momento obtido em relagao a este par de eixos é invariante
a rotacao.



XY - Eixos nas direcoes principais

Xy cos@ —senf 0
g | = | sen8
1 0 0 1

Eixos paralelos ao quadro de
captura — xy passando pelo
centroide

cosd O

|

X

y
1

?}

“ -
-------

Centroide



Invariancia a escala

« Para se obter um conjunto de momentos

iInvariantes quanto a translacao, rotacao e
escala, a partir dos momentos centrais, torna-se

necessario normaliza-los:
_ A
T]p,q - “ P,0 / “ 0,0

onde A= (p+q)/2 +1, sendo (p+q) = 2,3, ...

A utilizacao de momentos invariantes a escala €
util na identificacao de objetos quando a
distancia de captura pode variar.



Combinac¢oes de Momentos geométricos invariantes
(Hu ,1962):

O =My + Ny (5)
Gy =My -MNyo)> + My )° (6)
Gy =Mz~ 3N, )0+ (3N, - My3) (7)
G, =Mz + M0+ My, +My3) (8)

Os = (M3 - IM; N M3+ N J(M3,+ n1,2)2 -3M,; + ﬂ0,3)2] +

3Ny - N3 Moy + Nys) [ 3Msp + Mo - My, + M3t
9)



Momentos geométricos invariantes de Hu (1962):

Ds = Myo - N[ Mzp + Ny - My + N3l + 9y M3 +
N;2)( My +Mps) (10)

0= (M5 ;- M3 M3+ NJ(M3 + n1,2)2 -3M,,; + ﬂ0,3)2] -

M3 - 3NN My + Ny )BM; + NP - My, + Nys3)l
(11)



Coordenadas polares ( raio,angulo)

Distancia radial entre o
centroide da figura e o ponto a ser estimado.

* Pontos com mesmo raio e angulos
diferentes.



Assinaturas ou Graficos r(0)

E Alm Fh

—L~— — } L
Nl r/'e '
r
VoL _| L6 _2h ]
2 0 211 301
| ] ] ] [ L
1 1 ! ] 1 ! 1 1 ! 1 | p—
I [T 311 [ 571 301 211 I [ 311 211
o %% o o % b

Quatro objetos e suas assinaturas, ou graficos r(0).



SEPARA 0 OBJETOOU O OBTEM UM CONJUNTO DE
PADRAQ DE INTERESSE CARACTERISTICAS
(SEGMENTAGAD) EXTRAIDAS DO PADRAO

CAPTURAA
IMAGEM

RECONHECE 0

CLASSIFICADOR PADRAQ

BANCO DE
DADOS DE

PADROES

Etapas de um sistema de reconhecimento de padroes.



CARACTERISTICAS

Rugosidade
DE CONTORNO Cor

Textura

DIMENSIONAIS TOPOLOGICAS

N Centro Geométricos

Perimetro Momentos
Excentricidade

Compacidade Componentes Conectados

Numero de furos

Niimero de Euler
Orientacao
Raio Mixinls Retiangulo Envolvente

. P
Raio Minimo Elipse Ajustada Nimero de Vértices

Tipos de caracteristicas.



Efeito da captura na direcao dos momentos
principais e sempre na mesma direcao sem

considerar o objeto.




Caracteristicas Inerciais

Rugosidade
Cor
Textura

DIMENSIONAIS TOPOLOGICAS

Area Centro Geométricos Nimero de furos
Numero de Euler

Perimetro Momentos
Excentricidade 2 -
2 Orientacio
Compacidade i y Componentes Conectados
Retangulo Envolvente
Numero de Vértices

Raio Maximo
Raio Minimo Elipse Ajustada

Tipos de caracteristicas.



Para reconhecimento

- - -

KMM-2090

Tabela 8.1- Momentos invariantes da imagem

Caracter MO




3D Momentos de Inércia de um Corpo

* O momento de inércia em relacao ao eixo y é:
(2 (2 2h
I, = j redm= j 27+ x" dm

e De forma similar, os momentos de inércia em
relacao aos eixos x e z sao:

I, :j(y2 +z2)dm

IZ:jQ2+y2ﬁm
 Em unidades do SI:

I:jrzdm:(kg-mz)




Teorema dos Eixos Paralelos

Y e Para um sistema de coordenadas retangulares com
origem em O e eixos paralelos aos eixos centroidais,

I, = I(yz + zz)dm:j[(y’er)z +(z'+ Z)Z]dm

= j(y’z + z’z)der 2}7j y’dm+22j Z'dm+ ()72 + fz)jdm

* Generalizando, para qualquer eixo AA’ e um eixo
centroidal paralelo tem-se,

I=1+md?>




Conhecidas as componentes

* De um tensor para 3 direcoes ortogonais
em um ponto , as componentes do
mesmo tensor para qualquer direcao
de sistema de eixos ortogonais
passando pelo ponto pode ser
determinada de forma simples, se feita
com a hotacao adequada



Considerando Ponto como

Algo muito pequeno mas finito e orientavel:

P = pequeno cubo de arestas A, A; A , ou
Ax Ay Az




Notacao tensorial

« Considere um ponto P paralelo a eixos de
referéncia xyz ou 123.

« Para identificar os elementos de um tensor
associado aos planos 123 neste ponto ,
usaremos 2 indices , o primeiro identificando o
plano (pela sua normal) e 0 segundo a direcao.

711 a2 713
021 722 023

731 932 033




Tensor tem 9 componentes

o, 1)=1,23,

l]

I ->Indica a linha
| - >Indica a coluna

I, 1,)=1,2.3,

Com esses 9 componentes podemos definir o estado do ponto P
Em qualquer outra direcao de eixos ortogonais.



Areas sdo caracterizadas

pelas suas normais , n.

» Co-senos diretores de uma dire¢cao sao 0s
co-senos dos angulos que essa direcao
faz com um sistema de eixos .

» Denotamos a,, a,, € a,, 0s co-senos de n
com um sistema de eixos .



2 indices (é um tensor)

» Nesta notacao o primeiro indice indica a
direcao da normal cuja direcao se
considera e 0 segundo a direcao do
sistema de eixos cujo angulo de identifica
O CO-Seno.

a,y » any y Ay /% n




Para um conjunto de co-senos
diretores em uma normal n
sempre tem-se

a,’+ a, “+ a, =1

Recordando um pouco no¢des basicas de vetores tem-se



Produto interno no R":(inner product ou dot product)

u.v=) v.u.,=produtointerno
i=1
- comprimento ou norma: lull = lul = (u.u )",

- um vetor com comprimento 1 € chamado
normalizado ou unitario

- hormalizar um vetor => u / llull

- distancia entre 2 pontos:

PQ =>comprimento do vetor Q-P

Como se calcula a distancia entre os pontos (1,1,1) e (2,3,1) ?
Vendo esses pontos como vetores, como eles sao
transformados em vetores unitarios?



n

u.v= Z V. u.=produtointerno
i=1

. .
Produto interno no R": (i.v)= lul Wl cos (B) = O

(inner product ou dot product)

angulo entre 2 vetores: u,v
arco cosseno de

=(u.v)/lul v

Vendo os pontos (1,0,0), (0,1,0), (0,0,1), (1,1,1) e (2,3,1) como vetores, qual o co-seno
do angulo entre eles? Como se chega ao angulo ?



Produto interno no R":
(inner product ou dot product) n

u.v=) v.u,=produtointerno
i=1

(u.v)= lullvlcos (B)=0

a projecao de um vetor

perpendicularmente em uma data dire¢ao definida por um
vetor v € o produto interno de w pelo vetor unitario na
direcaode v : u

Projete o vetor (2,3,1) na direcao de (1,0,0), (0,1,0), (0,0,1) ,(1,1,1) e
(1,0,0) - (0,1,0).



u.v=) v.u,=produtointerno
Produto interno no R™: i=1
(inner product ou dot product)

2 vetores:u,v
sao chamados ortogonais se forem perpendiculares, ou

seja se 0 angulo (B) entre eles for 90 graus

como o0 cosseno de 90 graus =0
(u.v)= lullvlcos B3)=0

Logo weu sao ortogonais a um vetor v se...
(u.v)=lullvlcos(B)=0



Componentes do vetor

a projecao de um vetor A 3D
em uma direcado n é obtida por A.n = (Ax, Ay, Az).(nx,ny, nz)

A.n=(Axa,+ Aya, +Aza,,)

Se A = (Ax, Ay, Az ) sdo as componentes de A em um sistema de eixos,
entdo suas componentes em qualquer outro sistema (x, y,z")
“rotacionado” na mesma origem podem ser definidos pelos co-senos
diretores entre as direcbes dos eixos (x,y,z)e (x",y,Z")

/
owhss ) Ax
AX ax'x ax'y ax'z
Ay |- a,x Ay Ay, Ay
i az'x az'y az'z g Az
¥AZ — y y

J

(1)



Essa transformacao

» Caracteriza vetores de forma completa:

» Um vetor pode ser definido como uma
entidade cujas componentes se
transformam em relacao a rotacao do
sistema de eixos com descrito pela
equacao anterior:

« Ay=Za, A

| =X,Y,Z



Invariante de vetores

e Vetores também tém invariantes:
» Por exemplo:

« O modulo de um vetor independe do
sistema de eixos usado para defini-lo :

(Ax" 2+ Ay 24+Az°2)=(Ax2+ Ay2 +Az?)



Notacao tensorial

- Indice livre - é o que aparece apenas uma
vez como subscrito em um grupo de
termos .

- ié Indice livie em: A, a; A
« Quando aparece um indice livre
considera-se gue ele pode representar

qualguer uma das componentes X,y z ou
1,2,3etc... (A, A, ,A,)



NUmero de Indices livres

* Assim A, representa um vetor

. tem 2 indices livres e pode representar
cada um dos 3 componentes ,

considerando todas as poss:b///dades tem-
se 9 componentes: 3

XX axy a
y'x ay'y y'z
a,- az,y a

X'z

Q
Q

z'z

—

* Assim a; representa um tensor

J



Indice provisério

« Quando as letras i,j,k,I,m sao repetidas
em uma expressao ,faz-se a soma dos
termos com os indices repetidos quando
esses tomam sucessivamente os valores
dos eixos, x,y,zou 1,2,3.

* a, A _@Ax+a Ay +a,Az)

« E considerando todas as possibilidades para o indice item a

expresséo( 1 )



indices provisorios repetidos = soma = 2

« Se houver duplos indices repetidos como
na A, B, , tem-se apos as multiplicagoes
decorrentes das possiveis substituicoes
de cada indice , a soma dos 9 termos.

» Com essa idéia de troca dos simbolos é
irrelevante qual letra i,j,k,/,m é usada .

 Com essa notacao a equacao de

transformacao de vetores fica:

Ai,=ai,j Aj



Transformacao de tensores
« Sa0 tensores qualquer conjunto de 9
guantidades Aif que se transforma por
rotacao do sistema de eixos como:
Aij = aikaj1A kl=

* (Que € o mesmo que pré e pos multiplicar
pela rotacao transposta)



Se 0s tensores em uma direcao
X yZzforem

-3,5 0 0,7
o . — ? ’
T O 0 O

U]
-0,7 0 5,6

« Como ele e representado em uma
referencia x'y'z" que faz 30 graus em

torno do eixo z. - \
° . ) ? ax'x ax'y ax'z
Quais os a; : 2 ay A
az'x az'y az'z

- Cada a; representa o dngulo entre i e i’



Se 0s tensores em uma direcao
Xy ztorem

-3,5 0 0,7
o . — ? ’
T O 0 O

U]
-0,7 0 5,6

« Como ele e representado em uma
referencia x'y'z" que faz 30 graus em

torno do eixo z. ~ \
° . ) ? ax'x ax'y ax'z
Quais os a; : 2 ay A
az'x az'y az'z

 Cada a; representa o angulo entre i e i’



Cossenos diretores

Ay —cos30 Qyy=C0S60 a,,=cos90
Ayx = cos 120 Qyy = €08 30 a,-, = cos 90
D,y = cos 90 az'y =cos 90 a,, _ cos 0

J

N\

/aX'X=0,866 a'X'y=0,5 aX'Z=O
ay'X='0,5 ay'y=0,866 a'y'z= 0
\azlx =0 azly= 0 a'Z'Z= 1




0s tensores em uma direcao x y

Z forem
. T,-j = '355 000’5 comiej=Xxy
0,7 0 5,6

J

* T com i’ e/ =Xy (usootensorde
cosenos diretores multiplicado por T)

~ 3

. T. | 26231516 -0606
i7"=| 1,516 -0,875 0,350
-0,606 0,350 5,600

—




Momentos de inércia de Placas Delgadas

* Para uma placa delgada de espessura uniforme 7 e feita de
um material homogéneo de massa especifica p, o
momento de inércia da placa em relacao ao eixo AA’
contido no plano do placa é

[, =|r’dm= th. r’dA
= IOt IAA',cirea

e De forma similar, para um eixo BB’ perpendicular a
AA’ que também esta contido no plano da placa, tem-se

1 gy = P! 1 BB’ .drea

e Para o eixo CC’ que é perpendicular ao plano da placa,

ICC' = pt JC,drea = pt (IAA',cirea + IBB',cirea)
=1, +1,y




tensores 2D s6 na direcao x" y~

/

N~
—

7-i'j' = Tx'x'
T,

=

TXX
T

T
T

Ty
T

J
\

Xy’
Yy

comiej=XYy,z

comi ef =XV,Z

* Os Co-senos diretores sao 2D angulos
entre os sistemas de eixos .

» Denotamos a,, e a,, 0s co-senos entre 0s

sistema de eixos



E ficam as matrizes de rotacao

3 g )
— T
7-i'j'_Tx'x' Tx'y' = R Txx Txy R
TYX Tyy
Ty Tyy _ J

~ [cos(6) -sin(0)
RH_(sin(H) cos(6) )



A forma pode conter informacoes
importantes.

A literatura de processamento de imagens apresenta
varios descritores ou medidas geométricas. Entre eles,
destacam-se a compacidade,excentricidade,
circularidade, descritores Fourier, desproporcao circular,
densidade circular e descritores de Feret, descritores
baseados em momentos e curvatura.

« Para o calculo de tais medidas nao sao levados em
conta os niveis de cinza presentes nos objetos, ou seja,
o objeto é binarizado.

« Somente suas propriedades geométricas, tais como
area e perimetro sao utilizados nos calculos.
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