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Curvas de Hermite,

Splines e
Superficies em CG




Curvas de Hermite

* Ao invés de modelar a curva a partir de um poligono de
controle (Bézier), especifica-se pontos de controle e
vetores tangentes nesses pontos

« Vantagem: é facil emendar varias curvas bastando
especificar tangentes iguais nos pontos de emenda

« Exemplos (cubicas):
M




Curvas de Hermite
https://pt.wikipedia.org/wiki/Charles_Hermite

Criadas por Charles Hermite (1822-1901)

tem como idéia basica o comando por Vetores
mas qual tipo de vetores?? :

Na matematica - um elemento com de um espaco vetorial
Em Fisica — em oposicdo as grandezas escalares, algo
que se caracteriza por ter intensidade, sentido , direcao e
ponto de aplicacdo em engenharia e outras ciéncias
Computacao — arranjo unidimensional - estrutura de
dados utilizada no contexto da programacao.
Epidemiologia - um agente de disseminacao de doencas
infecto-contagiosas

Vetor livre



Curva de Hermite

= A curva de Hermite € determinada por
restricoes no primeiro e ultimo pontos

m O usuario especifica o primeiro (P1) e 0
ultimo pontos (P4) bem como os vetores
tangentes a P1 e P4, chamados R1 e R4

pontos de controle = Pi



Curvas de Hermite

Definida a partir de restricoes no ponto inicial
e no ponto final.
— Os pontos propriamente ditos: PO e P1

— Vetores tangentes nestes pontos: VO e V1

Vo

pontos de controle = Pi



Curvas de Hermite COM 0S MesSmos
pontos iniciais e finais, apenas
alterando a direcao da tangente

R
Pyl
P,
R4




Curvas de Hermite COM 0S
mesmos pontos Iniciais e
finais, apenas alterando a

iIntensidade da tangente




Vantagens
— Bem facil de implementar ©

— Adequada para aplicacdes onde seja Util definir a curva
em funcao dos vetores tangentes

— Passa nos pontos de controle (interpolacao)

Desvantagens

— Nao garante, de forma automatica, a continuidade entre
0s segmentos de curva

* Enecessario os vetores tangentes terem a mesma dire¢do e
sentido

— Nao permite controle [ocal
+ Alteracdo de um ponto de controle altera toda a curva



Forma matricial

P(t) =[t* 17 t 1]

2 2 1 1TP(0)
2 1| P(1)
0| P(0)
0| PY(1)

pontos de controle = P(0) e P(1)



Funcoes de mistura de

Hermite
1 N 1 /
0 1 0 1
0,2
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0,2
0,1

-0,1
-0,2

Funcoes de mistura ou funcoes interpoladoras de Hermite

v \
0 0 0,4 0,6 0,8 /
—H—_ _/

Funcoes de Mistura:
F1(u) = (2u3-3u?2+ 1)
F2(u) = (-2u? + 3u?)
F3(u) = (ud - 2u? + u)
F4(u) = (u3 - u?)

p(u)= F1.p(0)+F2p(1) +
F3.p7(0) + F4.p’(1)

pontos de controle =p e p”



y
A

p'(0)
N

Z

(uy=uTc=uTMyp

M, =A"=

portanto ¢ = MHp

pontos de controle=pep”

p(0) e X
/ Definindo a curva de Hermite cubica
p

1 0 0 0]
0O O 1 O
-3 3 =2 -1
2 =2 1 1



Como fica a curva formada pela
uniao de 2 no ponto de uniao

p'(1} = q'(0)

p{1) = q(0)

(O)
P qll)

pontos de controle = p para a curva 1 e q para a curva 2



QH (t) — TMH GH pontos de controle = Pi e Ri

G, é

Q
Il
RIS

=

G,, € a componente x de G,

]

Q
3
|

X = 2o ~

o
L

Gy, € acomponente y de G, e
Gy, € a componente z de G,



Propriedades desejaveis de
curvas para modelagem em CG

Independéncia
dos eixos

usados



Propriedades desejaveis de curvas
para modelagem em CGQG

Deve

poder

ter

Pontos

com
coordenadas
multiplas




Propriedades desejaveis de curvas
para modelagem em CGQG

Deve ter uso
intuitivo e v]
poder ter

Controle local:

l.e. em ajuste finos:
alterar um trecho
nao altera toda a
curva




Propriedades desejaveis de curvas
para modelagem em CGQG

O numero de
pontos de

Controle local
nao deve estar
associado ao
grau da curva TN
ou sua
oscilacao

formas com oscilagdes



Propriedades desejaveis de curvas
para modelagem em CGQG

Ser possivel
representar
diversos graus
de
continuidades
gue o usuario
desejar



Continuidade

« Duas ou mais curvas nos nos (conectando
pontos) para formar uma curva continua

* Tipos de continuidade

— Continuidade de ponto
— Continuidade de tangente
— Continuidade de curvatura

— > (.

. bl 0 . 1
(a) Point continuity - C (b) Tangent continuity - C

A

N

(c) Curvature continuity - C :



Continuidades

R.(0)= R,(1)

S A

Descontinua Continua: C%e GY Continua: C! e G!



continuidades geométrica
Com Hermite ficam facil de unir 2 curvas e garantir continuidades

- \.._..../ /N \_

Dois segmentos se encontram Direcao das tangentes dos Direcao e magnitude das
em um ponto segmentos sao tangentes dos segmentos
iguais no ponto de juncdo sao iguais no ponto de juncéo



Propriedades desejaveis
de curvas para modelagem em CG

Ser possivel
representar
curvas abertas,
fechadas, com
pontos de
iInflexao, etc. :
ter a
versatilidade
gue o usuario
desejar



Propriedades desejaveis
de curvas para modelagem em CG

ter pontos

com distancias
~ constantes ao
longo do seu

comprimento:
parametro

uniformemente
distribuidos.




Solucao em CG

Curvas de formas livres
Representaveis por unioes
Descritas por polindbmios
Parametrizadas

Até grau 3

Podendo serem re parametrizadas



re parametrizagao

—_
t=1

x(=ar +bt* +ct+d,

\ 3 2
vit)=at" +bt +c t+d,

x(1) = ﬂxf} +bxf2 TNED dt)y=at +bit” +ct+d.

, _ 3 a2 .
" FQ}U)—HJ +&J'+Hf+dy

z(t)=at +bt  +crt+d. continuidade no
ponto comum dos
trechos

Parametrizacao
te [0,1] local
t=0 t=1 t=0 ¢t=1t=0 t=1
° o0 o0 e ou
. . . . Ue [uﬂ,un] global
Un L.T-, Ld u..



Porgue geralmente se usa
polindmios até terceiro grau?

Quanto mais simples a equacao da funcao de
interpolacao, mais rapida sua avaliacao.

Polinomios sao faceis de avaliar
Grau menor que 3: Pouca flexibilidade.

Grau maior que 3: Maior custo computacional
com pouca vantagem pratica.

f(t=at+b f(t)=at* +bt+c f(t)=at’ +bt’ +ct+d

Linear Quadratico Cubico



Curvas I
Parameétricas - o Pl
Cibicas 2D /\ (\
0.2 0.41 0.6 0.8 1 0.1 1,3 0.3 ;4 Ujj.ﬁ -
x(t)= at’ +bt’ +ct+d t )

3 2
y(t)= at +bt +ct+d,

\

v
Os valores de ax,bx, etc devem ser definidos para cada curva

B



Em 3D

3 2
x(t)=ar+bt*+ct+d.
3 2
Wt)=ar’ +bt* +ct+d,

z(t)= a__,f3 + b:fz +c t+d,



De forma genérica

3
p(u)=c, +cu+c,u’ +cu’ = Z cu =u'c,

onde
‘. 1 |
Crx
C U
c, u? 4
C
kz
C3 | u 3 -




Uma spline é uma linha flexivel usada para produzir uma
curva suavizada ao longo de uma série de pontos de
controle.

Curvas Splines

Com maior suavidade que as anteriores (tem curvatura continuas)

e sao conectadas formando curvas mais complexas.

Spline € uma curva polinomial definida por partes

Existem varios tipos de splines, cuja amostragem varia de

acordo com a férmula matematica utilizada na sua
construcao. Elas podem ser interpoladas ou aproximadas.




Spline fisica




Metal flexivel com continuidade
de curvatura: C2

Construindo barcos

a

Pesos que dao forma = “ducks”



Exemplo de como sao usadas



Uma equivaléncia com essa
ferramenta de desenho € a

« Que tem continuidade ' e passa pelos
pontos de controle

* Ou sejade carajatem
(suavidade) que as anteriores.

 Calcular as splines naturais com n pontos de
controle involve inverter uma matriz de

* (n+1)x( n+1) pontos



Splines

« A base de Bezier ndo € propria para a modelagem de
curvas longas
— Bezier unica: suporte nao local
— Trechos emendados: restricoes nao sao naturais

« Base alternativa: B-Splines
— Nome vem de um instrumento usado por desenhistas
— Modelagem por poligonos de controle sem restricOes adicionais
— Suporte local
» Alteracdo de um vertice afeta curva apenas na vizinhanca
— Existem muitos tipos de Splines

— Se 0s nos estdo equidistantemente distribuidos a spline &
uniforme, caso contrario & nao-uniforme.

» Uma B-spline uniforme de grau d tem continuidade C%'



Especificando curvas

Pontos de Controle

— Um conjunto de pontos que influenciam a
forma da curva

NOs

— Pontos de controle que estao sobre a curva

Interpolando Splines

— Curvas que passam atraves dos pontos de
controle (nos)

Aproximando Splines

— Pontos de controle meramente influenciam a
forma



Spline ¢ uma curva polinomial
definida por partes

« Com maior suavidade que as anteriores
(tem curvatura continuas) e sao
conectadas formando curvas mais
complexas (knots).



B-spline ou basis spline

» Cardinal B-splines tém knots que
sao equidistantes uns dos outros.

» Cubicas tem m+1 pontos de
controle onde, m>3

* Polinbmios Cubicos
—f(uy=au®>+bu>+cu+d,
—u: (0<=u<=1)



Definida por quatro pontos de controle (P,, P,,
P, P.).

N3o passa por nenhum ponto de controle.

— Curva de aproximacao

Mais suave que as anteriores

— Mais facil garantir continuidade paramétrica

,."‘-!Jz *pr--"-.‘Pa
." 1.". . "'r ‘l.‘.
Controle local. TS THEN G}
t=0 £ i
Pyt el T2
qa\ip
Py -‘:._',.__.._--,-. s
to



Cada segmento e definido por 4 pontos, cada
ponto influencia 4 segmentos de curva (exceto
P1 e Ps)

Knots sao 0s pontos de juncao entre os
segmentos de curva



NOs:

No espaco parametrico global temos nés ou knots que

representam os valores de u onde 0s segmentos Qi tém o0s
seus extremos. Tambem sao designados por nds de ligagao

Uma vez que sao os valores de u onde os seg. de curva se
unem

Por definicao um Qi € definido entre 2 nos consecutivos: ()
define um intervalo paramétrico U; < U < Ujs4 (€Spago de u global)

B-Spline uniforme: assume-se que esses nos tém valores
inteiros e que 0 espacamento entre nos e iguala 1 (0, 1,2....)



B-Splines Uniformes

m Significa que a variavel parametrica esta
espacada em intervalos uniformes (1=0.1, 0.2,
0.3, etc)

m Cada um dos m-2 segmentos € definido por 4
dos m+17 pontos de controle

m SegmentoQ =P, P, P P,
m GS=[P;; P, P4 P] 3<=I<=m



Uma curva B-Spline € calculada por:

O(u) = 2 B.(u)p, emque ??=<u=<??

« Cada fung¢do de mistura B; € suportada no mtervalo

Ui -~ Uk

« Temos m+1 funcoes de mistura;
e Logo:
m + 1+ k knots (u,->u_ )

Numero de nos: n° de pts de cntrl + ordem da curva



B-Splines Nao-Uniformes

m O Intervalo entre valores da variavel
parametrica nao € necessariamente
uniforme. ..

m Logo as funcoes de blending nao sao as

mesmas para cada segmento.... Maior
flexibilidade

Func¢oes de mistura



Curvas Rational B-Spline

« Prové uma unica forma matematica
precisa capaz de representar as formas
analiticas comuns

« Linhas, planos, curvas cénicas incluindo
circulos, curvas de forma livre, superficies
guadricas e esculpidas

Invariantes apos a aplicacao de transformacoes
geomeétricas simples e a transformacao perspectiva (as
nao racionais “alteram” com a transformacao

perspectiva).



Qutras Splines

Splines de Catmull-Rom (ou Overhauser)
iInterpolam pontos de controle, de modo similar
as splines naturais

As —splines controlam a forma da curva
globalmente atraves das variaveis 3, (bias) e 3,
(tensao)

Bias controla influéncia dos vetores tangentes

enquanto que tensao puxa curva para proximo
das linhas que conectam os pontos de controle



Interpolacao com splines

cubicas

« Dado um conjunto de N+1 coordenadas
de pontos (P,,P,,P,,..P,), qual seria a
funcao parameétrica cubica que interpola
esse pontos , ou seja precisa-se
conhecer os coeficientes
a,,b,,c,,d,,a,,b,,c,,d, tais que:

—f(u)=au®>+bu?+cu+d,
-u: (0<=u<=1)



Interpolacao

por Splines

Cubicas
« Usa a teoria das vigas e
 E é apresentada na secao 1
+ de Algebra Linear
« com Aplicacoes L
Anton e C. Rorres, S
Bookman, 2001

E em Capitulo 10 (secao 10.7) de Computer
Graphics C version de D. Hearne e M.P.
Baker



“Spline” se refere a um grupo
de curvas em CGQG

« Por exemplo a é especificada por
4 pontos de controle consecutivos:
Pl u)
Pre— .
.p, .
P:_ ® P,

€ acurva e
sd0 0s pontos de controle



“ Spline”

« Especificada por 4 pontos de controle
consecutivos:

* Os definem o inicio e o fim da curva, e
0s 2 extremos ajudam a definir as inclinagcoes da
mesma nas extremidades, usando também o
ponto seguinte:




Spline” ST

pontos de controle

Especifica ainda um parametro de que junto com 0s ponto
extremos ajudam a definir a influéncia das inclina¢oes ao longo da

curva pela expressao seguinte:

P(() = Pk
P(l) = Prs /-0—\ ‘/\
P’(U) — ‘%““. = ”(PJH-] - Pkn-‘) te? r>0

{Looser Curve) (Tighter Curve)

P'(1) = (1 -~ Dpxsy — po)



‘ Spline”/‘\ N

t<? r>0
{Looser Curve) (Tighter Curve)

Se o parametro de =0a

curva é chamada de

 Matricialmente ela fica:
Pr-1

P(u) = [u3u2u ”MC Px
Pr+i

Plr+2
-5 2—-s5s s§-2 §
2¢ §—3 3-25 -5
s=(1-1/2 Mc=1 5 o s 0



Spline” Pi-)
P) = (W312ul]-Mc- | P*

Expandindo as expressoes: o
_ -5 2- -2 s ]
§ = (]. . I)/Z. s 2—5§ 5 .
U PSR I B Pi+2
c - -5 0 5 0
0 1 0 0 _

P(u) = pj_(—su® + 251 —su) + pul(2 — s + (s — 32 +1]
+ P.l;+|[(5 — 2w+ (3 — 2s)ut + sul+ Pk+1(5u3 — su?)
= Pi-1CAR (1) + pCAR (1) + pis1CAR(U) + piy2CARA(U)

« Onde CAR,, CAR, CAR, CAR,sao as fungobes de
mistura ou interpoladoras da



« Como ficam as CAR,, CAR, CAR, CAR, - fungbes de

Spline’

mistura ou interpoladoras da

CAR lu

0BE

E
':I.'E[
oaf

02f

02C

CAR(w

CAR )
1

0B

0.6 -

0.4k

IZI?E-

CAR|y

08

06}

o7k

02!

id}



Outras Splines

Splines de Catmull-Rom (ou Overhauser)
iInterpolam pontos de controle, de modo similar
as splines naturais

As [3—splines controlam a forma da curva
globalmente atraves das variaveis 3, (bias) e [3,

(tensao)

Bias controla influéncia dos vetores tangentes
enquanto que tensao puxa curva para proximo
das linhas que conectam os pontos de controle

Computer Graphics C version de D. Hearne e M.P. Baker , p. 345-357



Outras Splines

* As Korchanek-Bartel splines, sao uma
classe de Cardinais que além do
parametro de tensao incluem mais dois:

* b —bias e ¢ — continuidade

Dando assim ainda mais poder de flexibilidade a interpolacao por
splines (Computer Graphics C version de D. Hearne e M.P. Baker ,
p. 325)



B-Splines —

Uma generalizagao
da curva de Bezier
Pontos de controle
adicionais cada no
permite mudancas
locais as curvas

K : grau da B-Spline
k=2:linear

k = 3 : toca o ponto mediano do segmento
intermediario




Curvas Splines

« A base de Bezier ndo € propria para a modelagem de
curvas longas
— Bezier unica: suporte nao local
— Trechos emendados: restricoes nao sao naturais

« Base alternativa: B-Splines
— Nome vem de um instrumento usado por desenhistas
— Modelagem por poligonos de controle sem restricOes adicionais
— Suporte local
» Alteracdo de um vertice afeta curva apenas na vizinhanca
— Existem muitos tipos de Splines

— Se 0s nos estdo equidistantemente distribuidos a spline &
uniforme, caso contrario & nao-uniforme.

» Uma B-spline uniforme de grau d tem continuidade C%'



Especificando curvas

Pontos de Controle

— Um conjunto de pontos que influenciam a
forma da curva

NOs

— Pontos de controle que estao sobre a curva

Interpolando Splines

— Curvas que passam atraves dos pontos de
controle (nos)

Aproximando Splines

— Pontos de controle meramente influenciam a
forma



B-spline ou basis spline

 Caracteristicas.

0 grau do polinomio interpolador &
independente do numero de pontos
de controle , m,

* Permite controle local da forma
da curva, pelos p; pontos de
controle .

Computer Graphics C version de D. Hearne e M.P. Baker , p. 334-345



NOs +# pontos de controle

y{t}
A

f P
¢ ¢ 5 ® Knot
P F, € Control point

» x{f}



NOs:

No espaco parametrico global temos nés ou knots que
representam os valores de u onde os segmentos Qi tém os
seus extremos. Também sao designados por nés de ligacao
uma vez que sao os valores de u onde os seg. de curva se
unem

Por definicao um Qi & definido entre 2 nds consecutivos: Q;
define um intervalo paramétrico U; = U < Uj+¢ (€spaco de u global)

B-Spline uniforme: assume-se que esses nos tém valores
inteiros e que o espacamento entre nés € iguala 1 (0, 1, 2,...)



Exemplo controle local




Uma curva B-Spline € calculada por:

O(u) = 2 B.(u)p, emque ??=<u=<??

« Cada fung¢do de mistura B; € suportada no mtervalo

Ui -~ Uk

« Temos m+1 funcoes de mistura;
e Logo:
m + 1+ k knots (u,->u_ )

Numero de nos: n° de pts de cntrl + ordem da curva



Para gerar interpolacoes lineares, tem-se
k=2, e a curva passa a ser descrita pelas
funcoes:

(t—t;)
(ti+2 - ti)

(ti+2 B t)
(i, —ti)

set.

i+l Sts ti+2

Ni,2 (t) ={ set; <t<t.,, Ni’2 (t)= {

Dependendo do vetor de nos escolhido pode-se ter curvas uniformes e periddicas, ndo periodicas ou ndo uniformes. Se o
desejado for uma B-Spline periddica definida a intervalos iguais de 1 a partir de O(zero) teremos

tpara 0<t<l1

N, ()=
20 {2—tse1£t£2

Para gerar interpolacdes quadraticas tem-se k=3 e as func¢des sdo definidas recursivamente como

(t—t,)
(tin =)

(ti+3 -t

N..(t)=
1’3( ) (ti+3 - ti+l)

N, (O+ N2 (0

Onde o valor de N, ,(t) pode ser obtido da expressdo anterior. Assim se forem usados intervalos
iguais de t a partir de zero para o vetor de nds, tem-se:

(1/2¢2

/ ! ) se 0<t<l1

= %—(t—(gn se 1<t<?2
1/2(3-1)2 se 2<t<3




Splines 2D:

« Spline 2D : a geracao de segmentos
de curvas que sejam controladas por 4
pontos dados de maneira uniforme, é
equivalente a implementar a equacao:

-1 PI
6 6
0<=t<=1



« Chamada Uniforme B-splines se
tém knots que sao equidistantes
uns dos outros em

 Muito usadas em CG sao as
Cubicas com pontos de
controle , onde,

* Polinbmios Cubicos
—f(u)=au®>+bu>+cu+d,
—-u: (0<=u<=1)



As funcoes de interpolacao
cubica (k=4) para o0 mesmo
conjunto de nos (periodicos e
uniformes) serao:

(1/6t 0<t<]
2/3-1/2(t-2) —(t—-2)* 1<t<2
2/3-1/2(t=2)" —(t—-2)* 2<t<3
1/6(4-1t)° 3<t<4

N, , (1) =

Do mesmo modo pode-se recursivamente gerar qualquer tipo
de B-Spline, nao periddico ou nao uniforme apenas escolhendo
adequadamente os vetores de nos.



Definida por quatro pontos de controle (P,, P,,
P, P.).

N3o passa por nenhum ponto de controle.

— Curva de aproximacao

Mais suave que as anteriores

— Mais facil garantir continuidade paramétrica

,."‘-!Jz *pr--"-.‘Pa
." 1.". . "'r ‘l.‘.
Controle local. TS THEN G}
t=0 £ i
Pyt el T2
qa\ip
Py -‘:._',.__.._--,-. s
to



Porque sao melhores? Porque fornecem suporte
local e mais controle (ao contrario da Bézier que por
minima mudanca nos pontos de controle, gera uma
nova curva)

AP o EBES " ,P:"
i ,‘4" ‘1“ i:q .--"J/,—_—\ "“‘Fﬂl

Genericamente: A W A—
— Param+1 pontosde "’ ®h t=0

controle o

o a-'
. M}=3 PO,P‘l,--,Pn P! "-._&9;\\ 2

— Teremos curvas com i -

m-2 segmentos o

« Q3,Q4,...Qm



A curva inteira B-spline € considerada composta por
segmentos de curvas spline

Cada segmento e definido por 4 pontos, cada

ponto influencia 4 segmentos de curva (exceto
PO e Pn)

Knots sao os pontos de juncao entre os
segmentos de curva



Porque sao melhores? Porque fornecem suporte
local e mais controle (ao contrario da Bézier que por
minima mudanca nos pontos de controle, gera uma
nova curva)

AP o EBES " ,P:"
i ,‘4" ‘1“ i:q .--"J/,—_—\ "“‘Fﬂl

Genericamente: A W A—
— Param+1 pontosde "’ ®h t=0

controle o

---------- r
« M>=3P1.P1,...Pn Pa‘---._g?i 2

— Teremos curvas com g el

m-2 segmentos o

« Q3,Q4,...Qm



B-Splines Uniformes

m Significa que a variavel parametrica esta
espacada em intervalos uniformes (1=0.1, 0.2,
0.3, etc)

m Cada um dos m-2 segmentos € definido por 4
dos m+17 pontos de controle

m SegmentoQ =P, P, P P,
m GS=[P;; P, P4 P] 3<=I<=m



Spline controlada por 4 pontos

O,(u)= Y B._;(wp,,

B._, = é(—?ﬂf +3u” +3u +1)
B, =é(3u3 —6u® +4)

B._, =%(1—u)’ com O=swu=<]



Representacao matricial

‘B

P(H) =[t° +% + 1]

-1 3-31
3-630
30 30

1410




1 Ul ISIUGO U

mistura
da cubica uniforme
anterior

@ = @ Iha @l @ @ o o o

| | P+ 3p-6+4)/6 (-384+32431+1)/6
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Unido 3 curvas B-Splines
P,




Exemplo de controle local:

 Alterando o penultimo ponto, nao se
altera o trecho inicial e so parte do
trecho intermediario




Ao ser controlada por 4 pontos, so se
aproxima dos 2 centrais

Cada funcdo de base “cobre” K 1ntervalos

Curva B-Spline ordem 4: cada funcdo de base ¢, ela propria,
uma B-Spline cubica, constituida por 4 segmentos, ¢ simétrica




Periddicas uniformes

Byw)  Bi(w) Biu) Byu) Byu) Bs(u)

Parameter range
of curve

Exemplo: curva cubica com 6 pts de cntrl (m=5 e K=4)

Nos uniformemente espacados (vector de nds uniforme): cada funcéao
de base € uma coépia transladada de um ndé (funcdes de base
periodicas).

Numero total de nés: 10
Uma curva B-Spline é calculada por:



Para criar uma curva spline

fechada:

* Apenas se repete no final das
sequéncia dos pontos de controle da
curva os 3 pontos iniciais

¢ Py, P, Py Py . P_, P, P, P,




Spline com pontos controle coincidentes seguidos =>
Ela acaba por passar pelo ponto

Trés P5 coincidentes: 8 pts de controlo, 6 Q;, 3<u=<=8

Q7 (7 = u < 8) determinado por P4PsPsPs. Em u=8 interpola Ps

*F,



Lembrando o significado de
continuidade

LAY (% As duas curvas apresentam
um ponto de juncao.

C': A direcao dos vetores tangentes
no ponto de juncao € igual.

C?2: A direcao e a magnitude dos

vetores tangentes no ponto de
juncao sao iguails.




Spline com pontos controle coincidentes seguidos =>
Ela acaba perdendo niveis de continuidade

oP;. P
(a) .-
: Perda de continuidade
P, a) ponto duplo -G1
— b) Ponto triplo - GO
P, :
o P

(b) /
. ': .
e P, ‘," Py

Ps



Spline : efeito das multiplicidades dos pontos de controle ou
coincidencias dos mesmos nas funcoes de base

a) Multiplicidade 1:

[0,1,2,3, 4] 1 1 1
@
b) Multiplicidade 2: e N
0.1, 1,2, 3] o2 !
®)
¢) Multiplicidade 3: —r/\
0.1, 1,1, 2] S * '

d) Multiplicidade 4: /
0,1,1,1, 1] T ‘ ‘ "



Propriedades

» Aumentar a multiplicidade m de um knot reduz a
continuidade da parametrica k-m-1;

 Um knot interior de multiplicidade k transforma uma
B-spline em duas B-Splines distintas cada um com o
seu conjunto de pontos de controlo.



Spline => propriedades

Spline com pontos controle coincidentes
seguidos =>
perda nivel de continuidade

(a)

The effect of interior
knot mu]ﬂplicity On a
B-spline curve.

(a) A four-segment
B-spline curve. The
knot vector is
[0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10].
All B-splines are
translates of each
other.




Spline com pontos controle coincidentes seguidos

()

P,
P
(c) Knot vector is
[0,1,2,3,4,4,4,5,6,7,8].
Q, and Qs shrink to 3 4 5
zero. Continui
between Q; and Q; is Triple

positional. knot



Spline com pontos controle coincidentes seguidos

(d) Knot vector is

[0,1,2,3,4,4,4,4,5,6,7,8].

The curve reduces to a
single segment Q3.
Another control point
has been added to
show that the curve
now ‘breaks’ between
P; and P;.

(d)

Quadruple
knot

P,



B-Splines Nao-Uniformes

m O Intervalo entre valores da variavel
parametrica nao € necessariamente
uniforme. ..

m Logo as funcoes de blending nao sao as

mesmas para cada segmento.... Maior
flexibilidade

Func¢oes de mistura



Curvas racionais

A curva Rational cubica ¢ dada pelas seguintes razoes:
X(u) _ Y(u) _ Z(u)
Onde X(u), Y(u), Z(u) ¢ W(u) sdo curvas cubicas
polimomiais cujos pts. de ctrl sdo definidos em
coordenadas homogeneas.

Curva no espaco homogeneo:

Qu) = [X(u) Y(u) Z(u) W(u)]

x(u) =




Tanto as curvas de Bezier quanto
as B-Splines possuem ambas as
formas: inteira e racional.

Forma Inteira Forma Racional
Bézier n n
> B 1) > wiB; T (1)
i=0 _ i=0 '
Z W‘i Jn.i (t)
i=0 '
B-Spline n n
> BT (1) > wB; N, (V)
1=0 1=0
Z w; N (1)
1=0




NURBS

Non-uniform rational B-splines
B-spline nao-uniforme racional

Rational significa que os segmentos de
curva sao expressos por razoes entre
polinOmios cubicos

Computer Graphics C version de D. Hearne e M.P. Baker , p. 357-349



NURBS

* Non-Uniform Rational B-Spline

« O peso dos pontos de controle € a
diferenca




Curvas Rational B-Spline

* Prové uma unica forma matematica

precisa capaz de representar as formas
analiticas comuns

« Linhas, planos, curvas conicas incluindo
circulos, curvas de forma livre, superficies
guadricas e esculpidas

Sa0 Invariantes a rotacao, translacao, scaling e
transformagoes perspectivas



Usuario fornece os pontos X|i],Y][i] e:

=
while (i+3 < TotMarks) { //TotMarks = numero total de pontos na curva
RangeX = fabs (X[i+2] - X[i+1]);
RangeY = fabs (Y[i+2] - Y[i+1]);
if (RangeX > RangeY) Step = 1.0/RangeX;
else Step = 1.0/RangeY;

i = | =T t,3) +3*pow(t,2) -3*t +1) i] -
3*pow (t,3) —-6*pow(t,2) +0*t +4) i+1] +
8 L el BT ok

y =1 *me , 3 gwiE, 2) =3%C $1y*¥]i] -
3*pow (t,3) -6*pow(t,2) +0*t +4)*Y[i+1] +
—3*pow (t,3) +3*pow (t,2) +3*t +1)*Y[i+2] +
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Superficies A

(b)

Fig. 1.4. (a) Whitney umbrella with-handle #* — z5° = 0; (b) Whitney umbrella
without-handle {z* — 2" = 0} — {z < 0}.




Bidimensionais :

Superficies Paramétricas
x =f(u,v)

y =g(u,v)
z =h(u,v)



As proprias
equagées xr = sin 0

podem ser {,,, o, wherede[0,2n]
usadas para
gerar as
superficies.

[ [0,27] — B2, £(8) = (x(6),4(6))

Por exemplo 8

Fig. 0.1. (a) A unit circle; s (¢} a blended cube

24
€Ir = 1 | ;l'—:'
where € [0, 1]
1 — ¢
i —
4 1 1 $2




As equacoOes podem ser usadas para
gerar as superficies.

e

() (b) (¢)

Fig. 1.3. (a) Cone z* + 3 — '-[l (h]h}fﬂﬂh oloid of one s sheet 2° + ¢ — 2° = a”;

(c) hyperboloid of two sheets x° 4 3* - 2* = —a*



Outras formas de geracao:

Superficie por caminho

» Superficie criada atravessando uma
curva ao longo de um caminho no
espaco



Revolucao

Superficie criada ceme oblase splvroid
pela rotacdo de “"B o,
uma curva sobre = ae

um plano em | =

F

torno de uma cuical ntom: peviere spheid

linha reta (o eixo 1™

de rotacao) que ‘ 5. 0
esta sobre o
mesmo plano.




adricas

Qu




Geradas por interpolacao

 |Interpolacao linear entre quatro pontos
gque nao estao no mesmo plano

Py




A forma mais simples

é considerar o espaco dos parametros representados por uma area unitaria
limitada pelos pontos (0,0) (0,1) (1,0) e (1,1).

Essa area pode ser vista como o produto cartesiano dos dois eixos
normalizados ortogonais. De modo que qualquer ponto do interior desta
regiao é definido univocamente.

Se for desejado gerar uma superficie a partir de quatro pontos: A, B,Ce D
, €sses pontos devem ser associados aos limites do espaco dos
parametros (0,0), (1,0), (1,1) e (0,1), entao o interior é gerado empregando-
se duas interpolacoes lineares sucessivas.

Na primeira interpolacao serdao geradas as retas AD e CB, que
correspondem aos limites com parametro u=0 e u=1.

Qualquer ponto E(v) sobre a reta AD sera definido como:

E(v) =(1-v) A+ vD,
de modo que se v=0, E(v)=E(0) € o préprio ponto A e se v=1, E(v)= E(1)

corresponde ao ponto D.

Do mesmo modo, os pontos F(v) sobre a reta BC serao obtidos pela

interpolacao linear das coordenadas de B e C:

F(v) =(1-v) B + vC.
Com os pontos E e F gera-se o interior da superficie a partir de outra

interpolacao linear, usando agora o parametro u:

P(u,v) = (1-u) E(v) + u F(v)



Interpolacao bi-linear:

 As expressoes anteriores podem ser reunidas resultando em duas
interpolacoes lineares ou uma interpolacao bi-linear:

P(u,v) =(1-u) (1-v) A+ (1-u)vDu(1-vyB+uvC

- E facil verificar que a superficie gerada so sera um plano se os
quatro pontos forem co-planares (estiverem sobre um mesmo
plano). Neste caso as fronteiras serao limitadas por segmentos de
reta.

- Se as fronteira (ou limites) forem definidos por curvas e nao por
retas a forma mais simples de gerar o interior € usar expressao
dessas curvas para gerar os pontos de E(v) e de F(v).

- Essa ¢ aidéia de geracao de superficies denominada “lofting”,
usada desde a antiguidade na construcao de caravelas, naus
embarcacoes e navios.

* No lofting as curvas dos limites opostos, nas dire¢coes u ou v dos
parametros sao usadas para a geracao da superficie.



Lofting

« Contruida juntando 2 curvas por linhas
retas entre pontos

Pos

{1-vletju) + v oFu)



Interpolacoes trilineares

no caso da definicao da superficie por trés
curvas de fronteira.

Nesta um ponto do interior é definido por
trés parametros u, ve w.

Mas como sao 2D sempre podem ser
descritas com apenas dois parametros.

Assim, obviamente ha a restricao
adicionaldequew +v +u=1em
qualquer ponto.



Interpolacoes trilineares

C (0,1,0)

AVAVAVAVANG

““T“T. p OO ‘:i_i.pf i

u B (1,0,0)

EEDHGD dos parametros superficie gerada pelas curvas de fronteira



Superficies de Formas Livres

» A idéia basica de construir uma superficie
pelas interpolacoes dos contornos pode
ser generalizada para quando uso das
curvas de CG (Hermite, Bézier, Splines ou
Racionais), gerando superficies que
podem ser descritas por curvas criadas a
partir de pontos de controle das suas
formas.



Patch — ou construcoes por retalho

Superficie Linear de Coons

 Interpolacao entre quatro curvas de
fronteira

« Similar a superficie regrada em duas
direcoes




Superficies Parameétricas Bicubicas

» As superficies parameétricas bi-cubicas sao
definidas como combinacao de curvas cubicas e
16 pontos de controle Pij, como:

P(u,v)=>"

3 3
i=0 =0

P;B; (w)B;(v)

onde, como no caso das curvas de Bezier, Bi,j define os pontos de
controle da superficie e Ji,n(s) , Jj,m(t) sao as fungdes de Bernstein
nas direcoes s e t respectivamente.

As funcdes nao precisam ter o mesmo grau nas duas direcoes,
podendo ser cubica na direcao s e quadratica na direcao t.

A superficie toma a forma definida pelos pontos de controle Bi,j.

Os pontos dos quatro cantos da superficie gerada coincidem com 0s
4 pontos de controle nestas posigoes.



Na forma matricial com cubicas
P(s,t)=SM, G, M, T'

eondeS=[s3s?s1], T=[131?1 1], (O
sobrescrito T indica que é usado a
transposta das matrizes e vetores), M, € a
matriz de Bezier e G, uma matriz com os
16 pontos de controle de definicao da
superficie.



superficie de Bézier

definida por dois polindmios de grau 3, bi-
cubica de Bézier,pode ser escrita como:
P(s.t) = [53 s* s 1M, G, M,

Sendo
-1 3 =3 1]
3 -6 3 0
-3 3 0 0
1 0 0 0]

¢ 0s pontos de controle representados pela matriz

_PE':D Pl}:l PI}"‘ PD:S
Pl:l} Pl:l Pl"‘ Pl
P,, P, P, Py,
P,, P,, P, P,

s

Gb=




Patches

« Curvas cubicas paramétricas como quatro
curvas de fronteira

Remendos cubicos



Superficie de Bezier

R

« Curvas Bezier como quatro curvas de
fronteira




Superficies de Bezier

« Um ponto qualquer da superficie de
Bézier pode ser obtido pela definicao dos
parametros s e t na expressao

Pis,)=> > B T, ()T, (1) 0<s,t<]|

1=0 1=0

onde, como no caso das curvas de Bézier, B; ; define os pontos de controle

da superficie e J ( ), J J m(t) sao as fungoes de Bernstein nas direcbes s e t
respectivamente.’ ’

As fungdes nao precisam ter o mesmo grau nas duas direcoes, podendo ser
cubica na direcao s e quadratica na direcao t, por exempilo.



Retalhos de Bézier

« (Curvas na fronteira sdo curvas de Bezier

* Qualquer curva para s ou t constante € uma curva
Bézier
« Podemos pensar assim:

— Cada linha da grade com 4 pontos de controle define uma curva
de Bezier para o parametro s

— Ao avaliar cada curva para um mesmo s obtemos 4 pontos de
controle “virtuais™

— Pontos de controle “virtuais” definem uma curva Bézier em
— Avaliando esta curva em um dado { resulta no ponto x(s,t)

ceee— o~ AN



Malhas de Retalhos Bézier

» Sao malhas compostas de diversos
retalhos unidos ao longo de suas
fronteiras

— As arestas das grades de controle precisam
se justapor perfeitamente

— As grades precisam ser retangulares

OK
OK Nio Nio



Superficies de B-Spline

 As superficies B-Spline, como as anteriores,
podem ser representadas pela expressao:

Ps,)=>. > B;i N;, () N (1)

1=0 1=0

onde N; |(s) e N; |() sao as mesmas fungoes de B-Spline definidas para as
curvas B-Spline & Bi,j os pontos de controle.

Os arrays de nds nas duas direcoes de parametrizacdo podem ser classificados
como periddicos uniformes, ndo periddicos ou ndo uniformes, como as curvas.
As superficies B-Splines periddicas uniformes s&o geradas usando vetores

de nds uniformes. Essas superficies tem 0 mesmo tipo de controle local das
curvas B-splines. Variando apenas um ponto de controle apenas uma parte da
curva é afetada.



Superficies de Hermite

« Dois parametros sao necessarios, ambos variando entre 0 e 1. Se
esses parametros forem chamados de s e t, a superficie bicubica
pode ser escrita como:

P(s,t)=SHG, H' T

onde S=[s3s2s1], T=[t3t2t1], e POO) POD - dP o dP
dt dt
Essa mgtri.z deve conter os 4 P10) Pl dP 10) dp W
pontos limites dos cantos da dt dt
superficie, suas derivadas em G, =
relagao aos parametros s e t P oy 9P, dZ_P(O 0) d°P 0.1)
(vetores tangentes) nos pontos a5 0OV dsar dsdt
dos cantos e suas derivadas ) )
cruzadas nestes pontos (vetores Poo Pan Lao Py
ds ds dsdt dsdt

de torcao ou “twist vectors”). - -



Superficie B-Splines

« Curvas B-Spline como quatro curvas de

fronteira
>

Y




formulacao matricial pes.o=sMm, G, m; T

* onde 0s parametros sao representados
pelos vetores S=[s3s?°s1]eT =131t
1], G, representa a matriz formada pelos
dezesseis pontos de controle e as
matrizes M, sao as mesmas ja usadas
para curvas . -

-1 3 -3 1
|3 -6 3 0
M, =—
6/-3 0 3 0
1 4 1 0




Superficies Racionais

P (s, t) = | Forma Inteira Forma Racional
Bézier n. m
> Z 05 3in(8) Jjm (1) > 2 Wi Bijdin(s) Ijm(®)
i=0 i= 1=0 =0
0T Il m
> 2 Wijdin(s) Ijm ()
=0 =0
B-Spline i i

i B; j Nix(s) Nj,l{t)

WM:
=
iy
=

wl_] lk(E) le(t) B1J

0

0 ]

i iwi,j

Zﬂ -=E|

Nk (5) Ny, (t)

—
—




NURBS

« O termo NURBS ¢ a abreviatura de Non-
Uniform Rational B-Splines Surfaces, ou
seja, € uma B-Spline racional (originaria
da razao de 2 polinbmios).

FIGURA 3.30. NURMS aplicado em um modelo de face de poucos poligonos.
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