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Capitulo 3 - livro texto



Onde se usa :

No desenho do contorno dos
objetos e até nos textos .

Por exemplo caracteres das fontes
TrueType sdo segmentos de curvas

Bézier quadratica.

No controle de animacgoes
como essa ao lado.

O movimento do braco € descrito por
curva interpolada atraves do registro
de pontos.

[ Mohon Curver

100
Bportsl




Elementos 1D

e Comprimento

e Distancia ao
1nicio define a
pOSICA0 na
curva

 Mas ela pode
ser 2D e 3D



;A

Curvas ¥

* Formas de representacao:
— Procedural ( exemplo curvas fractais )
— Conjunto de pontos (digitalizadores: x;, y.)

— Analitica:
e Explicita: y = f(x)
e Implicita : x+y=0
e Paramétrica: x= f(1), y = /(1)



Também podem ser

Classificadas de acordo com seus termos: linear
(grau 1), quadratica (grau 2), cubica (grau 3),
transcendental (sin, cos, log, ...)

Mas voltando a forma de representacao mais importante
Para uso em CG: a Analitica



Representacao analitica

Nao parametrica e paramétrica
Precisao sobre representacao de ponto

Armazenamento compacto
— Centro do circulo e raio vs. pontos

Ponto Intermediario

— Quaisquer pontos sobre a curva podem ser
calculados

Mais facil gerar desenhos
Mais facil mudar a curvatura



Representacao analitica de curva
definida por ponto

* Interpolacao

— Analiticamente definindo uma curva a partir
de um conjunto de pontos conhecido

« Ajustada

— Uma curva que passa por todos os pontos
conhecidos

e Satisfatoria

— Uma curva gque passa perto de pontos
conhecidos



Interpolacao X Aproximacao

o
o
/\-/ o
o]
Na interpolagao, a curva passa Na aproximacao, a curva comeca sobre
sobre todos os pontos definidos. o ponto inicial e termina sobre o final.

Os demais pontos sao aproximados.



gerar uma curva no espaco, distribuindo
pontos de maneira suave




Dado um numero n de pontos para tracar uma curva:

— Interpolar os pontos (curva passa necessariamente
por todos os pontos)

— aproximar os pontos (pontos definem cobertura
convexa (convex hull) da curva)

Interpolate Approximate



Nao parametrica vs parametrica

« Nao parametrica
— Explicita y = f(x)
— Implicita f(x, y) = 0
« Equacao implicita de segundo grau geral

ax’> +b2xy +ey’ +2dx +2¢y + f =0



Exemplo _,
f:10,27] — B2, £(0) = (x(6), y(0))

circunteréncia -
xr = sIn
representa(;oes { Y — cosd where 6 € |0, 27|
paramétricas
21
T I
4 | E‘.E where { € [0, 1]
j-JI- — = .q
\, : 1 ‘|' !L'




Exemplo circunferéncia
representacoes nao paramétricas

y=V1-—a?

/\ Explicita y = f(x)

y=-v1-a*

x? yj_— l1=0orz*+y’> =1

Implicita f(x, y) = 0



E essas?

Explicita y = f(x)
Implicita f(x, y) = 0

(a) (b}

Fig. 1.1. (a) Image and (b) graph of f(t) = (cost,sint).

(a) (b)

. 1.2, (a) Cuspidal cubic = ,.;.r‘: and (b) parabola y = z” as tmages of different
unetrisations.




Representacao implicita

« Curvaem 2D: f(x,y)=0
—Linha:ax+by+c=0
—Circulo: xe+y?2=r2=0

« Superficie em 3D: f(x,y,z) =0
—Plano:ax+by+cz+d=0
—Esfera: x2+y2+2z2—-r2=0



Outros exemplos:

e Lemniniscata de Bernoulli => simbolo
infinito (x2+y2)2 _ (}:E-yE)E -0
Quarto grau! Implicita f(x, y) = 0

0.5




Curvas nao parametricas

Linha
Circulo
Parabola
Elipse
Hiperbole

I. The equation —z = x* + y* explicitly defines the paraboloid in R,

Fig. 1.7. The paraboloid —z2 = x® + {,'IJ in B*



Curvas parametricas

— Pontos sobre uma curva sao representados
com uma funcao de um unico parametro
+ X =1(u), y=9(u), z = h(u)

— U : variavel parametrica

X = cos(t), y = sin(t), z = t/-




Peculiaridades das curvas em CG

Principais desvantagens das representacdes nao-

parameétrica em CG

» E dificil definir a equac3o n3o paramétrica de uma
curva que passe por um conjunto de pontos pré-
definidos.

* N3o permite a representacao de curvas com lacos



Peculiaridades das curvas em CG

Para CG, representacoes parameétricas
costumam ser as mais convenientes

Assim, genericamente, uma curva 3D e

- Q(t)=[x(t) y(t) z(t)]

X(t), y(t), z(t) sao chamadas de funcoes-base
(base functions)



P(u) = (X (u),Y(u), Z(u))

O<su=<l

P(u,v)=(Xw,v),Y(u,v),Z(u,v))
O=su=<l

O<v=l

= As expressOes parametricas suportam declives
infinitos, curvas fechadas ou multi-valor.

dy/dx = (dy/du) / (dx/du)
dy/dx = mmfimto => dx/du=20



= Elementos geometricos defimdos parametricamente
sao merentemente limitados (0 <=u <= 1).

o As expressOes parametricas sao facilmente
traduzidas na forma de vectores e matrizes.

= Utilizacdo de um sO modelo matematico para
representar qualquer curva ou superficie.



Reta na forma paramétrica

P(t)= P + at
P =P, t+at

— P =D
y yﬂ+at

— P =D
, =P+ at




Parametrizando polinOmios

f)=ar+b f(ty=at> +bt+c ft)y=at’ +bt" +ct+d

NN Y

Linear Quadratico Cubico



Peculiaridades das curvas em CG

A curva é definida através de um conjunto de pontos de
controle que influenciam a forma da curva.

Os nos sdo pontos de controle que pertencem a curva.

A curva pode ser interpolada, passando nesse caso por todos
os pontos de controle, ou pode ser aproximada, passando
apenas em alguns pontos de controle ou mesmo nenhum.

Os pontos de controle definem a fronteira de um poligono
designado por convex hull. —




Continuidade

« Duas ou mais curvas nos nos (conectando
pontos) para formar uma curva continua

* Tipos de continuidade

— Continuidade de ponto
— Continuidade de tangente
— Continuidade de curvatura

— > (.

. bl 0 . 1
(a) Point continuity - C (b) Tangent continuity - C

A

N

(c) Curvature continuity - C :



Propriedades desejaveis de curvas
para modelagem em CG

Independéncia y
dos y
€1X0S

usados




Propriedades desejaveis de curvas
para modelagem em CG

Deve R
poder !
ter

Pontos

com
coordenadas

multiplas




Propriedades desejaveis de curvas
para modelagem em CG

Deve ter uso .
intuitivo ¢
poder ter
Controle local:

1.e. em ajuste f1nos:
alterar um trecho
nao altera toda a
curva




Propriedades desejaveis de curvas
para modelagem em CG

O numero de
pontos de

Controle local
nao deve estar
associado ao P
grau da curva
ou sua
oscilacio

polindmio de grau elevado

formas com oscilagdes



Propriedades desejaveis de curvas
para modelagem em CG

Ser possivel
representar
diversos graus
de
continuidades
que O usuario
desejar



Propriedades desejaveis
de curvas para modelagem em CG

Ser possivel
representar curvas
abertas, fechadas,
com pontos de
inflexao, etc. : ter
a versatilidade
que O usuario
desejar



Propriedades desejaveis
de curvas para modelagem em CG

ter pontos

com distancias =
constantes ao longo
do seu

comprimento:
parametro

uniformemente

distribuidos.




Solucdo em CG

Curvas de formas livres
Representadas por unides
Descritas por polindbmios
Parametrizadas

Até grau 3

Com continuidade paramétrica



Porque polindOmios até terceiro grau?

Quanto mais simples a equacao da funcao de
interpolacao, mais rapida sua avaliacao.

Polindmios sao faceis de avaliar
Grau menor que 3: Pouca flexibilidade.

Grau maior que 3: Maior custo computacional
com pouca vantagem pratica.
f(t)y=at+b f(t)y=at> +bt+c ft)y=at +bt” +ct+d

NN Y

Linear Quadratico Cubico



Curvas I
Parameétricas - o Pl
Cibicas 2D /\ (\
0.2 0.41 0.6 0.8 1 0.1 1,3 0.3 ;4 Ujj.ﬁ -
x(t)= at’ +bt’ +ct+d t )

3 2
y(t)= at +bt +ct+d,

\

v
Os valores de ax,bx, etc devem ser definidos para cada curva

B



Em 3D:

Um coordenada a mais em cada ponto.....
E projetar....



Curva polinomial paramétrica:

2 k
Pu)=c,+cu+c,u” +...+c.u

x(u)=c, +c, u+c, u” +..+c, u"

A

2 k
yu)=c,, +c u+c, u" +..+c u

2 k
z(u) =C,, +tCc u+c,u” +...+cu



Em 3D

3 2
x(t)=ar+bt*+ct+d.
3 2
Wt)=ar’ +bt* +ct+d,

z(t)= a3f3 + b_,fz +c,t+d,



De forma genérica

3
p(u)=c, +cu+c,u’ +cu’ = Z c,u

onde
‘. 1 |
Crx
C, U
c, u? 4
C
kz
C3 u’ -




continuidade paramétrica e geométrica
Foley et al p. 480 - 483

- \._..../ /N

Continuidade Geométrica G0 Continuidade Geométrica G1

Dois segmentos se encontram Direcao das tangentes dos
em um ponto segmentos sao
iguais no ponto de juncao

\

Continuidade Paramétrica C1

Direcao e magnitude das
tangentes dos segmentos
sao iguais no ponto de juncao



Com continuidade paramétrica

x(=ar +bt* +ct+d,

|
t=1

: 3 2
vit)=at" +bt +c t+d,

x(t)=arf +bi>+ct+qIH=al +hi +ci+d,

y(ty=at’ +bt* + ct+d,

:‘ . .
()=art +bt*+cr+d. continuidade no
ponto comum dos

trechos

Parametrizacao
te [0,1] local
=0 t=1 t=0 +=1t=0 t=1
. ®0 o0 ° ou
. . . . Ue [u,:,,un] global
u, u; 1, u



Requisitos para os parametros:
Parametro genérico: u
Parametro de comprimento: s = s(u)

13(“) =(1 —u)}_j[} + U 131

&

(1-u) u

P(u)=(1— f(u))P,+ f (u) P

/
U

a

Com continuidade paramétrica
0 u, L Puy=0 Seu, >u, = s(u,) > s(u,)

du



Continuidade geométrica x
parameétrica

R(0)= Ry(1)

L Y

Descontinua Continua: C%e GY Continua: C! e G!



Curva de Bezier

« Desenvolvidas por Pierre Bezier para descrever o
desenho de curvas e superficies de forma livre

« Poligono definidor

« Primeiro e ultimo ponto
« Vetor tangente

e eammcaaaa




Curva polinomial desenvolvida em 1962 por Pierre
Bézier.

Utilizada no projeto de automodveis (Renault).
Baseada no algoritmo de De Casteljau em 1957.
Curva de aproximacao.

Controle global.

P. de Casteljau, 1959 (Citroén)
P. de Bézier, 1962 (Renault) - UNISURF

Forest 1970: Polinomios de Bernstein




Forma geral:

&

P()=3 B, D)V,
i=0

onde:

| n)\ o
b, ,(1) =( .](1—0’“ t

[

pol. Bernstein

ny n!
i il(n—i)!

coef. binomial




3 —
Bezier ctibica: P(r)=> B,(1)V,

i=0

By 5 (1) :[{;J (1-0)" " =(1-1)’

B, (1) :m (1=t)™ ' =3(1-1)t
g‘\

B, (1)= 2 (1=)" > =3(1—1)*

/

3“\

B, ,(t)= . (1-t)7 ¢ =r
~/

P(t)y=(1-1)V,+3(1=0)*t V,+3(1-0)* V, +1° V,



Polinomios cubicos de Bernstein

L J



A soma dos
Polinomios Cubicos de Bernstein

resulta:

+By;+ B, ;+B,;+B;;

I

() 1 {



Propriedades de Curva de Bezier

Continuidade infinita (todas as derivadas sé&o
continuas)

O grau da curva (do polinémio) € dado pelo niumero
de pontos do poligono de controle menos 1

A curva de Bézier esta contida no fecho convexo do
poligono de controle

A curva interpola o primeiro e ultimo ponto do
poligono de controle




Cont.

- As tangentes a curva em pye p, tém a direcédo dos
segmentos de reta py,p, € p,.1P, , respectivamente
— Para cubicas, as derivadas sao 3(p;— Pg) € 3(P2— P3)

« Transformar os pontos de controle (transf. afim) e

desenhar a curva é equivalente a desenhar a curva
transformada




Demonstrando essas propriedades para uma Bezier
cubica:

Pit)=(1-1)*V, +3(1-0)t V. +3(1-0)* V, +1 V,
%ﬁ(r) B1=1)2V +- 6= +30 =02V +|-32 +6(1-10|V, +£ V.
dt '

R(0)
P(0)=V,

P()=V,

jﬁ(@)_ —3V,+3V,

i1'3(1)_—’4;1/ +3V,
dt

R(1)



A ordem e posi¢cao dos pontos controla a
curval!




Fecho convexo

e Convex hull

—_—

P(t) =

Ya v
1=0



Propriedade: Convex Hull

— Uma curva de Bézier esta completamente dentro
do maior poligono convexo, formado pelos pontos

P
de controle. 2 P
f .""-..,
ff ) :1‘.- P1
; /
; ~ Lo
; _./f L
P1IF~.~
Pﬁ pr—— - -0 P1 ! _._._H E‘F’E




Representacao
matricial :

Vo

Pt)=(—1)’ V, +3(1=1)t V, +3(1=0)* V, +1 V,

Py=(* 1 1 1)

-
0
0
O_

et

e

e

SN




0(1)

m Matriz de Geometria (G) e Matriz Base (M)

=[x s )]=[7 o]

\ My, My, Myz My

O(t) =TMG

Q2 Q

Q




Outras formas de Bezier

[

By aP,

o,

sF =0 P,

aP

oF

Curvas de Bézier: 1. linear; 2. quadratica; 3. cubica; 4. quartica.



Outras formas de Bezier

P(t) = (1-1) . Py +t . P,

N

=20 oP,



Outras formas de Bezier

P(t)=(1—t)2P,+2t(1—t)P,+ 2P,

0P, AP,

»Q,

f\ /
t=.25 P
. e 0 t=38

oP,



De Casteljau: algoritmo geomeétrico para
construcao de curvas Bézier.

Dcontrol point O auxilary point



Algoritmo geométrico




Po







P1

Po(U)

P



Outras formas de Bezier
P(t)=(1—1t)3P,+3¢t(1—t)2P,+3t2(1—t)P,+ 3 P,

O P1 IH‘?‘-Q:'___“_ El_‘_ O P 2

oP,



Outras formas de Bezier Cont.

« Curvas Bézier com k pontos de controle sao de
grau k -1

« Curvas de grau alto sao dificeis de desenhar
— Complexas
— Sujeitas a erros de precisao

 Normalmente, queremos que pontos de controle
tenham efeito /ocal

— Em curvas Bézier, todos os pontos de controle tém
efeito global

« Solucao:
— Emendar curvas polinomiais de grau baixo
— Relaxar condi¢des de continuidade



Emendando Curvas Bézier

« Continuidade C°: Ultimo ponto da primeira = primeiro
ponto da segunda

+ Continuidade C': C° e segmento p,p; da primeira com
mesma dire¢cao e comprimento que o segmento py,p, da
segunda

» Continuidade C2: C' e + restrigdes sobre pontos p, da
primeira € p, da segunda

P1 P> P>

Po




Transformacoes

— Executar as transformacoes (S,R,T) na curva é
equivalente a realizar as transformacoes nos
pontos de controle.




Curvas de Hermite

* Ao invés de modelar a curva a partir de um poligono de
controle (Bézier), especifica-se pontos de controle e
vetores tangentes nesses pontos

« Vantagem: & facil emendar varias curvas bastando
especificar tangentes iguais nos pontos de emenda

« Exemplos (cubicas):
N




m A curva de Hermite é determinada por
restricoes no primeiro e ultimo pontos

m O usuario especifica o primeiro (P1) e o
ultimo pontos (P4) bem como os vetores
tangentes a P1 e P4, chamados R1 e Rs



Curvas de Hermite

Definida a partir de restricoes no ponto inicial
e no ponto final.
— Os pontos propriamente ditos: PO e P1

— Vetores tangentes nestes pontos: VO e V1

Vo




Mesmos pontos 1niciais € finais,
apenas alterando a direcdo da
tangente




Mesmos pontos 1niciais € finais,
apenas alterando a intensidade da
tangente




Vantagens
— Bem facil de implementar ©

— Adequada para aplicacoes onde seja Util definir a curva
em funcao dos vetores tangentes

— Passa nos pontos de controle (interpolacao)

Desvantagens

— Nao garante, de forma automatica, a continuidade entre
0s segmentos de curva

* E necessario os vetores tangentes terem a mesma direcao e
sentido

— Nao permite controle local
* Alteracao de um ponto de controle altera toda a curva



Forma matricial

2 -2 1 1TP(O)!
2 -1 P(1)
0| P{(0)
0||P(1)

P(t) =[t* 2 t 1




0,9
0,8
0,7
0,6
0,5
0,4
0,3
0,2
0,1

-0,1
-0,2

Func¢des de mistura

o

0, 0.4 0,6 0,>

—‘-‘-_.-____/

Coeficientes Geométricos:
p(0), p(1), pu(0), pu(1):

Funcoes de Mistura:
F1(u) = (2u? - 3u?2 + 1)
F2(u) = (-2u3 + 3u?)
F3(u) = (ud - 2u? + u)
F4(u) = (u3-u?)

p(u) = F1p(0)+F2p(1) +
F3.p°(0) + FA.p’(1)



i

- ()]

p(1) P71
p(O) X

=z
Definition of the
Hermite cubic.

p(uy=uTc=uTMyp

M, =A"=

portanto c=Mp




p(l} = q(0)

P(1) = q(O}

p(O)
q(l)

Hermite form at
join point.



Func¢oes de mistura de Hermite

1
0 0

1 1

0,2

/\F?’ i
0 1

: 0

0,2 .



Q.,()=1TM G,

G, é

G,, € a componente x de G,

NN

EIEERE

L]

]

v
|




Curvas Splines



Splines

« A base de Bezier ndo € propria para a modelagem de
curvas longas
— Bezier unica: suporte nao local
— Trechos emendados: restricoes nao sao naturais

« Base alternativa: B-Splines
— Nome vem de um instrumento usado por desenhistas
— Modelagem por poligonos de controle sem restricOes adicionais
— Suporte local
» Alteracdo de um vertice afeta curva apenas na vizinhanca
— Existem muitos tipos de Splines

— Se 0s nos estdo equidistantemente distribuidos a spline &
uniforme, caso contrario & nao-uniforme.

» Uma B-spline uniforme de grau d tem continuidade C%'



Spline ¢ uma curva polinomial
definida por partes

 Com maior suavidade que as anteriores (tem
curvatura continuas) e sao conectadas
formando curvas mais complexas (knots).



Spline fisica




Metal flexivel com continuidade
de curvatura: C2

Construindo barcos

a

Pesos que dao forma = “ducks”



Exemplo de como sao usadas



Especificando curvas

Pontos de Controle

— Um conjunto de pontos que influenciam a
forma da curva

NOs

— Pontos de controle que estao sobre a curva

Interpolando Splines

— Curvas que passam atraves dos pontos de
controle (nos)

Aproximando Splines

— Pontos de controle meramente influenciam a
forma



B-spline ou basis spline

e Cardinal B-splines t€ém knots que sao
equidistantes uns dos outros.

e Cubicas tem m+/ pontos de controle
onde, m =3

* Polinbmios Cubicos
—f(uy=au®>+bu>+cu+d,
—u: (0<=u<=1)



Definida por quatro pontos de controle (P,, P,,
P, P.).

N3o passa por nenhum ponto de controle.

— Curva de aproximacao

Mais suave que as anteriores

— Mais facil garantir continuidade paramétrica

,."‘-!Jz *pr--"-.‘Pa
." 1.". . "'r ‘l.‘.
Controle local. TS THEN G}
t=0 £ i
Pyt el T2
qa\ip
Py -‘:._',.__.._--,-. s
to



Porque sao melhores? Porque fornecem suporte
local e mais controle (ao contrario da Bézier que por
minima mudanca nos pontos de controle, gera uma
nova curva)

AP o EBES " ,P:"
i ,‘4" ‘1“ i:q .--"J/,—_—\ "“‘Fﬂl

Genericamente: A W A—
— Param+1 pontosde "’ ®h t=0

controle o

o a-'
. M}=3 PO,P‘l,--,Pn P! "-._&9;\\ 2

— Teremos curvas com i -

m-2 segmentos o

« Q3,Q4,...Qm



Cada segmento e definido por 4 pontos, cada

ponto influencia 4 segmentos de curva (exceto
PO e Pn)

Knots sao 0s pontos de juncao entre os
segmentos de curva



NOs:
No espaco parametrico global temos nés ou knots que

representam os valores de u onde 0s segmentos Qi tém o0s
seus extremos. Tambem sao designados por nds de ligagao

Uma vez que sao os valores de u onde os seg. de curva se
unem

Por definicao um Qi € definido entre 2 nos consecutivos: ()
define um intervalo paramétrico U; < U < Ujs4 (€Spago de u global)

B-Spline uniforme: assume-se que esses nos tém valores
inteiros e que 0 espacamento entre nos e iguala 1 (0, 1,2....)



Representacao matricial

‘B

P(H) =[t* 12 t 1,

-1 3-31
3-630
30 30

1410

SO SO S0 SO




Funcgoes de
mistura

B-Splines Uniformes

-1y 3 -6t +4

Qgs(t) = %Pf-} + 6 Pz‘—2 T
3 2 3

=3+ 3t +31+1R_1+t_3

\ \

O<=1<=1

T = T e d e @ G lin o o




B-Splines Uniformes

m Significa que a variavel parametrica esta
espacada em intervalos uniformes (1=0.1, 0.2,
0.3, etc)

m Cada um dos m-2 segmentos € definido por 4
dos m+17 pontos de controle

m SegmentoQ =P, P, P P,
m GS=[P;; P, P4 P] 3<=I<=m



Unido 3 curvas B-Splines




Exemp]

Alterando o penu
trecho 1nicial e
intermediario

0 de controle local:

timo ponto, nio se al
sO parte do trecho

tera O




Ao ser controlada por 4 pontos, sO
se aproxima dos 2 centrais
Cada funcdo de base “cobre” K 1ntervalos

Curva B-Spline ordem 4: cada funcdo de base ¢, ela propria,
uma B-Spline cubica, constituida por 4 segmentos, ¢ simétrica




Byw)  Bi(w) Biu) Byu) Byu) Bs(u)

Parameter range
of curve

Exemplo: curva cubica com 6 pts de cntrl (m=5 e K=4)

Nos uniformemente espacados (vector de nds uniforme): cada funcéao
de base € uma coépia transladada de um ndé (funcdes de base
periodicas).

Numero total de nés: 10
Uma curva B-Spline é calculada por:



Uma curva B-Spline € calculada por:

O(u) = 2 B.(u)p, emque ??=<u=<??

« Cada fung¢do de mistura B; € suportada no mtervalo

Ui -~ Uk

« Temos m+1 funcoes de mistura;
e Logo:
m + 1+ k knots (u,->u_ )

Numero de nos: n° de pts de cntrl + ordem da curva



B-Splines Nao-Uniformes

m O Intervalo entre valores da variavel
parametrica nao € necessariamente
uniforme. ..

m Logo as funcoes de blending nao sao as

mesmas para cada segmento.... Maior
flexibilidade

Func¢oes de mistura



NURBS

* Non-Uniform Rational B-Spline

« O peso dos pontos de controle € a
diferenca




NURBS

- Non-uniform rational B-splines
- B-spline nao-uniforme racional

- Rational significa que os segmentos de
curva sao expressos por razoes entre
polinOmios cubicos |




Curvas Rational B-Spline

« Prové uma unica forma matematica
precisa capaz de representar as formas
analiticas comuns

« Linhas, planos, curvas cénicas incluindo
circulos, curvas de forma livre, superficies
guadricas e esculpidas

Invariantes apos a aplicacao de transformacoes
geomeétricas simples e a transformacao perspectiva (as
nao racionais “alteram” com a transformacao

perspectiva).




Qutras Splines

Splines de Catmull-Rom (ou Overhauser)
iInterpolam pontos de controle, de modo similar
as splines naturais

As —splines controlam a forma da curva
globalmente atraves das variaveis 3, (bias) e 3,
(tensao)

Bias controla influéncia dos vetores tangentes

enquanto que tensao puxa curva para proximo
das linhas que conectam os pontos de controle



B-Splines

Uma generalizagao
da curva de Bezier
Pontos de controle
adicionais g no
permitem mudancas
locais as curvas

K : grau da B-Spline
k=2:linear

k = 3 : toca o ponto mediano do segmento
intermediario




Superticies

b

(b)

Fig. 1.4. (a) Whitney umbrella with-handle * — z4* = 0; (b) Whitney umbrella
without-handle {z* — 2 = 0} — {z < O}




Superficies

Sao generalizacoes

das curvas,

AssimcomooR2éo
produto cartesiano
do RxR , uma
superficie pode ser
vista como o

produto cartesiano de
duas curvas 3D




R2 é o produto cartesiano do
RxR , uma superficie pode ser
vista como o

produto cartesiano de duas
curvas 3D




Assim superficie sao entes
Bidimensionais :

Superficies Paramétricas
x =f(u,v)

y =g(u,v)
z =h(u,v)



f:10,27] — B2, £(6) = (x(6),y(6))
6X6mplos r = sin 0

where @ € [0, 27|
y = cosf

(a) (b) (c)

Fig. 0.1. (a) A unit cirele; (b) a torus; {c) a blended cube.

i, ) cost [ B4 reosw) 0=
flu,v) = | ylu,v) | = | sinu (R 4+ rcosv)
z{u, ) rEin Y i =

where £ € [0, 1]




(a) (b) (e)

Fig. 1.8. (a) Cone 2° +y* = 2° = 0; (h] h};perlmlmrl of one sheet 7° +3° — 2° = a’;

(c) hyperboloid of two sheets * + ¢* — 2% = —a”.



Formas de geracao:

Superficie por caminho

» Superficie criada atravessando uma
curva ao longo de um caminho no
espaco



Revolucgao

Superficie criada ceme oblase splvroid
pela rotacdo de “"B o,
uma curva sobre = ae

um plano em | =

F

torno de uma cuical ntom: peviere spheid

linha reta (o eixo 1™

de rotacao) que ‘ 5. 0
esta sobre o
mesmo plano.




adricas

Qu




Geradas por 1interpolacao

 |Interpolacao linear entre quatro pontos
gue nao estao no mesmo plano

Py




Lofting

« Contruida juntando 2 curvas por linhas
retas entre pontos

Pos

{1-vletju) + v oFu)



Superficie Linear de Coons

 |Interpolacao entre quatro curvas de
fronteira

« Similar a superficie regrada em duas
direcoes




Patches

« Curvas cubicas paramétricas como quatro
curvas de fronteira

Remendos cubicos



de Bezier

« Curvas Bezier como quatro curvas de

R

fronteira




QOutras Superficie

e T-spline surface can be thought of as
a surface for which a row of control
points 1s allowed to terminate without traversing
the entire surface. The control net at a terminated
row resembles the letter "T". Modeling surfaces
with T-splines can reduce the number of control
points 1n comparison to NURBS surfaces and
make pieces easier to merge, but increases the
book-keeping effort to keep track of the irregular
connectivity.



Retalhos de Bézier

« (Curvas na fronteira sdo curvas de Bézier

* Qualquer curva para s ou t constante € uma curva
Bézier
« Podemos pensar assim:

— Cada linha da grade com 4 pontos de controle define uma curva
de Bezier para o parametro s

— Ao avaliar cada curva para um mesmo s obtemos 4 pontos de
controle “virtuais™

— Pontos de controle “virtuais” definem uma curva Bézier em ¢
— Avaliando esta curva em um dado { resulta no ponto x(s,?)

coee— e - AN



Malhas de Retalhos Bézier

» Sao malhas compostas de diversos
retalhos unidos ao longo de suas
fronteiras

— As arestas das grades de controle precisam
se justapor perfeitamente

— As grades precisam ser retangulares

OK
OK Nio Nio



Superticie B-Splines

« Curvas B-Spline como quatro curvas de

fronteira
>

Y




|deia de multiplicacdo de 2 curvas

A informacao geométrica que define uma
curva passa a ser ela propria uma funcao de
uma variavel parametrica
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Superficies Paramétricas

A forma geral de uma superficie 3D na sua
representacao parametrica e:

fuv)=(f, ), f,(uv), £, )

e



Nurbs

Control Point




Malha de poligono (mesh)

Colecao de veértices e poligonos que definem a forma de
um objeto poliédrico

Malhas de triangulos ou quadrilateros

— triangulacao

Bom para caixas, armarios, construir exteriores

Ruim para superficies curvas



* Manta de retalhos sdo usadas para modelar as
fronteiras de objectos 3D complexos:

p(u,v) = 2 Zb )b, (v)p,



Mapeamentos
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Curvas de Nivel

Existe uma outra técnica util, para descrever o comportamento
de uma funcao de duas variaveis.

O meétodo consiste em descobrir no plano xy os graficos das
equacoes f(x, y) = k para diferentes valores de k.

Os graficos obtidos desta maneira sao chamados as curvas de
nivel da funcao £

f:AER?’—}H



Curvas de Nivel

Curva de nivel &: {(z,y) € A tal que f(z,y) = k}.
Vi

ou




Exemplo

f(x,y) = z = altura em relagao ao nivel do mar.

Essas curvas de nivel correspondem as linhas de contorno
topografico.
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Exemplo

RS R
flz,y) = ° +4¢°

As curvas de nivel sao os graficos das equacoes z° + y? = k.

ﬁ
=




Exemplos:

Funcdo Real de Variavel Vetorial - Curvas de Nivel




Exemplos:

Funcdo Real de Variavel Vetorial - Curvas de Nivel

z=x2+y2 _*E




Exemplos:
Funcado Real de Variavel Vetorial - Curvas de Nivel

(o
S




Exemplos:

Funcdo Real de Variavel Vetorial - Curvas de Nivel




Exemplos:
Funcado Real de Variavel Vetorial - Curvas de Nivel




Exemplo

3. f:DCR* - R

flz,y) = :

2 _|_y3

Curvas de nivel: 22 +y>=c¢.

by




Exemplo

4, z = f{l.'! y} = I'E_yz
Curvas de nivel:
..1".72 —_— yi =r

E:U—}|I|:|y|

c# 0 - hipérboles




Superficie de Nivel

Se f € uma funcao de trés variaveis X, y, z entao, por definicao, as
superficies de nivel de f sao os graficos de f(x, y, z) = k, para
diferentes valores de k.

f:ACR =R

Superficies de nivel k : {(z,y, z) € A tal que f(z,y,z) = k}.

Em aplicacoes, por exemplo, se f(x, y, z) € a temperatura no
ponto (X, Yy, z) entao as superficies de nivel sao chamadas

superficies isotermas. Se f(x, y, z) representa potencial elas
sao chamadas superficies equipotenciais.



Superficie de Nivel

Z sup de nivel kg
_.,—'—'_'_'_'_d_'_'_'_._'_ _‘_\_l_\_l-‘-\‘_‘..
f
f——_—-—ﬁ b _k:




Exemplo

L
(1) f:R*=R
fr,y.2} =2z +y+z
superficies de nivel

2r+y+z=k

planos paralelos



Exemplo

2) ¢:R° =R
g{z,y,z) = " +y* + 2
su perficies de nivel
4yt + 22 =k>0

Superficies esfericas de centro na origem




Superficie de Nivel

4

v 100
fx,y) =175 A superficie

z=f(x,)
= 100 — x2 — y?

E o grifico de f

Paraboldide

f(x,y) = 51

Uma curva de
nivel tipica no
dominio da
funcao




Curvas de Nivel X Curvas de Contorno

A curva de contorno f{x,y) = 100 — x> + y> = 75
é a circunferéncia x> + y?> = 25 no plano z = 75.

Plano z =75

Traco: € a curva
definida pelo

encontro da superficie
f(x,y) com os planos

— XY, XZ e yZ.

A curva de nivel flx,y) = 100 —x2 + > = 75 §é
a circunferéncia x?> + y* = 25 no plano xy.



Curvas de Nivel

AN
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