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Coordenadas homogéneas e
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TODAS AS Transformacoes
Lineares Bidimensionais

« 2D

e Sa0 representadas por matrizes 2 x 2 ?

raf® € \X L [axtey
b d N\yJ \bx+dy



Transformacoes de corpo rigido

» Translacao
» Reflexao

» Rotacao
— Angulos de Euler (Oile) em torno de um dos eixos
das coordenadas, ou de qualquer eixo



Escopo de Transformacoes

 Podem ser feitas em serie a aplicadas
uma so fez, mas a ordem € muito
Importante

Como uma unica a matriz de transformacéao
de uma serie

— Essa operacao de transformacao nem sempre €
comutativa !!!



Coordenadas Homogéneas

» Reflexao, rotacao e escala podem ser
executadas com o uso de matrizes

 Mas a transformacao de translacao nao.

» Para solucionar esse e outros problemas €
recomendado o uso de coordenadas
homogeéeneas para todas as operacoes.



Coordenadas homogéneas

* no R?é um elemento do A% com uma relacao de
escala P=(x,y,A);A# 0,(x/Ay/A,1)
e Um ponto do plano é definido como:

¢+ Chamado P =[x,y, 1] em coordenadas homogéneas
(uma classe de equivaléncia).



Em coordenadas homogéneas as
matrizes anteriores

e Devem ser 3 x 3 para as mesmas
transformacoes afins bidimensionais.

a ¢ m
M=yb d n
g S



Matriz de Translacao



Transformacoes Lineares



Transformacao Perspectiva

1 0 0\/x X
M2{0 1 0}y y
g 1]\l px+qy+1



Transformacao Perspectiva 2D




Efeito em um ponto no infinito



Pontos de Fuga

 Um ponto no infinito pode ser levado em
um ponto P,do plano afim.

* Familia de retas paralelas que se
intersectam no infinito sao transformadas
numa familia de retas incidentes em P,,.

+ P, é chamado de ponto de fuga.

+ Ponto de fuga principal corresponde a uma
direcao paralela aos eixos coordenados.

* Imagem de [x,0,0] ou [0, y,0].



Espaco 3D

 Um ponto do espaco 3D é definido como:
P={(xy,2A);A# 0,(x/Ay/A,z/ 2, 1)}

+ Denotado por P =[x,y,z,w] em coordenadas
homogéneas. AY

X P=(x,y,2)
>
X




Translacao no Espaco 3D

' 1 0 0 d.7 [x]
v | |0 1 0 d, 7
1 10 0 1 d. 2

L1 L0 0 0 14 L1




Escala em torno da origem do
Espago 3D

i Fs, 00 07
'l 0 s, 0O 0 7
110 0 s, 0O |2
L1 0 0 0 11 L1

X P=(xy,z)

=2 4



Rotacoes no Espaco 3D
(angulos de Euler)
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Em torno de X
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Coordenadas Homogéneas

O sistema de coordenadas homogéneas (SCH)
utiliza quatro valores para representar um ponto P
no espaco, que sera descrito por (x°, y’, ', M).

A transformacao do SCH para o cartesiano se da
pela relacao (X, y, z) = (X’/M, y’/M, Z’/M)

Os pontos onde M=0 estao fora do espaco
dimensional (infinito 1) .

O uso de coordenadas homogéneas € importante
em Computagao tambem para permitir a
representacao de reais por inteiros

Quando M=1 a representacdo € a mesma do
espaco cartesiano.



Matrizes e coordenadas homogéneas na forma de
vetores linha precisa usar a tranSpOrta 1

[Xx y 1]{cosB sen® 0 0 )
-senBcos6 0 O
0 0 1 0
0 0 o 1

« Matriz de rotacao

_ Escala

x y11.(Sx 0 0 O0) |[x yz].[Sx 0 0 O
0 Sy 0 0 0 Sy 0 0

0O 0 10 O 0 SzO

0o 0 0 1) 0 0 0 f




Translacao

* Pode ser representada por operacoes com
matrizes quando usamos coordenadas
homogéneas, uniformizando as
transformacoes geomeétricas

[Xx y z 1].

— = o0
.= 00O,

-1 O = O

forma de vetor linha



Matriz de Transformacao

» Transformacoes geometricas correspondem
a operacoes de soma e multiplicacao nas
coordenadas que compoem o objeto

» Para evitar que diversas operacoes
matematicas sejam feitas individualmente em
cada vértice é criada uma matriz de
transformacao com coordenadas
homogéneas a qual é aplicada todas as
transformacoes

» Esta matriz € denominada matriz de
transformacao corrente e é utilizada para
transformacao de todos os objetos



Relembrando Transformacoes

* De corpo rigido (semelhanca).

 Distancia entre 2 pontos quaisquer é
iInalterada.

+ Angulos entre vetores é inalterado.
+ Rotacoes, reflexoes e translacoes

* Matrizes elementares associadas a efeitos



Projecoes:

Elementos basicos:

— Plano de projecao: Superficie onde sera projetado o objeto.
Onde ele sera representado em 2D;

— Raios de projecgdo: Sao as retas que passam pelos pontos do
objeto e pelo centro de projecao;

— Centro de projecdo: E o ponto fixo de onde os raios de
projecao partem.

Y

Z ,./ Planc de Projecas



Classificacao:

» Projecoes paralelas e projecoes perspectivas

C. de Projecio

no Infimito
- A
_——_______ _“\“.A-
- A"
*. x‘\‘
II \\\. a
B
| _H"xi —B o
R C. de Projeciio
' no Finito
Raios Projetores




Caracteristicas:

» Projecoes Paralelas
— O centro de projecao € localizado no infinito
— Todas as linhas de projecao sao paralelas entre si;

- Sao tradicionalmente usadas em engenharia e desenhos
técnicos;
— Em alguns casos preservam as dimensoes do objeto;

— Nao produzem imagem realista.




Caracteristicas

» Projecoes Perspectivas

~ Todos os raios de projecac partem do centro de projecao e
interceptam o plano de projecao com diferentes angulos;

~ Representam a cena vista de um ponto de observacao a uma
distancia finita;

~ Qs raios projetores nao podem ser paralelos.

- Baseiam-se no numero de pontos de fuga da imagem
projetada;

~ Sao mais realisticas na representagao de objetos;

~ Nao reproduzem as verdadeiras medidas do objeto;



Projecies plamficadas

Paralclas Perspectivas
/\
/ |
I | pt. 2t e
Ohblicuas Oirtograficas Fuza Fuga Fuga
Cavaleira Cabinet Lazometrica MMW |
Horizon
=
L |

One-point Two-point

Three-point



Por similaridade de triangulos
T f yf

U = V= —.
<
A X;[-r.y"f
i
i
E
!
|
E
‘" S _
f — oc. v /
X image plane
Z — OC ' P

A non-linear perspective projection is often approximated by a linear parallel (or or-
thographic) projection, where f — oo. Implicitly, z — oc says that the orthographic
projection is a limiting case of the perspective projection for faraway objects.



Considerando P (x,y, z)

« Qual sua relacdo com sua projecao no
plano z=0 a partir de um raio projetor no

Z,

eixo z z .
+ (0,0,2,)?

Px, y, -~ D& [na® Ak
Center of pro}ew P 3", )
¥4 \w ______
(0, 0, ch)
' Projection
plane
P(X,y,Z)(—)P*(X*,y*,O)




Considerando

plano ZX b Centerofpgy

Ou y — O (o,ojch)

P
« Por semelhanca de triang:~
x* . ch
il
(0, O.ch)
Z Organizando:
Plx, y, 2)
P*(x*, y*, 0) . X
x* =
* Z
1 =
Zo

P(x,y,z) P (x,y",0)

[SP*(?

¥, 0)



Considerando plano

ZYy ,
OuU X =

b P*(a*, y*,0)

%
z .

(0,0,2_)

P(x, y, 2) e N DX (k%
Center of proieihon/y&/{ P*(x*, y*, 0)
z — ey =

(©0,0,2,)

* Por semelhanca de triangulos :

Organizando

P(x,y,z)—P*(x%,y,0)

Project
plan
x/
ro
5. (e — 2
g = -
- 1 z
ch



Organizando matricialmente:

X
Pr=[x* » 0 1] = Y
Z <
Zep Zcp
O que equivale a r 2
apena mudar a =|{x » 0 (1 ———)
relagao de .. Zep
homogeneidade: )
1 0 O
0O 1 0
=[x vy z 1] 00 0
0O 0 O
100 o0 |
1 0 0
Mol = 1o 0 0 -2




A matriz perspectiva para o
centro de projecao sobre o eixo

Z _ (100 0 |
C Pode ser vista 010 0

como a Wherl =145 o ¢ —Zi

concatenacao de 000 1
uma perspectiva R )
e uma projecao 010 o f[1 000
ortografica no Meerl =10 0 1 =20 0 0 o
e ffo 0 0 1
p|an0 Z = 0 o 0 o0 1| =

perspective  orthographic
transformation  projection

1 0 0 O
01 0 O
= ~1
0 O 0 =
p
0O 0 0 1

perspective projection



Repare que essa matriz colocou valores #0 em uma nova area da

nossa matriz de transformagao em coordenadas homogéneas !

|
3 % 3 :3><1
e Malyalts
1 X3 |I'1X1

* Se com o centro de projecao sobre o eixo z,
tivemos valor #0 na terceira linha..... Entao......

« Para uma projecao sobre o eixo x, ou com centro
I ~ \
de projegao em (x.,, 0, C

p—

[Mpgg] = 0

£
O
_- O
LTl > g




Exemplo:

« Como um tetraedro com os vértices:
P‘](3,4’0)1 P2(15094)5 }:)3(21015)1 P4(47013)

 Ficaria?

3 4 0 1]

o 11 0 4 1

4 0 3 1]

(3 4 01 | [3 4

a_ |1 0 0 18| 3% 0
[P]‘zooz - 11 0

4 0 0 16f] |3 O

|

I

o e s OO O -

— e

Q2O

D Q)
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Para uma projecao sobre o eixo vy, ou
com centro de projegao em ( 0, y,,, 0)

(1 00 0]
—1
« Resumindo perspectivas e Iy Vep
0
m 1 centro de
CO- ~ 100 0 1 )
sobre: 0 0 0 —%
p
xaxis: [Mpgg) = |0 1 0 0
00 1 0
00 0 1
= 5" - E sobre z:
1 0 0 0 .
_1 1 00 0
y axis: [Mpggl = 910 0 J’_cp— 010 O
0 0 1 0 [MI’ER]=OOO_L
0O 0 0 1 Zep
00 0 1




Para obter matrizes com 2

centros de projecao:

E s6 colocar valores

nao nulos onde

apropriado na matriz

homoaenea ! !'|
For 2-point perspective:
(1 0 0
0 1 0
0 0 1
|0 0 0

_ O N

or

S

Elas podem ser consideradas como a
concatenacao de duas com

1 centro de projecao !!!

p—

QOO

OO0 =

O O = O

O = O

L i A e ]

Q= O O

O O N

— e~y O

O OO =

O O = O

O = DO

— Oy O

O O

OO O

o i o i,

—_ O 1 N




Para obter matrizes com 3
centros de projecao:

E sO colocar valores
nao nulos onde
apropriado na matriz
homoaénea ! ! !

For 3-point perspective:

om ) o i o
N O N

—
o Q = D



Lembre que mesmo quando
usavamos

2 x 2 e aforma transa\oosta
 (pOs multiplicando o ponto a ser

transformado)
e Ja tinhamos visto isso?

» (quando imaginavamos o que faria a parte
gue ainda nao estavamos usando da
matriz de transformacao !!!)



Ponto de fuga

— Ilusao de que conjuntos de linhas paralelas (nac-paralelas ao
plano de projecao) convergem para um ponto;
— Pontos de fuga principais sao aqueles que dao a ilusao de

interseccao entre um conjunto de retas paralelas com um dos
eixos principais.




O que sao eixos principais?

Maior e menor momento de inércia.

Nao ha produto de inércia para 0os eixos
principais

Podem ser entendidos como 0os do menor
BB

possivel para o objeto de interesse.



Pontos de fuga principais

— Nota-se que cada conjunto de linhas paralelas no espago pode
ter associado um ponto-de-fuga. Assim, com o objetivo de
definir um critério de classificacao, somente as linhas paralelas
aos eixos sao consideradas.




nao muito é realista

Projecoes perspectivas de trés pontos-de-fuga sao usadas
menos frequentemente, dado que elas acrescentam pouco
realismo ao ja alcangado pelas projecoes de dois pontos-de-
fuga.

. PF-2
.-.}.-. '




Matriz Projetiva

 Uma transformacao projetiva Mdo R® é uma
transformacao linear do R*.

A matriz 4 x 4 de uma transformacao projetiva
representa uma transformacao afim
tridimensional.

g m

a
Mzbei.zn
c f 1 o
q r S



Transformacao Perspectiva

* Ponto P do espaco afim € levado no
hiperplano w=rz + 1

e Se z=-1/r, entao P é levado em um ponto
no infinito.

* Pontos do espaco afim com z =0 nao sao
afetados. 0 0 O0\[x X
1= 0 1 0 OYy y
0 0 1 OQfz Z
0 0 r 1]\l 7+ 1



Ponto de Fuga Principal

* A imagem do ponto ideal, correspondendo
a direcao z, tem coordenadas [0, O, 1/r, 1]

+ Este é o ponto de fuga principal da direcao z.

* Semi-espaco infinito 0 < z< = é transformado
no semi-espaco finto 0 < z< 1/r.

0 0 0
M=

o = O
[

1 0 O
0 1 0
0 r 1

o O O



Mais de Um Ponto de Fuga

* A transformacao perspectiva com 3
pontos de fuga, possui 3 centros de
projecao:

*[-1/p, 0,0, 1]

+ [0, -1/q, 0, 1]

+[0,0,-1/r, 1]

O mesmo resultado é obtido com a
aplicacao em cascata de 3
transformacoes perspectivas, com um
unico ponto de fuga em cada eixo.




Basta Implementar Transformacgoes
Com um Unico Ponto de Fuga

* Transformacoes perspectivas com dois
pontos de fuga equivalem a combinacgao
de:

¢ rotacao ao redor de um eixo perpendicular ao
eixo que contém o centro de projecao.

¢ transformacao perspectiva com um unico
ponto de fuga.

e Com duas rotacoes, obtém-se
transformacoes com trés pontos de fuga.



Projetar Sempre Acarreta Perder
I Informacao

http://isgg.net LY
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