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Relembrando Transformacoes

* De corpo rigido (semelhanca).

 Distancia entre 2 pontos quaisquer é
iInalterada.

+ Angulos entre vetores é inalterado.
+ Rotacoes, reflexoes e translacoes

* Matrizes elementares associadas a efeitos



Escopo de Transformacoes

* Diversas podem ser feitas em serie e
aplicadas de uma so6 fez, mas a ordem é
muito importante

Pois as transformacdes nem sempre séo
comutativa !!!



Matriz de Transformacao

» Transformacoes geometricas correspondem
a operacoes de soma e multiplicacao nas
coordenadas que compoem o objeto

» Para evitar que diversas operacoes
matematicas sejam feitas individualmente em
cada vértice é criada uma matriz de
transformacao com coordenadas
homogeéneas na pode ser aplicada todas
as transformacoes

« Esta matriz € denominada matriz de
transformacao corrente e ¢ utilizada para
transformacao de todos os objetos



Coordenadas Homogéneas

» Reflexao, rotacao e escala podem ser
executadas com o uso de matrizes

 Mas a transformacao de translacao nao.

» Para solucionar esse e outros problemas €
recomendado o uso de coordenadas
homogeéeneas para todas as operacoes.



Coordenadas Homogéneas

O sistema de coordenadas homogéneas (SCH)
utiliza quatro valores para representar um ponto P
no espaco, que sera descrito por (x°, y’, ', M).

A transformacao do SCH para o cartesiano se da
pela relacao (X, y, z) = (X’/M, y’/M, Z’/M)

Os pontos onde M=0 estao fora do espaco
dimensional (infinito 1) .

O uso de coordenadas homogéneas € importante
em Computagao tambem para permitir a
representacao de reais por inteiros

Quando M=1 a representacdo € a mesma do
espaco cartesiano.



Espaco 3D

 Um ponto do espaco 3D é definido como:
P={(xy,2A);A# 0,(x/Ay/A,z/ 2, 1)}

+ Denotado por P =[x,y,z,w] em coordenadas
homogéneas. AY

X P=(x,y,2)
>
X




Translacao no Espaco 3D
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Escala em torno da origem no Espaco 3D
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Rotacoes no Espaco 3D
(angulos de Euler — regra da mao direita)
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_ tomo
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£ / X J de vy
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Z [dedo do meio direita)
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Em torno de X
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Emtornode Y
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Obs.

» Rotacoes nao sao comutativas!
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OBS: Matrizes em coordenadas homogéneas na fOrma de
vetores linha precisam usar a tranSpOrta |

'\

[Xx y 1]{cosB sen6 0 O
-senBcos6 0 O
1 0
0 1

0 0
0 0 D
» Matriz de rotagéo ~ Escala
x y11.(Sx 0 0 0) [x yz].[Sx 0 0 O
0 Sy 0 0 0 Sy 0 0
0 0 10 0 0 Sz0
0 0 0 1) 0 0 0 f
~ J




Translacao (com pontos como vetor linha)

* Pode ser representada por operacoes com
matrizes quando usamos coordenadas
homogéneas, uniformizando as
transformacoes geomeétricas

[Xx y z 1].

— = o0oOo
= 00O,

-1 O = O

forma de vetor linha



Projecoes




Projecoes planas:

Elementos basicos:

— Plano de projecdo: Superficie onde sera projetado o objeto.
Onde ele sera representado em 2D;

— Raios de projecdo: Sao as retas que passam pelos pontos do
objeto e pelo centro de projecao;

— Centro de projecdo: E o ponto fixo de onde os raios de
projecao partem.

Y
e
/::;h d= Prafesis

Z / Planc de Projacae




Classificacdo BASICA:

» Projecoes paralelas e projecoes perspectivas

C. de Projecio
no Infimito

'\_‘.\ -__-____ B

R C.deProjegio | R’ |
\ no Finito T
Raios Projetores \




Caracteristicas:

» Projecoes Paralelas
— O centro de projecao € localizado no infinito
— Todas as linhas de projecao sao paralelas entre si;

- Sao tradicionalmente usadas em engenharia e desenhos
técnicos;
— Em alguns casos preservam as dimensoes do objeto;

— Nao produzem imagem realista.
s U]
| '




Caracteristicas

» Projecoes Perspectivas

— Todos os raios de projecao partem do centro de projecao e
interceptam o plano de projecao com diferentes &ngulos;

— Representam a cena vista de um ponto de observagao a uma
distancia finita;

~ Os raios projetores nao podem ser paralelos.

— Baseiam-se no numero de pontos de fuga da imagem
projetada;
~ Sa0 mais realisticas na representacao de objetos;

— Nao reproduzem as verdadeiras medidas do objeto;




Frojecdes plamficadas

Paralelas )
Perspectivas
I | | I
Cblicuas Oirtegraficas 1 pt. Zpt St
Fuga Fuga Fugza
Cavaleira Cabinet Lrometrica Miltiplas vistas ortografica |

lzatmetrica

Dimeétrica Trimétrica




Um objeto no espaco 3D

A forma mais simples de representar um objeto 3D em 2D é simplesmente
Descartar uma das suas coordenadas .

Este € um caso especial das projecdes paralelas ortogonais
ao plano de projecdo , ou ORTOGRAFICAS

Se 0s eixos principais do objeto forem paralelos aos sistemas de eixos
considerados, e ainda se os raios projetores forem paralelos aos eixos e
perpendiculares ao plano de projecao. T —

|

P, : (1,000; - 0,800; 0,000), P, : (0,500; - 0,800; — 0,866),
Py : (- 0,500; - 0,800; - 0,866), P, : (- 1,000; — 0,800: 0,000),
Ps : (- 0,500; - 0,800; 0,866), P : (0,500; — 0,800; 0,866),
P : (0,840; — 0,400; 0,000), Pg: (0,315; 0,125; - 0,546),
Py : (- 0,210; 0,650; - 0,364), P, : (- 0.360: 0,800; 0,000),
P, : (-0,210; 0,650; 0,364), P,, : (0,315; 0,125; 0,546)




Escala em torno da origem do
espaco 3D

i Fs, 00 07
y' 0 s, 0 0 Y
o D 0 s. 10

1 ‘0o 0 0o 11 1! /

s=18 ;5~0,5;5,=3,0




Rotagoes no Espago :

(angulos de Euler)
Em 5

tomo
de z
B tomo
g de x e
? ) Em
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Em torno dos 3 eixos <

1Tl 0 0 07 [ cosf 0 sinf 07 [eost —sinf 0 07 7
y' 0 cosf —sind 0 01 0 0] snf cosfl 0 0] |y
| T [0 sin® cosf 0] |-sinf 0 cogf Of| 0 O 1O |2
11 Lo o o 1l Lo o oo tJLo 0o 01 L1l




" Projecao paralela
ORTOGRAFICA
OU VISTAS

ol 8

Top

xy plane

T
B

Right

|
10 0 0 I;mg 3x3 13x1
[x* ¢ 0 1} = [x yzllgcl)gg 1><3:1><'1
0 0 0 1
Plane of projection
T
P*(x*.y*.O) |
2
# l
i I
|
£ l \\ \
/ I
4 |
P(x,%/’,z)

Projecao pa;alela ORTOGRAFICA
no PLANO z=0 (sé restam x.,y) :



Projecdo paralela ORTOGRAFICA no PLANO y=0:

em Qe R s

O O OO

oo 0 O

SO O = O

0
0
1
0

S = O O

RO DO

= O OO

(s6 restam x,z)

(s6 restam y,z)

'\ Projecéo paralela

ORTOGRAFICA
no PLANO x=0:

[P*]

yz

P4, =
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—— Projection
plane

—— Projection

7

i
Projectors l
|

E SE TIVERMOS
Projecao paralela
ORTOGRAFICA

POR UM PLANO
PARALELO A x=0, i.e.
X=Tx ?



Projecao paralela axonomeétrica

« Raios projetores paralelos mas nao na mesma direcao dos
eixos principais do objeto, e perpendiculares ao plano de
projecao :

» Orientacéo qualquer: TRIMETRICA

« De forma que 2 eixos tenha a mesma métrica: DIMETRICA

- Os 3 eixos tenha a mesma métrica: ISOMETRICA




Frojecities plamficadas

Paralelas Perspectivas
I |
I I 1 pt. 2t Sk
Cibliuas Oirtograficas Fuga Fuga Fuga

Cavaleira /Célﬁet bxometrica m&s vistas orte graficas |

lzametrica Dimétrica Trimétrica




Plane of projection

[(Mpyp7]

= [RID[TR]2
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0
sin 9_,,
0

] =
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x
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cosByO
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0
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Y
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Projecao paralela isomeétrica

* Reposicionar o cubo e

« Depois projeta-lo

(Meyr) = [GEIT, 1

Y

[cos 6,0 —sin6, 01 0 o o
_ 0 1 0 0]/0 cos®8, sin 6,0
~ | sin®, 0 cos 6, 0|/ 0 —sinb, cos 6, 0
L 0 0 o 1]Jlo o o 1
[ cos G_]. sin 6_), sin 6, —sin Gy cos B, O
_ 0 cos 0, sin 6, 0
| sin®, —sin 6 cos 0, cosb,cos8, 0
0 0 0 1
(1 0 0 0 cos 0, sin 6, sin 6
Mol = (M ]O L. g g% " 0 cos 8,
= TSR 6. 0.0 B sin 0, —sin 6, cos 6,
00 0 1] 0 0

=S Do D

_ O OO




Projegao paralela isomeétrica - -

« Os vetores unitarios agora sao:

x*=10 0 0 UM, = [cos 6, sin6,sin6, 0 1)
Ye=10 1 0 1)M] = [0 cos . 0 1]

z2=10 0 1 1Myl = [sin 8, —sin 6, cos 6, 0 1)
. “ 2
Vcos?8, + sin’6,, sin®0,.

ly*| = Vcos?6,

|z*| = Vsin®6, + sin®0, cos?6,

3
I

Os vetores unitarios em x e y:
|| = [

2 i * 2
cos“f, + sin“d, sin“6, = cosP,

Considerando s6 senos: 1 — sin®0,, + sin?0,,sin®0, = 1 — sin®0,

Simplificando a expressao: SinzBJ, (sin’9, — 1) = —sin®0,

sin”0

sinze}. =

1 — sin®0,




Projecao paralela
. isocfyﬂrica R |2*| = [

OreS UnltaI’IOS em Sinzej, _|_ Sinzex Coszey P Coszex

nsi 5 C ein2 o B — sin? = — sin?
Considerando sO senos: gin 6, + sin’6, (1 sin®6,) = 1 sin<0 .

1 — 2 sin®6
Simplificando a expressdo: |sin®0,, = x
P PLE=SEs 2 1 — sin®6,
| = 1 \
cos?0, + sin’6,, sin’f, = cos’0, sin6, 1 — 2sin®0,
1 — sin®@, + sin®0,, sin’0, = 1 — sinf, 1 — sin’0, 1 — sin®0,
sin0,, (sin’0, — 1) = —sin®0,
sin®,, = _ S, sin*, = 1 — 2 sin®6,
A ™ e :
sin“f,. = 3
J 0. = +3526°
. 1
Sln?‘ev = 3 y

0, = +45° " ~ @



Projecao paralela isomeétrica

 Em engenharia e desenho técnico um A

angulo importante na projecao isometrica é
o chamado A na figura ao lado (que a 0
é esse?)

 Considerando

x* =11 0 0 1M = [cos 0, |sin 6 sin 6

Se vé : X, |sin 6, sin 0,
tan A = — =
X, cos 0.,
como

0, = 45° sin g, = €08 0,

Tem-se que: / A= £ 30

tan A = =*sin 6, = =*sin (35.26)°



Projecao paralela isomeétrica ‘

« Em engenharia e desenho técnico saber o
quanto muda o comprimento na projecao
iIsométrica é importante:

« Vamos chamar o novo comprimento de F,
voltando as medidas dos vetores depois de
projetados :

300 300

x*| = Vcos®, + sin’f, sin’6,
ly*l = Vcos®d,

|z*| = Vsin?8, + sin®6, cos’6,

F = b = Vcos?0, = V2 = 0.8165 O comprimento na projecao
isométrica muda 82% !



Projecao paralela isomeétrica

« (Como ficaria nossa figura em
- isomeétrica no plano xy ou z=0

©,2,0 » (2,2,0)
I
0,2,1) T
| @10
|
(0, 1, 1) o
10,0,0) 2,0,0
$20.9 L __
©0.1,2) . x
e ~— SIDE
, 21,2
(©0,0,2) 2,02
’ /1FRONT
cos 9., sin@,sinf, 0 O
0 cos 8, 0 0
(P*] = [PMso) = [PI] . : 8
e sin, —sinf,cos6, 0 O
0 0 0 1

[P =

[P*] =

O OO RN NNDINOONNO
— = O O DN O O NN

[ 0.0
1.414
1.414
0.0
0.707
221
9593
2.828
2.828
1.414
1.414

| 0.707

~

=0 N0 R R OO OO

1
d
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1

—_—

1.632
2.448
0.816
0.0
1.224
2.040
1.224
0.816
0.0
—0.816
0.0
0.408

0.707

0.707

0.0
0.0
0.0
0.0
0.0
0.0
0.0

0.0

" 0.0
0.0
0.0
0.0

0.408
0.816
—0.408

1.0
1.0
1.0
1.0
1.0
1.0
1.0
1.0
1.0
1.0
1.0
1.0

o Y o R oL



Cavaleira (cavalier) direcao
perpendicular ao plano de
projecao nao é reduzida.

Projecies plamficadas

. _ _ Paralelas Perspectivas
Ou seja os raios projetores devem
chegar com um angulo 3 de 45 . !
graus no plano de projecao! _| 1 pt. 2 pt. 3p
Cbliquas Oirtooraficac Fuza Fuga Fuy
Cavaleira Cabinet Lrometrica Mualtiplas victas ortopratics
lzametrica Dimetrica Trimétrica

Cabinet direcao perpendicular ao plano de projecao é reduzida a metade .

Ou seja os raios projetores devem chegar com um angulo 3
cuja tangente seja 0,5=1/2! B =26,5651°



Projecao paralela obliqua

* Raios projetores g lP*(x*.y*,c»
paralelos mas nao B
perpendiculares ao
plano de projecao ~/%P0.0.1

Geralmente essa é obtida - 0
considerando como um vetor 0 1
unitario é mostrado: (Mog, ] =

2 O O
_ 0 O O




Projegao paralela o
Ob“,qua y* = Isin B

Como um tetraedro com os vértices:
P,(3,4,0), PX(1,0,4), P5(2,0,5), P4(4,0,3)

Ficaria?

[MOBL] -
Cavaleira (cavalier) /=1 com 06 = 45
1 0 0 0
O 1 0 0 [P*] = [PliMgg] =
[MOBL] = \/‘5 \/-2-
— — 0 0
2 2
|0 0 01 3 2
- pr = | 383 283
5.54 3.54

« Exemplo: 612 2.12

BN D0

(ol e Rl e B @

O O O N

e ped feed

> O

W N

/ sin 6

o l\J‘<‘O»—*
RO

o NI<IP—*O
[\ )

SO O
—= O O O

o




Frojecities plamficadas

Paralelas

Cibliquas

Perspectivas

Oirtooraficas

2t
Fuza

Sk
Fuga

avalelra

abinet Lrametrica

Maltiplas vistas ortograficas

lzametrica Dimétrica

Trimétrica




Projecies plamficadas

Paralclas Perspectivas
/\
/ |
I | pt. 2t e
Ohblicuas Oirtograficas Fuza Fuga Fuga
Cavaleira Cabinet Lazometrica MMW |
Horizon
=
L |

One-point Two-point

Three-point



Por similaridade de triangulos
x f B ﬁ

U= —, v
2 2z

Supondo centro de projecao
Na origem (XY, Z,) =(0,0,0)

» f _
f — oo ;
; image plane

< — OC




Considerando P (x,y, z)

« Qual sua relacdo com sua projecao no
plano z=0 a partir de um raio projetor no

x* <,

eixo z z. T
. (0,0,ch)?

Supondo centro de projecdo no eixo z, |-
Mas fora da origem em (x,

Z /” N Dk (4% *
’pr’ Cp) Center of projection o il PHa.9", 0)
=(0,0,Zcp) N
. o e
(0, 0, ch)
' Projection
ne
P(x,y,z)—P*(x%,y,0)




Considerando

p I a n O ZX Center of projection i g 2) NP*(x”, %,
’ \
2 —H— =
0,0,z )
— cp
O u y - O ’ Projection

™

N x/
« Por semelhanca de triang:~
_X_* . ch
‘ x Zp — 2
(0,0, 2,) )
Organizando:
Plx, y, 2)
P*(x*, y*, 0) . x
b o —
* Z
1 =
5

P(x,y,z) P (x,y",0)



Considerando plano

ZYy ,
OuU X =

b P*(a*, y*,0)

%
z .

(0,0,2_)

P(x, y, 2) e N DX (k%
Center of proieihon/y&/{ P*(x*, y*, 0)
z — ey =

(©0,0,2,)

* Por semelhanca de triangulos :

Organizando

P(x,y,z)—P*(x%,y,0)

Project
plan
x/
ro
5. (e — 2
g = -
- 1 z
ch



Organizando matricialmente:

X Y
Pr=[x* » 0 1] =
Z Z
Zep Zcp
O que equivale a =
apena mudar a oy [ B f
relagao de . Ao
homogeneidade: &
1 0 0
0O 1 0
=[x ¥ »- 1] 00 0
0O 0 O
100 0
1 0 0
Mol = 1o 0 0 -2




A matriz perspectiva para o centro de
projecao sobre 0 eixo z

1 00 O
1 O 0
Mrexd =15 0 o —;1-
Pode ser vista 000 1
como a 1 0 0 o‘_looo_
concatenacao de AR | P
1 [Mppr] = .l
uma perspectiva st [ i1
e uma projecao 000 1| i
Ortog réfica nNo perspecti\fe Oﬂhqgraphic
I ano Z = 0 transformation projection
P (1 00 0|
01 0 0
= -1
0 0 0
Zep
00 0 1|

perspective projection



Repare que essa matriz colocou valores #0 em uma nova area da

nossa matriz de transformagao em coordenadas homogéneas !

|
3 % 3 :3><1
e Malyalts
1 X3 |I'1X1

* Se com o centro de projecao sobre o eixo z,
tivemos valor #0 na terceira linha..... Entao......

« Para uma projecao sobre o eixo x, ou com centro
I ~ \
de projegao em (x.,, 0, C

p—

[Mpgg] = 0

£
O
_- O
LTl > g




Exemplo:

« Como um tetraedro com os vértices:
P‘](3,4’0)1 P2(15094)5 }:)3(21015)1 P4(47013)

 Ficaria?

3 4 0 1]

o 11 0 4 1

4 0 3 1]

(3 4 01 | [3 4

a_ |1 0 0 18| 3% 0
[P]‘zooz - 11 0

4 0 0 16f] |3 O

|

I

o e s OO O -

— e

Q2O

D Q)

= o= O O




Para uma projecao sobre o eixo vy, ou
com centro de projegao em ( 0, y,,, 0)

(1 00 0]
—1
« Resumindo perspectivas e Iy Vep
0
m 1 centro de
CO- ~ 100 0 1 )
sobre: 0 0 0 —%
p
xaxis: [Mpgg) = |0 1 0 0
00 1 0
00 0 1
= 5" - E sobre z:
1 0 0 0 .
_1 1 00 0
y axis: [Mpggl = 910 0 J’_cp— 010 O
0 0 1 0 [MI’ER]=OOO_L
0O 0 0 1 Zep
00 0 1




Para obter matrizes com 2

centros de projecao:

E s6 colocar valores

nao nulos onde
apropriado na matriz
homogénea ! !'!

For 2-point perspective:

Elas podem ser consideradas como a

concatenacao de duas com
1 centro de projecao !!!

p—

QOO

O O = O

—_—

|

0
0
K

L i A e ]

0

1
0
0

O O N

O =IO O

O OO =

_ O N

O O = O

O = DO

or

— Oy O

s TR o i T

O O

o O = O

OO O

o = O O

o i o i,

o~ o O

—_ O 1 N




Para obter matrizes com 3
centros de projecao:

E sO colocar valores
nao nulos onde
apropriado na matriz
homoaénea ! ! !

For 3-point perspective:

om ) o i o
N O N

—
o Q = D



Lembre que mesmo quando
usavamos

2 x 2 e aforma transa\oosta
 (pOs multiplicando o ponto a ser

transformado)
e Ja tinhamos visto isso?

» (quando imaginavamos o que faria a parte
gue ainda nao estavamos usando da
matriz de transformacao !!!)



Transformacao Perspectiva

M=c

O =
_ = O
_0 O

X X
y y
1 px+qgy+1

(10,10) 0.2 - 0.1
(100,10) preeds s
(
(

x,y,1) - > (x,y,px+qy+1
100.100) (x.¥,1) - > (X,y.px+qy+1)
10,100)

(10/4,10/4) = (2,5 ; 2,5)
(100/22,10/22)=(4,5 : 0,5)
(100/31,100/31)= (3,2 : 3,2)
(10/13,100/13)= (0,7 ; 7.7)




Efeito em um ponto no infinito

(pedindo desculpa aos matematicos pela notacao!)

1 0 O\[x X
M={0 1 0fy y
g 1J\0 pxX+qy



Ponto de fuga

— Ilusao de que conjuntos de linhas paralelas (nac-paralelas ao
plano de projecao) convergem para um ponto;
— Pontos de fuga principais sao aqueles que dao a ilusao de

interseccao entre um conjunto de retas paralelas com um dos
eixos principais.




O que sao eixos principais?

Maior e menor momento de inércia.

Nao ha produto de inércia para 0os eixos
principais

Podem ser entendidos como 0os do menor
BB

possivel para o objeto de interesse.



Pontos de fuga principais

— Nota-se que cada conjunto de linhas paralelas no espago pode
ter associado um ponto-de-fuga. Assim, com o objetivo de
definir um critério de classificacao, somente as linhas paralelas
aos eixos sao consideradas.




nao muito é realista

Projecoes perspectivas de trés pontos-de-fuga sao usadas
menos frequentemente, dado que elas acrescentam pouco
realismo ao ja alcangado pelas projecoes de dois pontos-de-
fuga.

. PF-2
.-.}.-. '




Matriz Projetiva

 Uma transformacao projetiva Mdo R® é uma
transformacao linear do R*.

A matriz 4 x 4 de uma transformacao projetiva
representa uma transformacao afim
tridimensional.

g m

a
Mzbei.zn
c f 1 o
q r S



Transformacao Perspectiva

* Ponto P do espaco afim € levado no
hiperplano w=rz + 1

e Se z=-1/r, entao P é levado em um ponto
no infinito.

* Pontos do espaco afim com z =0 nao sao
afetados. 0 0 O0\[x X
1= 0 1 0 OYy y
0 0 1 OQfz Z
0 0 r 1]\l 7+ 1



Ponto de Fuga Principal

* A imagem do ponto ideal, correspondendo
a direcao z, tem coordenadas [0, O, 1/r, 1]

+ Este é o ponto de fuga principal da direcao z.

* Semi-espaco infinito 0 < z< = é transformado
no semi-espaco finto 0 < z< 1/r.

0 0 0
M=

o = O
[

1 0 O
0 1 0
0 r 1

o O O



Mais de Um Ponto de Fuga

* A transformacao perspectiva com 3
pontos de fuga, possui 3 centros de
projecao:

*[-1/p, 0,0, 1]

+ [0, -1/q, 0, 1]

+[0,0,-1/r, 1]

O mesmo resultado é obtido com a
aplicacao em cascata de 3
transformacoes perspectivas, com um
unico ponto de fuga em cada eixo.




Basta Implementar Transformacgoes
Com um Unico Ponto de Fuga

* Transformacoes perspectivas com dois
pontos de fuga equivalem a combinacgao
de:

¢ rotacao ao redor de um eixo perpendicular ao
eixo que contém o centro de projecao.

¢ transformacao perspectiva com um unico
ponto de fuga.

e Com duas rotacoes, obtém-se
transformacoes com trés pontos de fuga.



Projetar Sempre Acarreta Perder
I Informacao

http://isgg.net LY
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