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RotacOes sdao complexas pois:

- sao dificeis de calcular em torno de um eixo qualquer,
- sao dificeis de combinar,

- sao dificeis de interpolar em animacgoes, e

- nao comutam!

Como

Definir Rotacgdes (de Euler)
Em torno de pontos e eixos
quaisquer ?

S6 sabemos girar em torno
de eixos passando pela
origem assim:




Fdlad 1dZel Ulrl glro ae O elrl
torno de um eixo arbitrario
deve-se:

1-mover o eixo para a origem;

2-alinhar o eixo através de até 2 rotacdes com o outro
eixo;

3-girar do angulo desejado;

4-fazer as rotacOes inversas; e

b-mover para a posicao inicial .

Entao, supondo que seja R, a rotacao a ser data,
deveremos calcular:

R=TR R R,R1R’T



Fazendo essas operacgdes
para chegar a Rotacdo em torno de um eixo arbitrario

temos que:

1-mover o eixo para a origem

O

x PT=>

" Se 0 eixo arbitrario,
For o definido pela reta:

x=At+x1,
y=Bt+y1, 1 0 0 0
z=Ct+z1 0 1 0 0
ISSO corresponde T= 0 0 1 0
a usar a matriz de

-x1 | -y1 | -z1 1

transformagao ao lado: 7z




Rotacdo em torno de um eixo arbitrario -continuacao

2-alinhar o eixo através de até 2 rotacoes com o outro eixo

y 4

/. ' X
N

Mas qual o valor destas rotacdoes?
Vamos chamar de I e J esses angulos .

| ngulo em torno de x . E J angulo em torno de .



Quando colocamos nossa linha
generica na origem

Ela passa a ser o segmento que vai de (0,0,0) até (A,B, C).

Assim para ver o angulo que ela faz com o plano yz, vamos projeta-la por
raios paralelos ao eixo x

y axis

y axis

sinl = B/V
B cosl = C/V

\@:J
/ (O; B’ C)
V = (B2 + C2)l/2
X axis v
Z axis
)!/ X axis m

I angulo em torno de x /C

(0,B,C) (A,B,O)

Z axis



Assim a rotacao em torno do
eixo X deve ser data pelo
angulo I

1 0 0O o0
0 cosI sinI Q
Ky 0 -sinI cosI 0
0 0 0 1
1 0 0 O0 1 0 0 0
Ry=|0 C/V B/V 0 Ry lim (O C1¥, 7BV 0
0 -B/V C/V 0 0 B/V C/V 0
AEEL LN 0 0 0 1

E a rotacdo em torno do eixo y?

y axis

o TR J angulo em torno de y

Rotation axis



Assim a rotacao em torno do eixo x deve nao altera as
coordenadas x, como nos conhecemos 0

comnrimentao inicial dn segmento: L
LA R By e

A coordenada Z sera:
(LZ 5 AZ)I/Z e (BZ L C2)1/2 =V

E o angulo J em torno do eixo Y, deve ser:

sin] = A/L
cos I = V/L



J = rotagcao em torno do eixo y:

COOSJ (1) SISJ 8 VIL 0 -A/L 0

: Rev-1 . [ R | R ¢
-sin] Q0 cos]J 0 Y S1A/L 0 V/L 0
V/IL 0 A/L 0

0 1 0O O
-A/L 0 V/L 0

0 0 0 1 A X axis

: \-L\
\"

Z axis Rotation axis



Ai podemos dar a rotagdo &desejada em torno de Z,
que deve entrar como a transposta da abaixo:

(Pois estamos usando PT)

el "costd —sinfé 0 07 o
ﬂ"f 2111 coat 1 Y
11 0 0 1 0 |z

L1 LU U 14 L1

E devemos combinar todas as matrizes para obter a rotacdo desejada

em torno do eixo genérico:

R=TR R R,R1R1T?



Bem, da para fazer , mas € um tanto
complicado, nao?
E imagina diversas vezes para
algo como:

I
R

agora ..... veja como pode ficar bem mais

simples com os.....

Quatérnios!

Quatérnios ?
( mas que, que € isso ???)



Quaternios:

Sao numeros de dimensao 4 que podem ser representados
por um array de elementos do R¥

(9:9:.92,93)

(multiplicados por uma trinca de numeros complexos, com
uma parte escalar e outra vetorial).

Sao definidos be\la soma:/

¢=qo+q=qo+ qil + qj + ¢k

ondei, |,k sao eixos complexos!



‘.'

A parte vetorial ao invés de ser um { R
elemento do espago 3D /L

(Ou seja de serem pontos do espaco 3D ) é
definida como uma generalizacao dos
ntmeros complexos em 3D!!!

-----------

Ficou dificil? .... Entao vamos por partes:



Vocé lembra o que sao os complexos?

De onde vieram ?

(do teorema fundamental do calculo, que
afirma que: “Um polinémio tem tantas
raizes quanto o seu grau”.

Mesmo ? Mas e x°+1=0 como fica? )




(pladinhas a parte , a
Imaginacao humana deu um
jeito nisso...)

Porque ndo podemos ficar juntos?

VoAl

E complexo.



Evolugcao dos numeros:

Naturais, Inteiros, Racionais, Irracionas, Reais,
Complexos,

Quaternios, Octonios.



Numeros Complexos

e Sao os elementos do conjunto C' , uma extensao do
conjunto dos R, onde existe um elemento que representa a
raiz quadrada de -1 (chamado 1maginario) .

e (Cada numero complexo C pode ser representado na
forma: a +b i

e onde ae b sdao nimeros reais conhecidos como parte
real e parte imagindria de C , e i é o imagindrio puro

( raiz quadrada de -1).

a=|z2| cos e




Exemplos deles na forma cartesiana ou algébrica:

(praticamente sdo como pontos no R? !)

umero complexoParte reallParte imaginari

2+31 2z 3
2.3j 7 3 i
2 2 1]
A1 0 3 L Tadi
3i 0 3 |
[l fl [l 3

Im(Z)=b
Parte Imagindria

Forma algébrica’

Zz=a-+bi

o

¥
Parte Real
Re(z) = a




Plano complexo

Também chamado de plano de
Argand-Gauss

E uma representacdo do conjunto
dos nameros complexos, C .

Da mesma forma como a cada

ponto da reta x estd associado

um namero Real R, o plano
complexo associa o ponto (x,v)
ao namero complexo x +1 .

}l".._-.................

Forma algébrica

Forma polar



Operacoes nos complexos
1- Sao somados e subtraidos como nimeros do R?

Dado:zi=a+biez;=c +d/;
21-Z;=(a-c)+(b-dy
—_
Parte Parle
Real Imaginaria
Assim. 2z -2Z:=(a+bh-{c+dh=(a-c)+ib-dy



2- lgualdade, negativo (simétrico) , zero

3 - Complexo conjugado (essa € noval)

: : 17, R y Z
Niimero complexo z Simétrico Conjugado
Z = a + bi, —z=—a—bi, | Z=a-bi, -
: Re
a,beR a,b€ER a,bER
3



4 - Multiplicacao
Lembre que [FEAE=.|

Z=a+i

o=+ Forma algébrica

I, " ol 155 -, 1 j 1 ] k' -, 1
L Zy =la¥+h) letdr)=aqebadi+boi+5di” = ac +ilad + 8o )i —ba

]

ex
"

| 25 = (ae =B 4 (ad +Be)i
=(ac-bd) +(ad+bc)i

z1 = pi(cos(B,) + sen(6,)i)
- - Forma polar
2o = palcos(bz) + sen(b2)i)

21+ 20 = p1polcos(6y + 6s) + sen(fy + 62)1)

=0, 0,, 6, + 6)



Essa ultima é uma boal!!!l

Permite ver a multiplicacao de complexos como uma
rotacao !

(desde que usemos um complexo que tenha norma
unitariaou |z|=r=p=1 paraisso!!)

Por exemplo multiplicar por i = (1, 90°)

E 0o mesmo que girar de 90 graus no sentido anti-
horario em torno da origem!!!

(a+bi)(0+i)=-b+ai =(p , 6,+90) Multiplicacao de complexos
é comutativa!

(O+i)(a+bi)= ai-b=-b+ai



Podemos com ela substituir as rotacées no R?
(em torno de z) por multiplicacées no C!!!

Mas e no R3 ?

( precisamos de 3 eixos imaginarios! 1= v-1
e entender como multiplicar eles!) ] = V-1
™ k=v-1
- - . m
tomo v U= k=—ji
de z = .
jk =1= —kj
P —
B ki=j=-ik e Em

S tomo
X

z / / HF de v

i
Usamos o produto vetorial para multiplicar eles! /

MW



Ai entram os 3 eixos 1, | , kK complexos!

Esses eixos sao orientados de acordo com a regra da mao direita de
modo que produzam multiplicacao entre dois complexos puros no
sentido positivo ou negativo !

O sentido positivo ou negativo é dado pelo regra do produto vetorial
entre os eixos!

A

_ _ . Vejaquea
Jk=1=-K  multiplicacio de
quatérnios nao é
Comutativa !

K
¢ =qo+qQ=qo+ ql+ qJ+ ¢k



Formula de Euler ! e = cos p + isin g

 mostra a relacao entre o
numero de Euler, e,
Senos e cosenos.

M — cos(z) + isen (x)

8




Qutras operacdes com 0os complexos

Multiplicacdo e Divisao na forma polar

[r,(cos B, + isen 0,)][r,(cos 8, + isen 0,)] =ryry[cos(0, + 0,) + isen @, + 0,)]

ri(cosf, +isenf,) r,

ry(cos 6, + isenf,) - r, [cos (B, —6,) + i Sen.(ﬁx -0,)]




E ainda outras operagcdes com 0s complexos

Poténcias de nimeros complexos ficam bem simples
na forma polar usando o teorema de Moivre:

Se p € qualquer nimero real, o teorema de Moivre estabelece que

[r(cos 0 + isen 0)]” = r?(cos pf + isen ph)



E mais outras operagcdes com 0s complexos

Raizes na forma polar:

Se p é araiz, entdo o teo. de Moivre pode ser re-escrito
como p=1/n, onde n é um inteiro

Se p = 1/n onde n é qualquer nimero positivo inteiro,

+ isen

' k
[r(cos @ + isen A)]'/" = rl’"[cosﬁ R §+ 2k7r]

n

> K € qualquer inteiro. A enésima raiz de um niimero complexo pode ser obtida substituindo-se k =0,1,2,...,n—1.



Voltando aos H ¢=q +q=q + @i+ qj+ ¢k

Quaternios

Eles também podem ser vistos com um
complexo formado por outro complexo:

(usando o produto vetorial dos vetoresix j = k)
q=(qo*+ q:1) +(qu+ q31)]

Ou um complexo q =z, + z, |

formado pelo par de complexos:

2,=(qp+q1) ez, =(q, +q31i)



Alias vocé sabe porque o
simbolo



Por que foram criados em 1843 por
Hamilton

William Rowan Hamilton : (Dublin 1805-1865)
Que foi matematico, fisico e astronomo.

Diz-se que aos treze anos falava tantas linguas quanto a sua idade
(além das linguas européias falava algumas bem diferentes como o
arabe, persa, malaio, sanscrito, indostano) .

Ele contribuiu com trabalhos fundamentais ao desenvolvimento
da dinamica, 6ptica e algebra.

A sua descoberta mais importante em matematica sdo os quatérnios ou
Quaternions . Devido as suas aplicacOes nas rotacoes .

Em fisica € muito conhecido pelo seu trabalho na mecanica analitica,
que veio a influenciar a fisica quantica.



Here as he
walked by
on the 16th of
Cctober 1843
Sir William
Fowan Hamilton
in a flash of
genius
discovered

the fundamental
formula for
guaternion
rnultiplication

& cut it on &
stone of this
bridge



Octonions

2 meses depois que Hamilton apresentou os
quaternions , R*, um amigo de Hamiltonm
John Graves, escreve-lhe falando da idéia de
double quaternion , que sdo hoje os
chamados octonion, RS.

Octonios foram desenvolvidas em 1845
independentemente por Arthur Cayley e
Graves.



As operacdes nos quaternios sao muito parecidas com as
no R" e bem simples.

As principais sao:
- lgualdade:

Dois quatérnios p = pg + i+ paj + pak e g = go + q11 + g2 + gak sfo igquais
s¢ ¢ somente se 0S seus componentes sao exatamente os mesmos. Ou seja,

P = {q 5 e somente se

Po = 4o

M = q

s8¢ -

1981 1985 19H 5 1900
. Pz = i3

1991 1904 200z



g=qo+9=gqo+ql+ ]+ @k
- Soma de Quatérnios

A soma de dois quatérnios p e g acima € definida pela adicao dos compo-

nentes correspondentes:

p+qg=1(po+aq)+ (P +a)i+(p+q@)i+(p+ak

- Inverso: g’
Todo quatérnio diferente de zero tem um multiplicative inverso. Pela definicao

de inversa, tem-se

' ®g=qq¢ ' =1




g=1oqgo+9q=qo+ql+ g)+qk

Multiplicagao por escalar

O produto de um escalar ¢ e um gquatérnio g € dado por

og = ofo + ol + cga) + cgsk.

Conjugado: g*=(q,-q) =q

O conjugado complero de um quatérnio € definido por

g =gp—9=¢qy— 1l — ga] — Gzk.



Multiplicacao dos elementos da base

Considerando os elemento da base {1, 1,j, k},
estabelece-se que a multiplicacdo entre eles é

dada pela tabela:
. I i J k
: 1£=1 | Li=i | Lj=) | k=X
. I | | .1=1 _ <= =" _I'_._!I'I = k K ==}
J j | jl=j |ji==k|j*=-1]| jk=i
“ k| kil=k | ki=j |kj=—i| k?=~1

Quatérnio




Lembra do que ja falamos

Anteriormente sobre os eixos orientados?



os 3 eixosi, |,k sao vetores!

Esses eixos sao orientados de acordo com a regra da mao direita de
modo que produzam multiplicacao entre dois eixos no sentido positivo
ou negativo !

O sentido positivo ou negativo é dado pelo regra do produto vetorial
entre os eixos!

1] =k = —]Ji
jk=1=-kj
| ki—j— —ik

Multiplicacao de
quatérnios ngo é
Comutativa !



Produto de 2 quatérnios: D @ g

Segue diretamente das multiplicacoes dos vetores da
bases:

P ®q=(po+ pii+ poj + ps3k)(qo + ¢ii + ¢oj + ¢sk)
= poqo — (P1q1 + P2q2 + P3q3)
-+ pg(qli -+ QQj -+ q:gk) —+ (]D(pli -+ pgj -+ pgk)

+ (p2g3 — P3q2)i + (P31 — P193)j + (P1q2 — P2qa1 )k



Ou escrevendo de outra forma: P & g

Lembrando dos produtos escalares e vetoriais de 2 vetores :

a = (@11021@3) b = (b17b23b3)

axb=

1
ay

bl

ik
(o (a
by bg

a-b= ﬂ.lbl + (I.gbg + agbg

= (agbg — agbg)i 4 (asby — a1bs)j + (arbs — asby )k

Usando estes resultados, pode-se escrever o produto de dois quatérnios p e

q da seguinte forma

PXGg=pogo — P -d+pod+ Gp+pPXqg



Magnitude ou modulo dos quatérnios

O modulo do quatérnio é definido por

lal = Va®q :\/Q§+Q%+QS+Q§

Quatérnio unitario
Perceba que se ¢ ¢ um quatérnio unitario ou normalizado, |¢| = 1, entao a
mversa, ¢ simplesmente o complexo conjugado

q

—1 %

q =q



g

Mas e Como Fazer Rotacoes
Geneéricas de Maneira Facil
usando os

Quaternios ?




Como o0s quatérnios descrevem
as rotacoes no espaco 3D ? usando o

Operador quatérnio de rotacao

E ndao mais as rotacdes no espaco 3D por angulos de Euler



Para usar os quatérnios
devemos
considerar

angulo © (ganti—horério => + ) que queremos aplicar e o eixo em
torno do qual queremos girar , e com isso vamos construir um
quaternio q unitario especial que resulta na rotacao a ser operado
~ N
com o ponto p em uma operagao na forma q p q* = R, (p)

Ou seja rotacionar se transforma na multiplicacdo dele e do seu
conjungado pelo ponto cujas coordenadas cartesianas reais serdao
consideradas formarem um quaternio, ou melhor a parte
vetorial de um quaternio.

E para um objeto faremos isso com todos os seus pontos. Pi seja
usamos Rq(p) para os p pontos importantes do objeto a ser
girado!!

Exemplificando para um ponto p:



, 0 ponto a ser operado, isto &, que
queremos girar. Considere que esse ponto tenha
coordenadas cartesianas (r,, r, r,), vamos
construir um quaternio com elas, usando (r,, r, 1)
para fazer a parte vetorial de um quatérnio com
parte escalar nula.

Assim teremos esse quaternio: p = (0, r)
A rotacado de um angulo 8 que queremos aplicar em torno

do eixo sera definida pelo vetor unitario n= (nx, ny, nz) , €
deve ser representada por um quaternio unitario
q=(cos%0,sen20n).

Considere também o conjugado deste quatérnio unitario -

g*=(cos %0,-sen 20 n)

Faca as muitiplicagges g p q* = Ry(p) Operador quatérnio de rotagao

A parte escalar sera ZERO e parte vetorial sera o resultado da rotacao!



Multiplicagdo: q p q* = R,(p)

Sendo : p = (0, r) ponto a ser operado,
q = (s, v) = (cos 20, sen 20 n ) = ( cos 20, sen 120 (nx, ny, nz) )

eixo em torno do qual serd rodado e angulo rotacao

E dada pela expressao:

qpq =

(s, V)(0,1)(s,—V) =

(5.9)(0s—T-—V. =0V +ST+ T X—V) =

(S, V)(r-v, sST—1XV)=

(S(T-V)=V-(ST—TXV), S(ST—TXV)+(T-V)V+ VX(ST—TXV)) =
(S(T-V)—V-ST—V:(-IXV), sS’T—SIXV+(T-V)V+ VXST + VX (-TXV) =
((T-V)=S(F- V) + V- (TXTV), s2T+SVXT + (T V)V+SVXT + VX (VXT) =

(V- (IXV), ST+ (T V)V+2sVXT + (V- T)V—(V+ V)T =

22 (T.9)T 7TV X T
(0,s'T—(V-V)r+2(V-1)V+2SVXT)| « q p q* = Rq(p)




Multiplicagao: q p q* = R,(p)
Sendo : p = (0, r) ponto a ser operado,

q = (s, v) = (cos 120, sen 20 n ) = ( cos 20, sen 120
(nx ny, nz) )

AAAAA o Lamimn A mviial mmeh wnAadn A Al O
qpq—'
(5,9)(0,1)(s,—Vv) = (0. s°T — (V- m)r+2(v I)V+2sVXT) =qp q*=Rq(p)

Produto por
um numero
real

deducdo) :

produtorvetorial
produto interno

de vetores



Que tal fazer um exemplo?

Gire o ponto (10, 0, 0) de 180 graus em torno de z:
apq*=Rq(p)= (0,s’T—(V-V)T+2(V-T)V+2sVXT)
p=(0,r)=(0,10,0, 0) ponto a ser operado,ou r=(10,0,0)

g=(s,Vv)=(cos 20, sen 20 n ) = ( cos 90, sen 90 (nx, ny, nz) )

(nx, ny, nz) = (0, 0, 1) eixo 2! Como cos 90=0 , sen 90 = 1, temos que s=0
q=(0,0,0,1) ,s=0,v=(0,0,1)

vv=1 vr=0

Logo temos:
apq*=Rq(p)=(0,-10,0,0) que corresponde ao vetor (-10,0,0)



Repare que a rotagcao nos
quaternios ja nascem

em torno de um eixo genérico!!!!




Girando agora o resultado de 90° em
tornodey

ponto (-10, 0, 0) de 90 graus em torno de y
p =(0,-10, 0, 0)
n=(0,1,0)

q=(s,Vv)=(cos 20, sen 20 n ) = ( cos 45, sen 45 (nx, ny, nz) )
=12 (1,0,1,0)

Logo:gqp g =Rq(p)=(0,0,0,10) que corresponde ao vetor
(0,0,10)



Combinar rotacoes

E ainda muito mais facil.....



Como combinar rotacoes com Quatérnios

Duas rotagOes sucessivas podem ser combinadas multiplicando-se os
quatérnios correspondentes na ordem apropriada.

Suponhamos dois quatérnios q; e o representando duas rotagdes distintas.
Aplicando sobre um ponto p a rotacdo composta de q; seguida de q, obteriamos

qu (qu (p)) = qu (9,rq;) =4,9,rq,9, =95Pdy4
Por outro lado, temos que
d; =9.9, = (Szni}z )(Slﬂi}l) — (SESI _{}2{}1: S2{}1 +51§2 T+ ‘72 le) —
qs :(stl _‘72{}1.1 _Sji}l _S]{EE _{}2 le)

—_— —

=(S,8, = V,V,,—S,V, =SV, +V, XV,)

—_—

Qy =qq, = (8,,7V(8,,7V,) = (8,8, =V, V,, = 8,V, =8,V, +V, XV, ) =,

[sto significa que a rotacdo composta pode ser representada diretamente

qu (qu () = qu (4,pq,) =9,9,Pq,9, = q;Ppq; = R ()



Podemos assim fazer de um
unica vez as duas rotacoes

anteriores:
180 graus em torno de z ( ql) e 90 graus em torno de y (q2)

E depois multiplicar pelo ponto p

ql =(s1,vl)= (cos90,sen90(0,1,0))=(0,0,0,1)

q2 =(s2,v2)=(cos45,sen45(0,1,0)) = %2 ( 1,0,1,0)

q3=91.9q2 = %2 ( 0,1,0,1)

a3 p 93" =Rq(p) =(0,0,0,10)



Podemos simplificar

As implementacdes ainda mais ...



Considerando os quaternios como numeros de dimensao 4, ou seja
representados como elementos do R4 (arrays com 4 elementos).
q=(q0,q1,92,q3)= (a,b,c,d)

p=(p0,p1,p2,p3)= (a,b,c,d)

Desta forma a multiplicacao entre pe q, (p g ou q p ) pode ser re-escritas
como matrizes (onde a ordem é importante por isso precisam de duas
formas):

[a —=b —c —d]
b a —d e

PI=1¢ a4 a -b

(i —lirJ == _”F_ |

qgp = 4 (

Quaternios ?



Vamos supor que estamos considerando a orientacao de um aviao .

Em aviacao, e outras aplicacoes de
aeronautica o eixo longitudinal, e os eixos
na direcao ascendente/descendente ou de

direta/esquerda tem nomes espbeciais

eixo longitudinal = roll

direcao

Ascendente / descendente = pitch

direcao

direta /esquerda = yaw

3 eixos de rotacao: roll, pitch e yaw.



Quaternios ?

¥ Mot
Rel (#) © "

-
P

Aplicacao pratica:

fo
——{ o ¥ Eah
= .

Piten (15}

Vamos supor que estamos considerando a
orientacao de um aviao .

E que inicialmente ele esteja voando para o
norte . O eixo longitudinal do aviao esta indo
para o norte em algum ponto sobre a
superficie da Terra. (1, 0, 0).

Ai resolve realizar uma rotacao de 90 graus em
torno do eixo leste/oeste ( 0, 1, 0) , de modo
que o nariz do aviao se volte para o solo.

Depois resolve fazer outra rotacao de 90 graus
em torno do seu eixo longitudinal (1, 0, 0)
voltando sua asa esquerda para o ceéu.



Quaternios ?

Como faremos isso usando quaternios?

A primeira rotacdo sera representada pelo quatérnio

q, =(cos(90/2), sen(90/2)(0,1,0)
= (2/2, (+2/2)(0.1,0))
= (212, (0,(2/2),0))



E a segunda rotagao pelo quatérnio
q, =(c0s(90/2), sen(90/2)(1,0,0)

= (v2/2, (¥2/2)(10,0))

= (V2/2, (¥2/2).0,0))



Quaternios
A rotagdo composta, portanto, sera
Q=
21 =
(V2/2,((N212),0,00)(v2/2, (0, (+/2/2),0)) =

(N2 12)(V212) = (N2 12), 0, 0)(0, (V2 12), 0), (N2 /2)(0, (72 12).
0)+ (¥2/2)(V2/2),0,0) + ((v2/2), 0, 0)x(0, (+2 12), 0)) =

(72— (0+010), (0, 72, 0) + (°%, 0, 0) + 72(1,0,0)X(0,1,0)) =
(%2, (2, 72, 0) + 2(0,0,1)) =

(Y4, (4, Y4, 0) + (0,0, %)) =

(72, (72, 72, 72))



Isso corresponde a uma rotagdo anti-horaria de 6 = 2arccos(’2) = 120 graus em
torno do e1xo definido pelo vetor (72, 72, %2).

Para conferir que esta rotagdo simples em torno de um tUnico eixo realmente
corresponde a composi¢do das duas rotacoes dadas, vamos aplica-la ao nosso
avido. Suponhamos um ponto na asa direita do avido, com ele voando em sua
ortentacdo 1nicial, voltado para o norte. Imaginemos que esse ponto ocupe a
posi¢do 1, =(10,-5,0), ou seja, a dez unidades a norte da origem, cinco para o
leste e a zero de altura. Jd sabemos que ap6s as duas rotagdes, o avido devera estar

voando para o oeste, com a asa direita apontando para o solo, ou seja, com
, =(0,10-5).

-

¥ (Mol
Rl () ¢

Quaternios



Aplicando a rota¢ao deduzida acima sobre T, obtemos :

q%(ovii)q% =
(Y, (Yo, Ya, V)0, (10,-5,0))(Ya, —(V4, Y4, Y4)) =
(72, (Y2, 72, 72))(0 £ (10,-5,0)-(2, 72, 72), 0 + 72(10,-5,0) = (10,-5,0)x(72, 72, 72)

(Y2, (Y, Vo, Yo))((210 = 125+ 0), (4210, =445, 0) = (<45 - 0, 0 = 1210, 1210 — (-
723))) =

(Y5, (Y5, Ya, Vo)) (43, (1610, =145, 0) — (=145, =510, 1415)) =
(Y5, (Y5, Ya, Vo)) (43, (Y615, 145, —4415)) =

(V45 = (Va, Y5, Ya)- (Y415, 165, =1415), Va(415, 145, —VA15) + Y5('h, V4, Y4) +
(Va, Ya, Va)X(Y415, 45, —1415) =

(V45 — (Val5 + Y45 — V15), (Y415, Y45, —Yal5) + (V5, V45, V43) +

(=V415 = Y45, Val5 — (<Y415), Y45 — Y15) =

(Va5 — V45, (Y420, Y410, —Y410) + (=420, Y30, —%410)) =

(0. (0, 440, —Yi20)) =

(0, (0, 10,-5)) Quaternios



Ou seja, simplesmente multiplicando quatérnios, somos capazes de descobrir a
parametrizagio em coordenadas “naturais” da composicdo de um numero
arbitrario de rotagdes e de aplicar essas rotacdes a pontos dados. Dessa forma, para
representar a orientagao de uma entidade, precisamos de somente um quatérnio.

Mais do que 1sso, estamos livres também do problema de gimbal lock. Nao
existem e1xos preferenciais ou perda de graus de liberdade nesta parametrizacao.
A partir de qualquer rotacdo ou posigéo, podemos aplicar qualquer outra rotacio,
sem restrigoes.

Gimbal Lock ! ! ! que diabo é iss0?

Quaternios ?



Gimbal ou cardan

Em engenharia mecanica, sdo anéis que permitem a rotacao
em torno de um eixo.

Gimbals sdao normalmente aninhados para acomodar a
rotagdo sobre varios eixos.

Sao usados em giroscopios, em aparelhos de medigao inercial,
em bussolas, na orientacdo de propulsores em foguetes,
aparelhos de rastreamento e mecanismos de armazenamento
para permitir que objetos fiquem na vertical.

O travamento destes mecanismo é um problema
real embora alguns sistemas de coordenadas em
matematica se comportem como se isso ndo
ocorresse (como os angulos de Euler).

Se forem usados de 3 ou menos anéis aninhados, o gimbal
lock inevitavelmente ocorre em algum ponto do sistema.




Gimbal lock

(Lock € o bloqueio) gimbal
lock se refere ao bloqueio
do cardan ou do grau de liberdade
de um girosc6pio). E a perda de
um grau de liberdade em um
mecanismo articulado de 3

dimensoes.

- i 3 eixos de rotacido e 3

1SSO OCOorITe quando 0s e1xos de giroscopios montados
dois dos trés mecanismos do permitem em conjunto 3

. . N graus de liberdade: roll, pitch
g1roscopios sao levados para uma e yaw.

. ~ Mas quando 2 giraram em

configuracao paralela que forno do mesmo eixo, o
"bloqueia” a possibilidade do sistema perde um grau de

. . liberdade (um referencial).
sistema eirar em torno de um



Resumo da opera ou respondendo tudo sobre
Gimbal Lock e quaternios em engines de games:

Gimbal € o nome inglés de um aparelho que consiste em um rotor e
mais 3 aros concéntricos.

E Gimbal Lock é quando dois aros ficam na mesma posicao. E se

perde o controle sobre qual girar. Isso ocorre em rotacoes,
trazendo problemas em animacoes e games.

O Gimbal Lock independe do software, acontece com todos que
usem rotacoes de Euler (as que se usavam até aqui para girar

objetos através dos valores individuais dos eixos X, Y e Z).

Angulos de Euler x Quaternios el

Normalmente, os softwares 3D para games e animacgdes usam dois
tipos de equacbes matematicas para rotacdo: Euler e Quatérnio.

Neste contexto chamam Quatérnio o método de rotacao que usa um
quatérnio para representar rotacdo em trés dimensoes, € ndo o que
na realidade é quaternio (uma extensdo em quatro dimensdes dos
numeros complexos).



O mais famoso incidente de gimbal lock
aconteceu na missao Apolo 11 a Lua.

Nesta nave espacial, um conjunto de giroscopios foi usado em uma unidade
de medicao inercial (IMU) .

Os engenheiros estavam cientes do problema de gimbal lock, mas nao
usaram um quarto cardan [3].

A um certo tempo desta missao o sistema simplesmente “congelou’.
A partir deste ponto, o sistema teve de ser movimentado manualmente
para longe da posicao de bloqueio da articulacao, e a plataforma teve de ser

realinhada manualmente utilizando as estrelas como referéncia.

Apds o Moédulo Lunar pousar, Mike Collins, o astronauta a bordo do médulo
disse: "Quero um quarto cardan de presente de Natal?"



Ainda ha outra vantagem

Em se usar quaternios em games e animagoes
E ndo angulos de Euler....



Quaternios ?

Interpolacao de orientacoes

Se desejassemos terpolar entre as orientagdes planas representadas por dois
complexos de forma a obter orientagdes ntermedidrias, ndo poderiamos
simplesmente executar uma interpolagdo linear componente a componente, pois
estariamos percorrendo uma reta secante ao circulo unitario que contém fodos os
complexos que representam rotagdes. Para obter o resultado desejado, deveriamos
executar a interpolacdo ao longo do circulo, dividindo o arco mtermediario em
segmentos de comprimento 1gual.

Eixo imaginario

Todos os complexos
que representam rotacdes

->

Eixo real

A B

Uma interpolacéo linear 0O correto é realizar

simples percortetia uma interpolacéo ao longo



Podemos agora retornar a questdo da mterpolagdo de orientagdes. Dadas duas
rientagdes, representadas por um quatérnio cada uma, como determinar os
Juatérnios que representam uma seqiiéncia de orientacoes intermedidrias”?

A expressio para o quatérnio que corresponde a uma posicdo angular
intermedidria 6 entre q; € -, ou seja, com um deslocamento entre zero e Q com
relagdo a q), € dada Substituindo 0 por #€2, onde u€ [0,1], obtemos

sen(l—u)Q2 ; sen(uf)

-

q; =4, 2
senf? sen(2

[0.1.0]

3u"3“°
u' [1 ‘.-ﬂ! ﬂ] }

Quaternios



Moral da historia...

Com quaternios acabamos com quase todos os problemas ligados a
Rotagdes que se tinha usando os angulos de Euler , que eram
complexas pois:

- eram dificeis de calcular em torno de um eixo qualquer,
- eram dificeis de combinar,
- eram dificeis de interpolar em animacdes,

Eram (tudo isso acabou) com quaternios ndo sao mais.....

Mas como a Multiplicacao de quatérnios nao é Comutativa !

Ainda estamos com esse ultimo problema, pra isso por enquanto
devemos usar sempre a mesma ordem !!! Isso é muito importante.

A solucdo definitiva precisa de outras defini¢des de angulos ......



Trabalho final

Faca seu objeto de faces planas poder ser
rotacionado de © = 60 graus em torno de
e1X0S genericos

q=(s,v) =(cos %0, sen %0 n)
= (cos 30, sen 30 (nx, ny, nz) )

Na forma que os valores de nx, ny e nz sejam a cada vez valores
diferentes e aleatorios entre 0 e 1.

Por exemplo, sejam a sequencia: (1,0,1), (0,1,0), (1,1,1) (0,1,1),(1,0,0),
(1,1,0),(0,0,1), ...

Nao serdo aceitos trabalhos entregues depois de 14/12/2017 !
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