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Spline fisica



Uma spline é uma linha flexivel usada para produzir uma
curva suavizada ao longo de uma série de pontos de
controle.

Curvas Splines

Tem maior suavidade que as de Hermite e Bezier
(tem curvatura continuas) e sao conectadas formando

curvas mais complexas.

Spline € uma curva polinomial definida por partes

Existem varios tipos de splines, cuja amostragem varia de

acordo com a férmula matematica utilizada na sua
construcao. Elas podem ser interpoladas ou aproximadas.




Metal flexivel com continuidade
de curvatura: C2

Construindo barcos

a

Pesos que dao forma sdao chamados
“ducks” devido a sua forma?



Exemplo de como sao usadas



Curvas Splines

« A base de Bezier ndo € propria para a modelagem de
curvas longas
— Bezier unica: suporte nao local
— Trechos emendados: restricoes nao sao naturais

« Base alternativa: B-Splines
— Nome vem de um instrumento usado por desenhistas
— Modelagem por poligonos de controle sem restricOes adicionais
— Suporte local
» Alteracdo de um vertice afeta curva apenas na vizinhanca
— Existem muitos tipos de Splines

— Se 0s nos estdo equidistantemente distribuidos a spline &
uniforme, caso contrario & nao-uniforme.

» Uma B-spline uniforme de grau d tem continuidade C%'



Uma equivaléncia com
essa ferramenta de

, , desenho € a
Spline Cubica Natural

Que tem continuidade C” e passa pelos pontos
de controle

Ou seja de cara ja tem um grau a mais de
continuidade (suavidade) que as anteriores.

Calcular as Splines Naturais com n pontos de
controle envolve inverter uma matriz de

(n+1)x( n+1) pontos



Interpolacao com Splines
cubicas
Dado um conjunto de N+1 coordenadas de
pontos (P,,P,,P,,..P,), qual seria a funcédo
paramétrica cubica que interpola esse

pontos , ou seja precisa-se conhecer os
coeficientes a,,b,,c,.d,,a,,b,,c,.d, tais que:

—f(u)=au®>+bu?+cu+d,
—u: (0<=u<=1)



Interpolagao e
por Splines— _<~ Mg
Cubicas
Usa a teoria das vigas esbeltas
E € apresentada na se¢ao 11.5
de Algebra Linear
com Aplicacoes
A. Anton e C. Rorres, e
Bookman, 2001

E Capitulo 10 (secao 10.7) de Computer Graphics C
version de D. Hearne e M.P. Baker



Ivias dpline  se rerere a
um grupo de curvas em

CG

Por exemplo a Cardinal € especificada por 4
pontos de controle consecutivos:

P(u) éacurva e Pk-1, Pk, Pk+1,
Plk+2 sao os pontos de controle



“Cardinal Spline”

Especificada por 4 pontos de controle consecutivos:

Os 2 do mei1o definem o 1nicio e o fim da curva, e os 2
extremos ajudam a definir as inclina¢des da mesma
nas extremidades, usando também o ponto seguinte:

P(u) é a curva

P, P,P,.,,P,.,=>0s pontos de controle

o ~ Plu)
Y P
.p, . ! Pe.1

® 'P#h?




“Cardinal o P

~ Spline”
P(u) é a curva o TR

P, P.,P.,P.,_ pontosde controle
Especifica ainda um parametro de fensdo ¢ que junto com os ponto

extremos ajudam a definir a influéncia das inclina¢oes ao longo da

curva pela expressao seguinte:

P(() = Pk
P(1) = oy m ‘/‘\
P'(0) = ‘é‘(l - ”(PH-] - Pk--') r<o r>0

{Looser Curve) (Tighter Curve)

P(1) = +(1 - D(px.; — po)



“Cardinal

Spline” f\ /\

r<0O r>o0
{Looser Curve) (Tighter Curve)

Se o pardmetro de fensaot =0 a

curva é chamada de Catmull-Rom spline ou Overhauser spline:

Matricialmente ela fica:
Pi-1

P(u) = [u3u2” ”MC Px
Pr+i

PI‘+1
—s 2—s5 §-—2 S
2¢ §—3 3-25 -5
s=(1-1/2 Mc=1 . o s 0



“Cardin

Pr-1
al . Dy
Expandindo asgyﬁrfﬁges: P(u) = [w’uu1] - Mc- o
s=(1-1/2. T Pi+2
Mc = -5 0 5 0
0 1 0 0 _

P(u) = pi(—sud + 2su?—su) + pl(2 = shu® + (s — 3?2 +1]
+ Pk+|[(5 — D+ (3 — 25)u + sul+ pyeq(su® — su?)
= Pr-1CARy () + pCAR (1) + pisiCARy (1) + py,2CARS(U)

Onde CAR,, CAR, CAR, CAR;sao as fungdes de

mistura ou interpoladoras da Spline Cardial:



“Cardin

al
Como ficam as CAR,, CAR, CAR, CAR; - funcdes de mistura

ou interpolzﬁphld@gpline Cardial para t=0 e s=1/2:
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Outras Splines

Splines de Catmull-Rom (ou Overhauser)
iInterpolam pontos de controle, de modo similar
as splines naturais

As [3—splines controlam a forma da curva
globalmente atraves das variaveis 3, (bias) e [3,

(tensao)

Bias controla influéncia dos vetores tangentes
enquanto que tensao puxa curva para proximo
das linhas que conectam os pontos de controle

Computer Graphics C version de D. Hearne e M.P. Baker , p. 345-357



Catmull-Rom spline

Fo1 proposta por and

Catmull (born March 31, 1945) is an
American computer scientist and former
president of Pixar and Walt Disney

Animation Studios. He has contributed to
many important developments in computer

graphics




Raphael Rom

1s an computer scientist (from Israel) working
at Israel Institute of Technilogy.

Recebeu seu Ph.D. in 1975 na Universidade
de Utah, ficou conhecidp pelo
desenvolvimento da curva que leva seu

nome € o de Catmull.

e Catmull, E, Rom, R. (1974), "A class of local interpolating splines”, in
Barnhill, R. E.; Riesenfeld, R. F. (eds.), Computer Aided Geometric
Design, New York: Academic Press, pp. 317-326.



Outras Splines

As Korchanek-Bartel splines, sdo uma classe
de Cardinais que além do parametro de
tensao incluem mais dois:

b — bias e ¢ — continuidade

Dando assim ainda mais poder de flexibilidade a interpolacdo por splines
(Computer Graphics C version de D. Hearne e M.P. Baker , p. 325)



B-Splines — € a forma de aproximar
por Splines mais usada

* Uma generalizagao
da curva de Bezier

« Pontos de controle
adicionais para no
permitem mudancas
locais as curvas

K : grau da B-Spline
k=2:linear

k = 3 : toca o ponto mediano do segmento
intermediario




Especificando curvas

Pontos de Controle

— Um conjunto de pontos que influenciam a
forma da curva

NOs

— Pontos de controle que estao sobre a curva

Interpolando Splines

— Curvas que passam atraves dos pontos de
controle (nos)

Aproximando Splines

— Pontos de controle meramente influenciam a
forma



B-spline ou basis spline

Caracteristicas.

e 0 grau do polinomio interpolador €
independente do namero de pontos de
controle , m ,

* Permite controle local da forma da
curva, pelos p, pontos de controle .

Computer Graphics C version de D. Hearne e M.P. Baker , p. 334-345



NoOs # pontos de controle

y{t}
A

€ Control point

" P
2 }‘ 5 & Knot
F'o pg

» x{{}



NOs:

No espaco parametrico global temos nés ou knots que
representam os valores de u onde os segmentos Qi tém os
seus extremos. Também sao designados por nés de ligacao

uma vez que sao os valores de u onde os seg. de curva se
unem

Por definicao um Qi & definido entre 2 nds consecutivos: Q;
define um intervalo paramétrico U; = U < Uj+¢ (€spaco de u global)

B-Spline uniforme: assume-se que esses nos tém valores
inteiros e que o espacamento entre nés € iguala 1 (0, 1, 2,...)



Exemplo controle local




Uma curva B-Spline € calculada por:

O(u) = 2 B.(u)p, emque ??=<u=<??

« Cada fung¢do de mistura B; € suportada no mtervalo

Ui -~ Uk

« Temos m+1 funcoes de mistura;
e Logo:
m + 1+ k knots (u,->u_ )

Numero de nos: n° de pts de cntrl + ordem da curva



Para gerar interpolacoes lineares,
tem-se k=2, € a curva passa a ser
descrita pelas fungoes:

(t—t)

( i+2 _ti

(ti+2 B t)
(i, —ti)

set.

i+l Sts ti+2

Ni,2 (t)= { set; <t<t.,, Ni’2 (t)= {

Dependendo do vetor de nos escolhido pode-se ter curvas uniformes e periddicas, ndo periodicas ou ndo uniformes. Se o
desejado for uma B-Spline periddica definida a intervalos iguais de 1 a partir de O(zero) teremos

tpara 0<t<l1

N, ()=
20 {2—tse1£t£2

Para gerar interpolacdes quadraticas tem-se k=3 e as fungdes sdo definidas recursivamente como

(t—t,)
(tin =)

(ti+3 -t

N..(t)=
153( ) (ti+3 - ti+l)

N, (O+ N2 (0

Onde o valor de N, ,(t) pode ser obtido da expressdo anterior. Assim se forem usados intervalos
iguais de t a partir de zero para o vetor de nds, tem-se:

(1/2¢2

/ ! ) se 0<t<l1

= %—(t—(gn se 1<t<?2
1/2(3-1)2 se 2<t<3




 Chamada Uniforme B-splines se t€m
nos / knots que sao eqliidistantes uns
dos outros em funcao do parametro u.

e Muito usadas em CG sao as Cubicas

com m+I/ pontos de controle ,
PyP,P,...P, onde, m=53

* Polinbmios Cubicos
—f(u)=au®>+bu>+cu+d,
—-u: (0<=u<=1)



L7AD lUllgUCD e lllLCLPUlayaU
cubica (k=4) para o
mesmo conjunto de nos
(per10dicos e uniformes)

Serao:
(1/6t 0<t<l1
2/3-1/2(t-2) —(t—-2)* 1<t<2
2/3-1/2(t=2)" —(t—-2)* 2<t<3
1/6(4-1t)° 3<t<4

N, 4 () =+

Do mesmo modo pode-se recursivamente gerar qualquer tipo
de B-Spline, nao periddico ou nao uniforme apenas escolhendo
adequadamente os vetores de nos.



Definida por quatro pontos de controle (P,, P,,
P, P.).

N3o passa por nenhum ponto de controle.

— Curva de aproximacao

Mais suave que as anteriores

— Mais facil garantir continuidade paramétrica

,."‘-!Jz *pr--"-.‘Pa
." 1.". . "'r ‘l.‘.
Controle local. TS THEN G}
t=0 £ i
Pyt el T2
qa\ip
Py -‘:._',.__.._--,-. s
to



Porque sao melhores? Porque fornecem suporte
local e mais controle (ao contrario da Bézier que por
minima mudanca nos pontos de controle, gera uma
nova curva)

AP o EBES " ,P:"
i ,‘4" ‘1“ i:q .--"J/,—_—\ "“‘Fﬂl

Genericamente: A W A—
— Param+1 pontosde "’ ®h t=0

controle o

o a-'
. M}=3 PO,P‘l,--,Pn P! "-._&9;\\ 2

— Teremos curvas com i -

m-2 segmentos o

« Q3,Q4,...Qm



A curva inteira B-spline € considerada composta por
segmentos de curvas spline

Cada segmento e definido por 4 pontos, cada

ponto influencia 4 segmentos de curva (exceto
PO e Pn)

Knots sao os pontos de juncao entre os
segmentos de curva



B-Splines Uniformes

m Significa que a variavel parametrica esta
espacada em intervalos uniformes (1=0.1, 0.2,
0.3, etc)

m Cada um dos m-2 segmentos € definido por 4
dos m+17 pontos de controle

m SegmentoQ =P, P, P P,
m GS=[P;; P, P4 P] 3<=I<=m



Spline controlada por 4 pontos

O,(u)= Y B._;(wp,,

B._, = é(—?ﬂf +3u” +3u +1)
B, =é(3u3 —6u® +4)

B._, =%(1—u)’ com O=swu=<]



Representacao matricial

‘B

P(H) =[t° +% + 1]

-1 3-31
3-630
30 30

1410




L ULILUCD UC sl
mistura —
da cubica
uniforme i
anterior
| | P+ 3p-6+4)/6 (-384+32431+1)/6
B-Splings Uniformes 0,7
06 ——
0,5 .

=) 3P -6 44
QBS([)z%PM 6 A \
0,3
3 y) 3
-3t +3t6 +3t+11),-1+%Pf va

O<=1<=1 L
0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0



Unido 3 curvas B-Splines




Exemp]

Alterando o penu
trecho 1nicial e
intermediario

0 de controle local:

timo ponto, nio se al
sO parte do trecho

tera O




Ao ser controlada por 4 pontos, sO
se aproxima dos 2 centrais
Cada funcdo de base “cobre” K 1ntervalos

Curva B-Spline ordem 4: cada funcdo de base ¢, ela propria,
uma B-Spline cubica, constituida por 4 segmentos, ¢ simétrica




Periodicas uniformes

Byw)  Bi(w) Biu) Byu) Byu) Bs(u)

Parameter range
of curve

Exemplo: curva cubica com 6 pts de cntrl (m=5 e K=4)

Nos uniformemente espacados (vector de nds uniforme): cada funcéao
de base € uma coépia transladada de um ndé (funcdes de base
periodicas).

Numero total de nés: 10
Uma curva B-Spline é calculada por:



Para criar uma curva

spline fechada:

Apenas se repete no final das seqii€ncia dos
pontos de controle da curva os 3 pontos
1niciais

P,, P, P,, P;..... ..... P_, P, P, P,




Spline com pontos controle coincidentes seguidos =>
Ela acaba por passar pelo ponto

Trés P5 coincidentes: 8 pts de controlo, 6 Q;, 3<u=<=8

Q7 (7 = u < 8) determinado por P4PsPsPs. Em u=8 interpola Ps

*F,



Lembrando o significado
de continuidade

LAY (% As duas curvas apresentam
um ponto de juncao.

C': A direcao dos vetores tangentes
no ponto de juncao € igual.

C?2: A direcao e a magnitude dos

vetores tangentes no ponto de
juncao sao iguails.




Spline com pontos controle coincidentes seguidos =>
Ela acaba perdendo niveis de continuidade

oP;. P
(a) .-
: Perda de continuidade
P, a) ponto duplo -G1
— b) Ponto triplo - GO
P, :
o P

(b) /
. ': .
e P, ‘," Py

Ps



Spline : efeito das multiplicidades dos pontos de controle ou
coincidencias dos mesmos nas funcoes de base

a) Multiplicidade 1:

[0,1,2,3, 4] 1 1 1
@
b) Multiplicidade 2: e N
0.1, 1,2, 3] o2 !
®)
¢) Multiplicidade 3: —r/\
0.1, 1,1, 2] S * '

d) Multiplicidade 4: /
0,1,1,1, 1] T ‘ ‘ "



Propriedades

» Aumentar a multiplicidade m de um knot reduz a
continuidade da parametrica k-m-1;

» Um knot interior de multiplicidade k transforma uma
B-spline em duas B-Splines distintas cada um com o
seu conjunto de pontos de controlo.



The effect of interior
knot mu]ﬂplicity On a
B-spline curve.

(a) A four-segment
B-spline curve. The
knot vector is

[0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10].

All B-splines are
translates of each
other.

Spline =>
propriedades

(a)

P, .
P
P Fy

CSSNS

— il | e = | T " |
3 4 5 ] i




Spline com pontos controle
coincidentes seguidos =>
perda nivel de continuidade

(b)

(b) Enot vector is Il
0.1,2,3,4,4,5,6,7,8,9]. Diouhble
2, shrinks to zero. kot



Spline com pontos controle coincidentes seguidos

()

P,
P
(c) Knot vector is
[0,1,2,3,4,4,4,5,6,7,8].
Q, and Qs shrink to 3 4 5
zero. Continui
between Q; and Q; is Triple

positional. knot



Spline com pontos controle coincidentes seguidos

(d) Knot vector is

[0,1,2,3,4,4,4,4,5,6,7,8].

The curve reduces to a
single segment Q3.
Another control point
has been added to
show that the curve
now ‘breaks’ between
P; and P;.

(d)

Quadruple
knot

P,



B-Splines Nao-Uniformes

m O Intervalo entre valores da variavel
parametrica nao € necessariamente
uniforme. ..

m Logo as funcoes de blending nao sao as

mesmas para cada segmento.... Maior
flexibilidade

Func¢oes de mistura



NURBS

* Non-Uniform Rational B-Spline

« O peso dos pontos de controle € a
diferenca




NURBS

Non-uniform rational B-splines
B-spline nao-uniforme racional

Rational significa que os segmentos de
curva sao expressos por razoes entre

polinémios cibicos [

Computer Graphics C version de D. Hearne e M.P. Baker , p. 357-349



Curvas Rational B-Spline

* Prové uma unica forma matematica

precisa capaz de representar as formas
analiticas comuns

« Linhas, planos, curvas conicas incluindo
circulos, curvas de forma livre, superficies
guadricas e esculpidas

Sa0 Invariantes a rotacao, translacao, scaling e
transformagoes perspectivas



Curvas racionais

A curva Rational cubica ¢ dada pelas seguintes razoes:
X(u) _ Y(u) _ Z(u)
Onde X(u), Y(u), Z(u) ¢ W(u) sdo curvas cubicas
polimomiais cujos pts. de ctrl sdo definidos em
coordenadas homogeneas.

Curva no espaco homogeneo:

Qu) = [X(u) Y(u) Z(u) W(u)]

x(u) =




Para desenhar uma :

Spline 2D em qualquer linguagem , se a
geracao de segmentos de curvas que sejam
controladas por 4 pontos dados de maneira
uniforme, € equivalente a implementar a

equacao:
(I-1) = 3 -6 +4
QBS(I)=TR_3 T 6 Pz‘—2+
3 2 3
=37+ 3t +3t+1P,-_1+t—P,-
\ 6
O<=t<=1




Usuario fornece os pontos X[1],Y[1] e:

= [
while (i+3 < TotMarks) { //TotMarks = numero total de pontos na curva
RangeX = fabs (X[i+2] - X[i+1]);

RangeY = fabs (Y[i+2] - Y[i+1]);

if (RangeX > RangeY) Step = 1.0/RangeX;

else Step = 1.0/RangeY;

i = | =T t,3) +3*pow(t,2) -3*t +1) i] -
3*pow (t,3) —-6*pow(t,2) +0*t +4) i+1] +
8 L el BT ok

y =1 *me , 3 gwiE, 2) =3%C $1y*¥]i] -
3*pow (t,3) -6*pow(t,2) +0*t +4)*Y[i+1] +
—3*pow (t,3) +3*pow (t,2) +3*t +1)*Y[i+2] +
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